J ednoatomowy gaz doskonaly wg termodynamiki statystycznej

W klasycznym gazie doskonalym, atomy gazu nie oddzialujg ze sobg (F =0 — V = 0).
W zwiazku z tym energia calkowita pojedynczego atomu jest rowna jego energii kinetyczne;.
Z rozwazan kwantowych wiemy, Ze energia Kinetyczna atomu poruszajacego si¢ wzdiuz

odcinka o dtugosci L, (ktory lezy na prostej X) jest skwantowana i wynosi:
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gdzie i = 1,2,3,... Pojedynczy atom posiada nieskonczenie wiele dostgpnych poziomow
energetycznych. Najnizsza warto$¢ energii (energia stanu podstawowego) odpowiada liczbie

naturalnej i = 1 i wynosi:

h2
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Energia czastki ro$nie proporcjonalnie do i? co oznacza, Ze nastepujace po sobie poziomy
energetyczne sg coraz bardziej oddalone od siebie. Roznica energii Ae pomiedzy dwoma

dowolnymi ale sgsiadujgcymi poziomami energetycznymi wynosi

@+ 1)%m? i’h? (20 + Dh?

Ae = ¢€; — & = — =
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Odstep miedzy dwoma sgsiadujagcymi poziomami energetycznymi maleje jesli dlugosé L,
odcinka wzrasta. Dla L, — oo zachodzi: Ae — 0. Dla obiektow o duzej masie (m — oo)
robwniez nie dostrzegamy kwantowania energii (Ae — 0), co stanowi tres¢ zasady
korespondencji, ktora stwierdza ze mechanika klasyczna jest granicznym przypadkiem

mechaniki kwantowej dla duzych liczb kwantowych (i = o).

Translacyjna suma statystyczna g, dla czastki jednoatomowego gazu doskonatego (np. He,

Ne lub Ar) poruszajgcej si¢ wzdtuz odcinka o dtugos$ci L, ma postac:
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qx = Z e~ Pei
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Energia i-tego poziomu energetycznego wynosi jednak

i%h?
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Poniewaz dla pojedynczego atomu dostepnych jest nieskonczenie wiele poziomow
energetycznych (ktore leza bardzo blisko siebie) mozemy przyjaé, ze powyzsza suma jest

rowna catce (0znaczonej):

G =Ze‘i2ﬁy = f e BV di ~ f e Prdi
i=1 1 0

Pozostaje do obliczenia caltka, ktorg wyznaczymy przez podstawienie

x* =i*By



x = +i\JBy = +i(By)z

Wyznaczamy rozniczke - czyli iloczyn pochodnej funkcji i infinitezymalnego (nieskonczenie

matego) przyrostu zmiennej niezaleznej dla lewej i prawej strony powyzszego rownania

dx

By)2

1
dx = (By)2di - di =

Stad:
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j e %" dx
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qx = j e_izﬁydi =
0

Powyzej mamy do czynienia z calka Gaussa, ktora jest parzysta - a wigc symetryczna

wzgledem osi pionowej w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych.

[0e]

je‘xzdx=\/E - fe‘xzdx=g
0

— 00

U (e, VR @ @F @ _(my
U = Je X=—m1 T 1T 1 17 1‘(4[;],)
(By)zy (By)?2 2(By)z (4)2(By)z  (4Py)2

Powracamy do naszej statej y
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W przypadku pojedynczej czgsteczki doskonatego gaz jednoatomowego, ktora jest zamknigta
w szeSciennym naczyniu o dhugosci bokéw L, =L, =L, (uklad izotropowy) mozemy

zapisaé
9x = 4y = 4z
Czasteczkowa suma statystyczna q dla pojedynczej czasteczki jednoatomowego gazu

doskonatego zamknigtego w szesciennym naczyniu o dtugosci bokow L, = L, = L, bedzie

miata postac

N =
N w
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lloczyn L, L, L, to oczywiscie objetos¢ V rozwazanego ukladu. A wigc
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Kanoniczna suma statystyczna Q dla uktadu sktadajacego si¢ z N identycznych czasteczek

|4 3
=3 (2mkgmT)2

jednoatomowego gazu doskonatego wynosi zatem:

31N N

Q= v = [X rgmt)?| = L 2rkym)? =
q h3( Tkpm ) th( TTkpm ) f(N,V,T)

Problem Wyznaczmy ile wynosi energia swobodna F (energia swobodna Helmholtza) dla
jednoatomowego gazu doskonatego w przestrzeni fizycznej (przypadek 3D). Obliczmy
pochodng czastkowa energii swobodnej F wzgledem objetosci uktadu V.

Korzystamy z definicji energii swobodnej F



Aby wyznaczy¢ warto$¢ energii swobodnej F dla jednoatomowego gazu doskonatego nalezy
najpierw obliczy¢ logarytm naturalny z kanonicznej sumy statystycznej Q. Dla gazu

doskonatego

N

3N
Q = h3—N(2T[kBmT)2
N 3
InQ = In h3—N(27thmT)2Nl

VN 3 3
nQ =In <hﬁ> + InQrkymT)2" = InVN — Inh3N + ENln(anBmT)

3
InQ = NInV — 3NInh + ENln(anBmT)
A wiec:

3
F = —kgT [Nan — 3Ninh + ENln(anBmT)]
)

3
F = —kgTNInV + 3kgTNInh — ENkBTln(anBmT)

Widzimy, ze F = f(N,V,T). Obliczmy pochodna czastkowa energii swobodnej F wzgledem

objetosci uktadu V
aF—a[kTNlV+3kTNlh 3 Nk, Tin(2ikymT)
OF O TNV + 23k, TNInh — -2 Nk Tin(2rleymT)
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Z definicji molan

N N =nN
n=—->N=n
N, A

OF _ nkgN,T
v v

Stata Boltzmanna kjp jest zwigzana ze stata gazowa R przez statag Avogadra Ny

R = kBNA
OF  nRT OF o
—_——— S — =
av % v’ ™

Poréwnujac otrzymany wynik z klasycznym réwnaniem Clapeyrona
pV =nRT

widzimy, ze ujemna pochodna energii swobodnej F gazu doskonatego obliczona wzglgdem

objetosci uktadu V' stanowi definicje cisnienia p gazu!

_oF
P="%v

Obliczmy jeszcze ile wynosi druga pochodna czastkowa energii swobodnej F wzglgdem

temperatury dla jednoatomowego gazu doskonatego
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d0F 3
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Druga pochodna to pochodna pierwszej pochodnej

0O°F _ O Ny +3L e N — SNk a[z(2k T) + 1]
aTz _ or BNt o BN T o Wi G LI LTtipm

0°F 3Nk 2mkgm 3Nk 1
aT2 ~ 2 B2mkymT =~ 2 BT

A wigc:

Z definicji mola

=—>N=nN
n=--- nhN,

A
0°F 3
_Tﬁ = EnkBNA

Stata Boltzmanna kjp jest zwigzana z uniwersalng stata gazowa R przez statg Avogadra N,

R = kBNA
JOF 3
arz 2"

Zapamigtajmy ten wynik!

Zadanie Wyznaczmy ile wynosi energia calkowita E, $rednia energia (&) przypadajaca na

pojedyncza czasteczke oraz molowa pojemnosc¢ cieplna C,, dla gazu doskonatego?
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Definicja mola

=—>N=nN
n=--- nhN,

3 3
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Korzystajagc z rownania Clapeyrona mozemy otrzymaé wyrazenie na energi¢ catkowita E

gazu doskonalego wyrazong przez objetos¢ V uktadu.

pV =nRT
E—3 |4

Pojemnos¢ cieplna C gazu doskonalego przy statej objetosci VV wynosi
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Pojemnos$¢ cieplna C doskonatego gazu jednoatomowego nie zalezy od temperatury T'!

Ponadto, na podstawie poprzednich rozwazan widzimy, ze zachodzi nastepujaca relacja

o 0%F
- 9T?

W zwigzku z tym, dla jednoatomowego gazu doskonatego, pojemnos¢ cieplna C moze by¢
zdefiniowana jako ujemny iloczyn temperatury T, w jakiej znajduje si¢ uktadu i1 drugiej

pochodnej czastkowej energii swobodnej F uktadu, wzgledem temperatury.

Srednia energia (€) przypadajaca na pojedyncza czasteczke gazu doskonatego wynosi:

3
()_E_ikBTN_BkT
OENT TN T2t

Liczba stopni swobody f dla pojedynczej czastki (najmniejsza liczba wspotrzednych, ktora
jest potrzebna do jednoznacznego opisu jej potozenia) w przypadku tréjwymiarowego uktadu

fizycznego wynosi f = 3, a wigc:

3 f kgT

= — T =— T = —_—

() = SkyT = ks = £ (<2-)

To proste rownanie stanowi tres¢ zasady ekwipartycji energii (rownego podziatu energii,
tac. aequus - rowny, pars - cze$¢) dla jednoatomowego gazu doskonatego - na kazdy stopien
swobody f czasteczki gazu doskonatego przypada srednia energia (&) réwna polowie

iloczynu statej Boltzmanna kg 1 temperatury T.



Zadanie lle wynosi entropia S jednoatomowego gazu doskonatego?

Wiemy, ze

3
F = —kgTNInV + 3kgzTNInh — ENkBTln(anBmT)

Obliczamy pochodng czastkowa energii swobodnej F wzgledem temperatury 7.

aF— akTNlV aSkTNlh a3NleZk T
a7 = a7 keTNInV + 553k TNInh — 252 NkpTin(2mkgmT )
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S = kpNInV — 3kgN(Inh — Iny/2rkymT) + SksN
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W powyzszym rownaniu wystepuje tak zwana termiczna dlugos¢ fali de Broglie’a

oznaczana za pomocg wielkiej greckiej litery lambda A



h

\ 2tkgmT

A=

Termiczna dlugos¢ fali de Broglie’a 4 moze by¢ rowniez zapisana za pomocg zredukowanej

statej Plancka A.

. 2gh  NAm?h? | 2mh?
\/ZHkBmT \/ZHkBmT mkgT
Po wprowadzeniu definicji termicznej dlugosci fali de Broglie’a A, wzor na entropie

przyjmuje postac:

3 3

vV 3

Z definicji mola

n=-—->N=nN,

% 3 %4 3
S =nkgNyln (F) + EnkBNA =nRin (F) + EnR

Entropia molowa S, - entropia przypadajaca na jeden mol substancji.

s =2 R (V>+3R
n =T MM AE) T2



Okazuje si¢ jednak, ze wyznaczona na podstawie powyzszych rozwazan entropia molowa S,

nie jest addytywna! (patrz paradoks Gibbsa).

Paradoks Gibbsa

Przyjmijmy, ze mamy zamkniety uktad o stalej objetosci V, ktory sktada si¢ z n moli czastek.

Podzielmy teraz za pomocg przegrody nasz uktad na dwa poduktady o objetosciach V; = %V,

1 . . . .
V, = =V oraz liczbie moli n; i n,.
2

Jezeli entropia jest addytywna powinna zachodzi¢ relacja:
S:S:l‘l‘SZ_)S_Sl_SZ:O

Entropia uktadu jako catosci

S Rl (V>+3 R
=nRin{-z)+5n

Entropia poduktadu o objetosci V;

4 3
S1 =nRin (/13) + Ean

Entropia poduktadu o objetosci V,

v, 3
S, =ny,RIn (/13) + 2nZR

4] 3 v, 3
S1+S; —anln(A >+2an+n2Rln(/1 >+2n2R

3 vV
+=-R(ny +ny) + anln<

%4
=n.R
S1+8,=n ln( 2/13)

2/13>
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Oczywiscie: ny +n, =n

|4 3 |4 3
S - Sl _SZ = nRin (F) +ETlR —nRin (m) —ETlR

%4 %4
S—5 —S5,=nRIln (F) —nRin (m) = nRin2
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Zwiazek kanonicznej sumy statystycznej Q z czasteczkowa sumg statystyczna q dla czastek

rozroznialnych (jak np. atomy w pozycjach weztowych krysztatu doskonatego)
Q=q"

Zwiazek kanonicznej sumy statystycznej Q z czasteczkowa sumg statystyczna q dla czastek

nierozroznialnych (jak. np. czasteczki gazu jednoatomowego)

W mianowniku powyzszego rownania wystgpuje czynnik N! (jest to liczba permutacji dla
zbioru N-elementowego). Zmodyfikowany zapis kanonicznej sumy statystycznej Q

uwzglednia tak zwane poprawne zliczanie Boltzmanowskie.

Dla idealnego gazu jednoatomowego kanoniczna suma statystyczna Q przy zatozeniu, ze

czastki sg nierozroznialne wynosi zatem

N

3N
= N'—h3N (ZﬂkBmT)Z

Q



W zwigzku z tym

N

N!h3N

N

§N EN
InQ =1In (2kymT)2" | =1 + In(2mkymT)2

"N
3 3
InQ = InVN — InN!'h3N + ENln(anBmT) = NInV — (InN! + [nh3V) + ENln(anBmT)

3
InQ = NInV — InN! — 3NInh + ENln(anBmT)

Na podstawie definicji energii swobodnej

F = —kgTInQ
3
F = —kgT [Nan — InN!—=3NInh + ENln(anBmT)]

Na podstawie definicji entropii

3
—F = kgTNInV — kgTInN! — 3kgzTNinh + EkBTNln(anBmT)

oF d 3
S= a7 = kgNInV — kgIinN! — 3kgNinh + 372 kgTNIn(2wkgmT)

3 3

Korzystamy teraz z przyblizenia Stirlinga

InN!'= NInN — N
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3 3
S = InV — InN + -3 Inh + > In(2mkymT) + >

W powyzszym réwnaniu, po prawej stronie kazdego z wyrazen znajduje si¢ iloczyn

Aby je nieco uprosci¢ zapiszmy

S 3 3
—=InV—-InN+1-3lnh+ Eln(ZrthmT) + >

S 3 5
KN InV — InN — 3lnh + Eln(anBmT) + >
S = [nV — InN — 3lnh + 3 1l(2k T)+5

kBN_n n n 5 In(2mkgm 3

S = [nV — InN — 3inh + 3In(2wk T)%+5
kBN_n n n n(2mkgm 3

> = [nV — InN S[Zh In(2mk T)%]+5
kBN_n n n n(2mwkym 5

> InV —InN — 3|l " +
—=mnV—-IN-3|In——|+3
kgN (2mkymT)2 2

h
=A

1
(2mkymT)?2

S

5—1 d l/13+5
kg N A
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_ — _ 34 =
= [nV — InN — 3lnA + 5 = InV — InN — InA° + > = >




Powyzsze réwnanie poprawnie opisuje entropi¢ doskonalego gazu jednoatomowego, gdy

spetniony jest warunek

1
v > 1 d > A3 (Vf > A
- — - |—=
NA3 N N
W przypadku gdy
: <1
NA3

Entropia dazy do minus nieskonczonosci (—o)! Powracamy jednak do naszego rownania

S 74 5 vV 5
=In (—) +—=Ilne =1In (—) + lne2

KN NAz) T2 NA3
5 5
S| e S = kyNin | —
= - =
keN T\ Va3 BT g

Powyzsza zalezno$¢ nosi nazwe réwnania Sackura-Tetrodego. Roéwnanie zostato
sformutowane w latach 1911-1913 niezaleznie przez Ottona Sackura i Hugona Tetrodego
i opisuje entropi¢ jednoatomowego gazu doskonatego. Tak wyznaczona entropia jest juz

addytywna, co oznacza, ze spetnia roOwnanie: S = S; + S,.

Entropi¢ doskonatego gazu jednoatomowego mozemy zapisa¢ rOwniez w postaci:

SN
yNe=2

S=kBln W

Jezeli powyzsze rdwnanie porownamy z definicjg entropii Boltzmanna: S = kgIn(), mozemy

wyznaczy¢ liczbe mikrostanéw (Q dla doskonatego gazu jednoatomowego



5N

VNez
Q= NN /3N
Zgodnie z definicjg energii swobodnej F
F = —kgTInQ

Wiemy juz, ze dla nieodréznialnych czasteczek jednoatomowego gazu doskonatego zwigzek

kanonicznej sumy statystycznej Q z czasteczkowa sumg statystyczna g przedstawia si¢

nastepujaco
_a
=
A wiec
N
_ q
F = —kBTlnm

Mozemy rowniez wyznaczy¢ gesto$¢ energii swobodnej Helmholtza f

\H
Il
<™

Na podstawie przyblizenia Stirlinga

InN! = NInN — N

Korzystamy z definicji logarytmu naturalnego

NInN
N! = eNlnN—N — e

eN

Przyjmijmy, Ze



eNInN —

Po obustronnym zlogarytmowaniu powyzszego roOwnania

IneN'"N = Inx

NinNlne = Inx
Inx = NInN = InNV
Inx = InNV

Powyzsza rowno$¢ oznacza, ze: x = NV. A wigc

N

=t = (3)
T eN T \e

Przyblizenie Stirlinga ma postac
N!'= NNe™N2nN ~ NNe™V

Biorac pod uwagg otrzymany wynik mozemy zapisac energi¢ swobodng F w postaci

N

N N N
_ a\_ _ a |__ ) __ qe
F = —kgTln (ﬁ) = —kpTIn l(ﬁ)N‘ = —kgTin| 57 | = —ksTin ( N)
e e

e
F = —kgNTIn (%) = —kgNT[lnge — InN] = —kgNT[lnq + Ine — InN ]

F = —kzNT[Ing + 1 — InN] = —kzNTln (%) — kgNT

Z definicji mola



=—>N=nN
n=o-- nhN,

F = —nkzN,Tln (%) — nkgN,T

Uniwersalna stata gazowa R

R = kzN,
F = —nRTIn (%) — nRT

W powyzszym réwnaniu pojawia si¢ iloczyn trzech makroobserwabli: nRT, ktory wystepuje

réwniez W Klasycznym réwnaniu Clapeyrona
pV = nRT

Dodajmy wiec do obu stron powyzszej réwnosci iloczyn pV
_ q - q _
F +pV = —nRTIn (N) — nRT +pV = —nRTin ( N) +pV — nRT

Na podstawie rownania Clapeyrona wiemy, ze pV — nRT = 0. A wigc

F + pV = —nRTIn (%)

Sume¢ makroobserwabli ktora wystepuje po lewej stronie powyzZszego rownania nazwijmy

entalpia swobodna G lub energia swobodng Gibbsa:
G=F+pV

A wiec



G = —nRTln (%) = nRTin (% )‘1 = nRTIn (g)

Wiemy, ze dla jednoatomowego gazu doskonalego energia swobodna podana jest zaleznoscia

F = —kzNTIn (%) — kgNT

F = —kgNT(lnq — InN) — kgNT = —kgNTInq + kgNTInN — kzgNT
Obliczmy pochodng czgstkowa energii swobodnej F wzgledem liczby czastek N w uktadzie

oF kgNT
N = —kgTIng + kgTInN +

-1

ok L, Tin (%) — kyTln (%)

kyrin(2)
ON _Bnq

Pochodna czastkowa energii swobodnej F wzgledem liczby czastek N w uktadzie nazywana

jest potocznie potencjalem chemicznym u
ks Tl <N>
p=kgTin(—
g

Poniewaz entalpia swobodna G wynosi

N NRT (N N
G = nRTIn (—) = In (—) = NkgTin (—)
q Ny q q

Pomigdzy entalpia swobodng G a potencjatem chemicznym u zachodzi bardzo prosty zwiazek
G=Nu

Mianowicie, entalpia swobodna G uktadu jest iloczynem jego potencjatu chemicznego u

1 liczby czastek N, ktére znajduja si¢ w rozwazanym uktadzie.



