M etoda najmniejszych kwadratéw

Regresja (tac. regressus - odejscie, odstepstwo) - metoda statystyczna zajmujaca si¢
badaniem zwigzkoéw i zaleznoSci, ktore wystepujg pomigdzy zmiennymi losowymi np. Y i X.
Regresja dzieli si¢ na regresje liniowa oraz regresja nieliniowa. Wykresem regresji liniowej
dwoch zmiennych jest prosta o rownaniu: y(x) = ax + b. W przypadku regresji nieliniowej

dwoch zmiennych wykresem jest zazwyczaj pewien wielomian (np. funkcja kwadratowa).
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Rysunek 1. Schematyczne przedstawienie zaleznos$ci liniowej pomiedzy zmiennymi x i y.
Zmienne oraz state wystepujace w roOwnaniu prostej regresji y(x) = ax + b nazywamy
X - zmienna niezalezna (objas$niajgca)

y - zmienna zalezna (objasniana)

a - wspotczynnik kierunkowy prostej regresji

b - wyraz wolny



W regresji liniowej zazwyczaj interesuje nas suma kwadratéow roznic pomigdzy
warto$ciami eksperymentalnymi (@) a warto$ciami teoretycznymi (ktore lezg na prostej
regresji) - wtedy obliczenia algebraiczne sg najprostsze. Ma to jednak swoja wadg: kwadraty
roznic pomiedzy wartosciami eksperymentalnymi a warto§ciami teoretycznymi silnie zalezg od
obserwacji dla ktérych biad jest najwigkszy. Metoda najmniejszych kwadratow daje wiec
niedoktadne lub falszywe wyniki, jesli w analizowanym uktadzie wystgpuja obserwacje
odstajace np. pomytki przy wprowadzaniu danych. W zwigzku z tym w regresji liniowej
stosowane sg takze inne miary bledow, ktore sg bardziej odporne na obserwacje odstajgce jak
np. warto§¢ bezwzgledna (modul) roznic pomiedzy wartosciami eksperymentalnymi

a warto$ciami teoretycznymi.

Reszta r (btad regresji liniowej) - roznica pomigdzy wartoscig eksperymentalng y;

a wartoS$cig teoretyczng y(x;), ktora lezy na prostej regresji: y(x;) = ax; + b.

r=y; —y(x;)

Zazwyczaj mamy do czynienia z dodatnimi i ujemnymi btgdami (resztami) r regresji
liniowej - cz¢$¢ wartosci eksperymentalnych lezy nad prosta regresji (r > 0), a cz¢$¢ pod prosta
regresji (r < 0). Interesuje nas jednak suma bfedow podniesionych do kwadratu (zawsze
nieujemna liczba rzeczywista) - proste sumowanie btgdéw dodatnich i ujemnych nie
podniesionych do kwadratu prowadzitoby do ich wzajemnego znoszenia si¢ na skutek réznicy

znakow.

Termin regresja jako pierwszy uzyt Francis Galton. W 1886 roku badal on zwigzek
pomigdzy wzrostem rodzicéw i ich dzieci. Zauwazyl, ze wysocy rodzice maja zazwyczaj
réwniez wysokie dzieci. Jednakze wzrost dzieci ponadprzecig¢tnie wysokich rodzicow jest
zblizony bardziej do $redniej, niz do wzrostu ich rodzicow. Takg tendencj¢ powrotu do $redniej

Galton okreslit jako regresje do sredniej.

Francis Galton (1822-1911) - brytyjski podrdéznik, przyrodnik, antropolog, pisarz, lekarz,
statystyk oraz prekursor badan nad inteligencjg. Opracowat metode statystyczng zwang
regresja. Jako pierwszy zastosowal metody statystyczne do studiowania ludzkich réznic

indywidualnych i dziedziczenia inteligencji, prywatnie zi¢¢ Karola Darwina.

Na podstawie przeprowadzonych rozwazan widzimy, ze w przypadku regresji liniowej
zwanej metoda najmniejszych kwadratow interesuje nas suma (gdzie N to catkowita liczba

obserwacji)



S= —y)I? + [y2 —y(@)]* + [y3 — y(x3)]* + - + [yny — y(xp)]?

Powyzsza suma moze by¢ zapisana w zwigztej postaci

$= ) =yl = ) b= yP

N

Wiemy, ze rdGwnanie prostej regresji ma ogolng postaé: y(x;) = ax; + b, a wigc:

S= Iy — (ax; + DI = Y [y — ax; - b’
i=1

i=1

Suma kwadratéw bledéw S zalezy wyltacznie od dwoch parametrow: S = f(a, b), ktore
powinny by¢ odpowiednio dobrane - sg to wspélczynnik kierunkowy prostej regresji a oraz

wyraz wolny b.

S =f(a,b) = ) [y — ax;— b’

i=1

Suma kwadratow btedow S(a, b) jest funkcjg dwoch zmiennych. Z rachunku rézniczkowego
wiadomo, ze aby wyznaczy¢ potozenie ekstremum (w naszym przypadku minimum) funkcji
dwoéch zmiennych nalezy obliczy¢ jej pochodne czastkowe 1 przyréwnac je do zera. Poniewaz

suma kwadratow btedow S(a, b) jest funkcja ztozong

0S(a,b
(aa ) =2 [y _axl_b] —X ZZ[ylxl _bx]
a i=1 i=1
0S(a,b
(acll) ) Z[yl_axi_b] _1:_22[371 axl_b]
i=1 i=1

Warunek istnienia ekstremum (minimum)



dS(a,b)
da 0

05(ab) _
b

Dodajac (lub odejmujac) powyzsze rdwnania stronami mozemy roéwniez zapisaé

dS(a,b)  0S(a,b)
+ =
da ~— 0b 0

Aby wyznaczy¢ wartos¢ wspotczynnikdw a i1 b, konieczne jest rozwigzanie uktadu dwoch

réwnan z dwiema niewiadomymi.

—ZZD’L’ —ax;—b] =0
i=1

W pierwszej kolejnosci pozbywamy sie statych wspotczynnikow (—2)

Oczywiscie



Wartos$ci stale wynosimy przed poszczegdlne sumy

Zyixi—ainz —ble’ =0
i=1

i=1 i=1

Zyi—ain—Nb=O
i=1

i=1

Wprowadzamy oznaczenia pomocnicze

Z yixi = Syl-xi
i=1

Uktad réwnan przyjmuje postacé
Syix; — aSx2 —bSy, =0

Sy, —aS,, —Nb =0

Sy, — ASy2 = bSy,



Sy, —aSy, = Nb

Z drugiego réwnania wyznaczamy warto$¢ wyrazu wolnego b.

W dalszej kolejnosci zajmiemy Si¢ wylgcznie pierwszym rownaniem.

S, —aS,,
Sy — ASy2 = (%) Sy,

—aS. . = SyiSx; — a(sxi)z

S . =

ViXi

NSy, — aNSyz = S5y — a(Sy,)”

~aNS,z +a(Se,) = SySy, — NSy,
~a[NSee = (50)’] = SySu = NSy

a [N.S'xiz - (Sxi)z] = NSyixi - Syz'Sxi
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Teraz powracamy do sum w postaci jawnej

Nz xiz - < xi>
i=1 i=1
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Do naszego rownania wprowadzamy ukrytg jedynke

Ale
Yi
N = (v
i=1
x.
5 =@
=1
A wigc

Ny - NG) N
i=1

D yixi— N<x><y>]
i=1

a

- n
Nz:xiz—Nz(x)2 N
i=1

Z x;2 — N{x)?

i=1




> i = M)

i=1

x;% — N(x)?
im1

Aby wyznaczy¢ warto$§¢ wspotczynnika kierunkowego a prostej regresji wystarczy obliczy¢ ile

wynoszg nastepujace wielkosci:
a) wartos$¢ $rednia (x) ze zbioru zmiennych objasniajgcych x;
b) warto$¢ $rednia (y) ze zbioru zmiennych objasnianych y;
c¢) sum¢ kwadratow zmiennych objasniajacych
2.5
i=1
d) sumg iloczyndéw odpowiadajacych sobie zmiennych objasniajacych x; i objasnianych y;
Z YiXi = z XiVi
i=1 i=1

Wiemy, ze:

Sy, —aSy, Sy, Sy ¥, X;
b=—t—t=—H-af= ) —a) o=y -a)
i=1 i=1
b = —a(x) + (y)

Aby wyznaczy¢ warto$¢ wyrazu wolnego b prostej regresji wystarczy obliczy¢ ile wynosza

nastepujace wielkosci:

a) wspotczynnik kierunkowy a prostej regresji



b) warto$¢ Srednia (x) ze zbioru zmiennych objasniajacych x;
C) wartos$¢ $rednia (y) ze zbioru zmiennych objasnianych y;

W metodzie najmniejszych kwadratow wazne znaczenie maja obserwacje o duzej
dzwigni, ktére maja nietypowe wartosci x; 1 typowe wartosci y; (sa znaczaco oddalone od
pozostatych punktow na osi poziomej) oraz obserwacje odstajace (ang. outliers), ktore maja
typowe wartosci x; i nietypowe wartosci y; (sa znaczaco oddalone od pozostatych punktow na
osi pionowej). Zaréwno obserwacje o duzej dzwigni jak i obserwacje odstajace mogg mieé
znaczny wplyw na prostg regresji (zmieniaja warto$ci zarowno wspotczynnika kierunkowego
a jak i wyrazu wolnego b). Jesli posiadajg taki wpltyw, to nazywane sg obserwacjami
wplywowymi (ang. influential). To czy konkretna obserwacja jest warto$cia odstajaca jest
sprawg subiektywna - decyzj¢ o identyfikacji obserwacji jako odstajacej nalezy podja¢ w
oparciu 0 wlasne dos§wiadczenie rachunkowe. Aby oceni¢ jakos¢ dopasowania prostej regresji
do zbioru analizowanych punktow (obserwacji empirycznych) stosowany jest wspoétczynnik
determinacji R? (iloraz wariancji wyznaczonej dla punktow, ktore lezg na prostej regresji
y(x;) oraz wariancji wyznaczonej dla punktéw do$wiadczalnych y;), ktory przyjmuje wartos¢
z przedziatu 0 < R? < 1. Oznaczenie wspolczynnik determinacji R? jest zwigzane z jego
definicjg, w ktorej kazda z reszt (ang. rest) jest podniesiona do kwadratu. Im blizsza jednosci
jest warto$¢ wspolczynnika determinacji R? tym lepsze jest dopasowanie prostej regresji do
obserwacji empirycznych (do$wiadczalnych). W przypadku gdy R? = 1 wszystkie obserwacje
empiryczne y; leza doktadnie na prostej regresji y(x;). Innymi stowy spetnione sg rownania

y; = y(x;), gdziei = 1,2,3, ..., n. Taka sytuacja jednak prawie nigdy si¢ nie zdarza!
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i=1
y(x;) - wartos$¢ teoretyczna zmiennej objasnianej, ktdra lezy na prostej regresji
y(x;)) =ax; +b

y; - empiryczna (doswiadczalna) warto$¢ zmiennej objasnianej (i = 1,2,3, ..., n)



(y) - sérednia arytmetyczna obliczona na podstawie empirycznych wartosci zmiennej

objasnianej

Powyzej mamy do czynienia z ilorazem dwdch wariancji (mianowniki ulegaja skroceniu).
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Zawsze prawdziwa jest nierownos¢

D e =0 < ) Iy = )

i=1 =1

poniewaz odchylenia y(x;) —(y) s3 znacznie mniejsze niz y; — (y)! Roé6wnos¢ zachodzi
jedynie w granicznym przypadku gdy prosta regresji przechodzi przez wszystkie punkty

otrzymane na drodze do$wiadczalnej: y(x;) = y;

D ) = ) i = P
R2 _ =1 _ =1 —1
D -0 i = P

Dopetnieniem do jedynki wspélczynnika determinacji R? jest wspélczynnik zbieznos$ci ¢?
J J poiczy ®

(gr. litera phi)
(pZ =1-— RZ
Wspoétczynnik zbieznosci @? podobnie jak wspotczynnik determinacji R? przyjmuje wartosci

z przedziatu 0 < @? < 1. Im blizsza zeru jest warto$¢ wspolczynnika zbieznosci @2 tym lepsze

jest dopasowanie prostej regresji do obserwacji empirycznych.



Zwroémy uwage, ze w metodzie najmniejszych kwadratow naszym celem nie jest
znalezienie roéwnania krzywej, ktora dokladnie przejdzie przez wszystkie punkty
eksperymentalne a jedynie takiej, dla ktorej rozbieznosci pomigdzy zmierzonymi warto$ciami
y; a warto$ciami wyznaczonej funkcji liniowej y(x;) beda najmniejsze. W metodzie
najmniejszych kwadratow nie jest wymagany staly odstgp pomigdzy poszczegdlnymi

wartosciami x; zmiennej objasniajace;.
Jakie sg ograniczenia w stosowaniu metody najmniejszych kwadratow?
a) pomigdzy zmiennymi losowymi X i Y powinna wystepowac zaleznos¢, ktora jest liniowa.

b) rozktad reszt r = y; — y(x;), a wiec roéznic pomigdzy wartosciami eksperymentalnymi y;
a warto$ciami teoretycznymi y(x;), ktore leza na prostej regresji powinien by¢ zblizony do

rozktadu normalnego lub by¢ rozktadem normalnym.

C) rozproszenie punktow dookota prostej regresji powinno by¢ w miar¢ rOwnomierne.



