Wyktlad 12.06.2023

Moéwimy, ze ciag funkcji {f,} na obszarze D C C jest niemal jed-
nostajnie zbiezny, jesli jest on zbiezny na kazdym podzbiorze zwartym
obszaru D. Lawo zauwazy¢, ze granica niemal jednostajnie zbieznego ciagu
funkcji holomorficznych na obszarze D jest tez funkcja holomorficzng w tym
obszarze. Istotnie, jesli z jest dowolnym punktem obszaru D, to dla krzywej
Jordana v C D takiej, ze z jest punktem wewnetrznym v mamy
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d¢, n=1,2....

Poniewaz v jest podzbiorem zwartym, wiec ciag { f,} jest zbiezny jednostaj-
nie na vy, a wiec
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co oznacza, ze f(z) jest calka Cauchy’ego, a wiec jest funkcja analityczna w
kazdym punkcie obszaru.

Twierdzenie 1. (TWIERDZENIE WEIERSTRASSA )

Niech {an}o° bedzie dowolnym ciggiem liczb zespolonych rézinych od
zera i takim, ze 0 < |a1| < |az| < ... nie majgcym skoriczonego punktu
skupienia ( réwnowaznie lim, oo a, = c0). Niech

E(z,0)=1—z,
E(z,m)=(1- z)e”%'zQ*"*izm, m=12...
X mn+1
Istnieje wtedy cigg liczb naturalnych {my} taki, Ze szereg Y >, =

jest zbiezny dla kazdego z € C, a funkcja f okreslona wzorem
a z
& =T1E (= m (1)
n=1 n

jest funkcjq catkowitq majgcg miejsca zerowe dokltadnie w punktach ay, as, . . .
(z uwzglednieniem wielokrotnosci, co oznacza, ze funkcja f ma w danym ele-
mencie ciggu {an o2 zero rzedu m > 1, wtedy i tylko wtedy, gdy ten element
wystepuje w ciggu m- razy ).

W dowodzie twierdzenia Weierstrassa skorzystamy z nastepujacego
Lemat 1. Dlam =0,1,2,... oraz |z| < 1, mamy

|[B(z,m) — 1] < [2™



Dowdd. Dla m = 0, nieréwno$é jest oczywista. Niech m > 1. Wtedy

E'(z,m) = —e* T 2@ T tma™ | gttt (1 +z4-+ Zm_l) (1-2)

12, 41.m 12, 41.m 1,2, 41
__ez+2z+ +5z +(1_Zm)ez+22+ +5z :_Zm6z+2z+ +m'
Wynika stad, ze funkcja —E’(z,m) ma w zerze zero rzedu m oraz jej rozwi-

niecie w szereg Taylora o srodku w zerze ma wspoétczynniki nieujemne oraz
1—E(z,m) = —/ E'(¢, m)dC.
[0,2]

Zatem funkcja
_ 1—-E(z,m)
- HmA+1

h(z)

ma zerze osobliwo$¢ usuwalna i jej wszystkie taylorowskie wspélczynniki sg
nieujemne i w konsekwencji dla |z| < 1 mamy

[h(2)] < h(]z]) < A1) =1
O

Dowdd twierdzenia Weierstrassa. Niech R > 0 bedzie dowolnie ustalone i
niech |a,| > R dlan > ng. Wtedy z nieréwnosci z ostatniego lematu wynika,

ze
2 P mn+1 R mnp+1
El— m,| -1 <|— < | — , N =ng.
anp, an, |an‘
. . R Tl . . < 1 .
Zauwazmy, ze szereg » . (W) jest zbiezny jesli przyjmiemy np. m,, =

n — 1. Z lematu 5 z ostatniego wyktadu wynika wiec zbiezno$¢ bezwzgledna
i jednostajna iloczynu
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n=1 n=1
w kole |z] < R WykazaliSmy wiec, ze iloczyn (1) jest zbiezny jednostajnie
na kazdym kole |z| < R, R > 0, co oznacza zbieznos$¢ niemal jednostajna na
C. Poniewaz iloczyny czesciowe iloczynu (1) sa funkcjami catkowitymi wiec
iloczyn (1) jest réwniez funkcja catkowita. O

7 dowodu twierdzenia wynika nastepujacy



Whniosek. Niech {a,} bedzie ciggiem liczb zespolonych réznych od zera nie
majgcych skoriczonego punktu skupienia, Wtedy funkcja

> z
— 21T E(Z,m, > 1,
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jest funkcjq calkowita f majgca zera w punktach 0,a1,as9,... ( z uwzgled-
nienie wielokrotnosci).

Przyklad. Znalezé funkcje catkowita majaca zera dokladnie w punk-
tach 1,2,3,....

Mamy a, =n, n=1,2,... Z dowodu twierdzenia Weierstrassa wynika,
ze nalezy znalezé¢ ciag {m,, }52 ; taki, ze dla dowolnie ustalonego ustalonego

R > 0 szereg
Z (R>m7L+1
n

n=1

jest zbiezny. Latwo zauwazy¢, ze w tym przypadku mozna przyjac ciag staly

my, =1, n=1,2,.... Zatem funkcja okre$lona wzorem
s 2z s z
f(z) = HE(,l) = H (1—) en.
n=1 n n=1 n

jest funkcjg catkowita majaca zera doktadnie w punktach 1,2,3,....
Nastepujacy lemat jest wnioskiem z twierdzenia catkowego Cauchy’ego
dla obszaréw jednospdjnych.

Lemat 2. Jesli f jest niezerujgcg sie funkcjg holomorficzng w obszarze jed-
nospdjnym D C C, to istnieje w obszarze D funkcja g bedgcea galezig loga-
rytmiczng funkcji f (g =log f(2)) tzn g jest funkcjq analityczng w D takq,
ze e92) = f(2).

Dowdd. Poniewaz f(z) # 0 dla z € D, wiec funkcja f'/f jest funkcja ana-
lityczng w obszarze jednospojnym D. Z twierdzenia catkowego Cauchy’ego
dla obszaréw jednospdjnych i z twierdzenia o istnieniu funkcji pierwotnej
(zob. wyklad, Podstawy analizy zespolonej) wynika, ze funkcja

9(2) = /Z: g((zz)) dz + Log f (o),

gdzie z9 € D jest dowolnie ustalony, a catkowanie jest po dowolnej krzywej
zawartej w D o poczatku w zp i koncu z, jest funkcja analityczna oraz

g'(2) = f'(2)/f(2). Jesli h(z) = f(2)e 93, to
W (z) = f'(2)e9) — f(2)g (2)e 9 = f'(2)e 9 — f(2)

f/(Z) efg(z)
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Zatem h(z) = const. Poniewaz
h(z) = f(Zo)e_g(zo) = f(ZD)e—LOQf(Zo) =1,
wige f(2)e9) =1, 2 € D, .

Twierdzenie 2. (TWIERDZENIE WEIERSTRASSA O ROZKLADZIE FUNKCJI
CALKOWITEJ NA ILOCZYN NIESKONCZONY)

Jesli f jest funkcjq calkowitq majgcq zerujgcq sie doktadnie w punktach
0,a1,as9, ..., (wypisanych z odpowiedniq krotnoscig), to istnieje funkcja cal-
kowita g taka, Ze

n=1 n

gdzie p oznacza rzqd zera w 0.

Dowdd. 7 twierdzenia Weierstrassa wynika, ze funkcja catkowita
ad z
h(z) = 2P E|l—,m

ma dokladnie te same same zera ( z uwzglednieniem wielokrotnosci, co funk-
cja f. Zatem funkcja f/h jest funkcja analityczna na C (obszarze jednospéj-
nym) a wiec na mocy ostatniego lematu istnieje funkcja catkowita g taka,
ze

I
h
O
Przyktad. Funkcja sinmz jest funkcja catkowita majaca zera rzedu
pierwszego w punktach a, = n,n =0,+1,42,.... Mozna wykazaé, ze
o0 ZQ
S = - =
inmz =z H <1 n2>
n=1

Iloczyny Blaschkego
Niech D = {z € C: |z] < 1}. Mamy

Twierdzenie 3. Jesli cigg {z,} C D, spelnia warunek

> (1= |z]) < o,

n=1



to istnieje funkcja analityczna i ograniczona w D majgca zera dokltadnie w
punktach ciggu {z,}. W szczegélnosci iloczyn nieskoriczony

JIg= _Z" B.,(z) = =2,

1—2z,z2

jest zbiezny na kazdym zbiorze zwartym kola D do funkcji B(z) zerujgcej sie
doktadnie w punktach ciggu {z,}.

Dowdd. Wystarczy wykazaé, ze iloczyn

ﬁ <1 - (1 + Zn|an(z)>> » Bal) = 1Z—_;nz’

n=1 |Zn

jest zbiezny jednostajnie na kazdym kole |z| < r < 1. Dla |z| < r mamy

Zn Zn Z— Zn
14+ B, (2| = 1 + 2
‘ + |zn|| (2 + |zn| 1 — 2,2
|2n| — |2n|Znz + Znz —

|2n|(1 — Z,2)
20| (1 — |2n]) + Zn2(1 — |Zn)‘
|2 |(1 — Z,2)
< 2enl(1 = [z
lznl|1 — 22|

Poniewaz lim,,_, |2,| = 1, istnieje ng takie, ze n < ng = |z, > r. Wtedy
dla n > ng oraz |z| < r mamy

Zn 2(1 = |zn])
|2n| Bz, (2) (I—=r) ~

co implikuje zbieznos¢ bezwzgledna i jednostajna iloczynu
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= —z
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na kole |z| <. O

Definicja. Illoczynem Blaschkego nazywamy funkcje w kole jednostkowym D
postact

— ,m H
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przy zalozeniu, Ze 0 < |z1| < |za]... oraz Y 02 1 (1 — |z,]) < o0.



Poniewaz granica niemal jednostajnie zbieznego ciagu funkcji analitycz-
nych jest funkcjg analityczna, wiec B jest funkcja analityczna w D oraz
|B(z)] < 1 dla z € D.



