Wyklad 29.05.2023
Iloczyny nieskonczone
Tloczynem nieskonczonym o wyrazach u, € C, n=1,2,...,

)
11 wn = ITun
n=1

nazywamy ciag {pn}, gdzie p, = uqua...up, n =1,2,....

Méwimy, ze iloczyn nieskoniczony [] u, jest zbiezny, jesli istnieje ng € N
takie, ze dla n > ny mamy u, # 0, a ponadto ciag {UnyUng+1 - Ung+k} Ma
przy k — oo skonczong i r6zna od zera granice. Jesli iloczyn nieskoniczony
jest zbiezny, oraz lim, .., pn = p, to piszemy

Hun =p

W szczegdlnodci zbiezny iloczyn [[u, = 0 jesli co najmniej jeden z jego
czynnikéw jest rowny 0. Poniewaz dla iloczynu zbieznego mamy

UngUng+1 " " Ung+k

1= lim = lim wu,
o+k>
k—00 UpyUng+1 * * * Ung+k—1 k—oo

wiec warunkiem koniecznym zbiezno$ci iloczynu [] u, jest

lim u, =1
n—oo

7 tego tez wzgledu wygodnie jest zapisywac iloczyny nieskonczone w postaci

[1(1+an). (1)

Mamy wiec, ze warunkiem koniecznym zbieznosci iloczynu (1) jest limy, 00 ayn, =

0.

Lemat 1. Jesli a, > 0, to iloczyn T]52 (1 + ay) jest zbiezny wtedy i tylko
wtedy, gdy zbieiny jest szereg > o2 an,

Dowdd. Zauwazmy, ze

Sp=a1+as+-+a, <14+a1))(1+a2) - (14+ay) =Py,
Ponadto, poniewaz e* > 1 +z , x > 0, wiec
aj+as+--+an, < (14a1)(1+az) - (1+a,) < exp(ar)exp(az) - - -exp(ay).
Stad

Sy < P < exp(Sh). 2)



Jesli szereg >0 | ay, jest zbiezny do liczby rzeczywistej S, to P, jest ciagiem
rosngcym, ktéry jest ograniczony od gory (przez e°), a zatem musi byé¢
zbiezny. Odwrotnie, jedli P, jest zbiezny do P, to z lewej strony nieréwnosci
(2) wynika, ze szereg > o> ay, jest zbiezny do warto$ci nie wigkszej niz P. [

Podobnie

Lemat 2. Jesli a, > 0, a, # 1 dlan € N, to iloczyn T[721(1 — a,) jest
zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezny jest szereg > o> an

Dow6d(K&N, t. I, zadanie 3.8.4)
Niech dla z € C\ (—o00,0] Logz oznacza galaz logarytmiczna taka, ze
Logz = log |z| + tArgz, —m < Argz < 7

Lemat 3. Jesli Rea, > —1, n = 1,2,..., to iloczyn [[72 (1 + ay) jest
zbiezny wtedy i tylko wtedy gdy szereg Y ooy Log(1l + ay) jest zbiezny.

Dowdd. Niech p, = (1 + a1)(1 + a2)---(1 + a,) i niech S, = Log (1 +
a1) + Log(l 4 a3) + ...Log(1 + a,) Poniewaz e>* = p,, a wiec zbieznoéé
szeregu implikuje zbieznos¢ iloczynu. Zatézmy teraz, ze limp, = p # 0,
p = |p|"®, -7 < a < 7 oraz p, = |pple’, a — 7 < a, < a+ 7. Przyjmijmy,
ze logp, = log|pn| + iay, oraz logp = log|p| + ic. Wtedy logp, = S, +
2kymi, gdzie ky, € Z. Wtedy S, — S,—1 = Log(1 + a,,) — 0, gdyz a,, — 0.
Ponadto logp, — logpp—1 = (kn — kn—1)27i — 0, co oznacza, ze k, = k dla
dostatecznie duzych n oraz lim,, .. S, = logp + 2kmi ]

Moéwimy, ze iloczyn nieskonczony [[72 (1 + an), (an € C) jest zbiezny
bezwzglednie jesli zbiezny jest iloczyn [0 (1 + |an|)-

Lemat 4. Jesli iloczyn nieskoriczony jest zbiezny bezwzglednie, to jest zbieiny
w zwyklym sensie

Dowdd. Wykazemy najpierw, ze szereg » .- an, Rea, > —1, jest zbiezny
bezwzglednie wtedy i tyko wtedy, gdy szereg > o>, Log(1 + ay,) jest zbiezny
bezwzglednie. Jesli jeden tych szeregéw jest zbiezny, to |a,| < 1/2 dla do-
statecznie duzych n. Funkcja Log(l + z) ma w kole |z| < 1 rozwiniecie w
szereg Taylora

2 3 2
Log(l—i—z)—z—z+2+---—z<1—;+23—...>.
Zatem 5
Logltan) _y @ oy, 4
an 2 3



gdzie

3
an G
-4+

|[An| =
2 3

co implikuje, ze dla dostatecznie duzych n
1 3
Slan] < [Log(1 +an)| < 5 anl.

Jedli iloczyn [[02 (14 ay,) jest zbiezny bezwzglednie, to zbiezny jest iloczyn
[I52:(1 + |an|), co z kolei na mocy lematu 1 oznacza zbieznos$é szeregu
300 1 lan|. Z pierwszej czesci dowodu wynika zbiezno$é bezwzgledna szeregu
o2 1 Log(1 + ay,) a wigc réwniez jego zbieznos¢ w zwyklym sensie, co na

mocy lematu 3 oznacza zbiezno$¢ iloczynu [[52 (1 + ap).
U

Wyktad 5.06.2023

Lemat 5. Zaldzmy, ze {fn} jest ciagiem funkcji w zbiorze D C C takim, Ze
fn(2) # =1, z € D. Jesli istnieje cigg { My} taki, ze

zeD
oraz szereq Y ooy My, jest zbieiny, to iloczyn

o0

[T+ fu(2)

n=1
jest zbiezny jednostajnie 1 bezwzglednie na D.

Dowdd. Wykazemy, ze ciag

n

Pa(z2) = [T+ fu(2))

k=1

spelnia jednostajnie na D warunek Cauchy’ego. Dla n > m mamy

n—1
Pu(2) = Pu(2) = Y (Pra(2) Z Pe(2) o (2). (3)
k=m
Ponadto
|Pk H 1+ ‘fn < 220:1 [fn(2)] < ezzozl Mn _ eM_
n=1

3



Z twierdzenia Weierstrassa wynika zbieznos$¢ jednostajna szeregu > o2 ; | fn(2)],
co w szczegblnosci implikuje, ze spelniony jest jednostajnie warunek Cau-
chyego dla ciaggu sum cze$ciowych. Zatem dla dowolnego £ > 0 istnieje ng
takie, ze dla n,m > ng

D lfal2)l <e.
k=n

Z nieréwnosci (3) wynika, ze ciag {P,(z)} spelnia jednostajnie warunek
Cauchy’ego.
Nalezy jeszcze wykazaé, ze dla dla z € D,

nh_}rrolo P,(z) #0.

W tym celu zauwazmy, ze iloczyn [[72 (1 + fn(2)) jest zbiezny bezwzgled-
nie w kazdym punkcie z € D, a wiec jest rowniez zbiezny punktowo do
niezerujacej sie funkcji O

Moéwimy, ze ciag funkcji {f,} na obszarze D C C jest niemal jed-
nostajnie zbiezny, jesli jest on zbiezny na kazdym podzbiorze zwartym
obszaru D. Lawo zauwazy¢, ze granica niemal jednostajnie zbieznego ciagu
funkcji holomorficznych na obszarze D jest tez funkcja holomorficzng w tym
obszarze. Istotnie, jesli z jest dowolnym punktem obszaru D, to dla krzywej
Jordana v C D takiej, ze z jest punktem wewnetrznym v mamy

= L [ 100

2y (-2

d¢, n=1,2....

Poniewaz 7 jest podzbiorem zwartym, wiec ciag { f,,} jest zbiezny jednostaj-
nie na vy, a wiec

1) = i, u2) = Jim 5 [ 2ac— o [ S ac

n—00 n—oo 2711 (—=z _277['1' (—=z

co oznacza, ze f(z) jest calka Cauchy’ego, a wiec jest funkcja analityczna w
kazdym punkcie obszaru.

Twierdzenie 1. (TWIERDZENIE WEIERSTRASSA )

Niech {a,} bedzie dowolnym ciggiem liczb zespolonych réznych od zera i
takim, ze 0 < |a1| < |ag| < ... nie majgcym skonczonego punktu skupienia
( réwnowaznie lim, .~ a, = 00 ). Niech

E(z,0)=1—z,

E(z,m)=(1- z)ez+%z2+"'+%zm, m=1,2...



mn+1
Istnieje wtedy cigg liczb naturalnych {m,} taki, ze szereg > ;21 | =

jest zbiezny dla kazdego z € C, a funkcja f okreslona wzorem
a z
£ =TT £ (2o @)
Qn
n=1
jest funkcjq calkowitq majgcg miejsca zerowe dokladnie w punktach ay,as, . . .
(z uwzglednienie wielokrotnosci).

W dowodzie twierdzenia Weierstrassa skorzystamy z nastepujacego

Lemat 6. Dlam =0,1,2,... oraz |z| < 1, mamy
[B(z,m) — 1] < [2|™ 1,
Dowdd. Dla m = 0, nier6wnos¢ jest oczywista. Niech m > 1. Wtedy

E'(z,m) = —e*t2a T tma™ gttt (1 +z4 o+ mel) (1-2z)

— _ez+%z2+---+%zm + (1 - Zm)ez+%z2+---+%zm — m€z+%z2+---+%.

—Z

Wynika stad, ze funkcja —E’(z,m) ma w zerze zero rzedu m oraz jej rozwi-
niecie w szereg Taylora o srodku w zerze ma wspoétczynniki nieujemne oraz

1 _E(Zam) = E,(Cam)dc
[0,2]
Zatem funkcja
1—E(z,m)
h(z) = — g —

ma zerze osobliwosé usuwalng i jej wszystkie taylorowskie wspétezynniki sg
nieujemne i w konsekwencji dla |z| < 1 mamy

[h(2)] < h(]z]) < A1) =1
O

Dowdd twierdzenia Weierstrassa. Niech R > 0 bedzie dowolnie ustalone i
niech |a,| > R dlan > ng. Wtedy z nieréwnosci z ostatniego lematu wynika,

ze
z mn+1 R mp+1
E{—my)—1|< < |+ , N 2= ng.
an |an|

z

an,




R )'mn—‘,-l

fan]
n—1. Z lematu 5 wynika wiec zbiezno$¢ bezwzgledna i jednostajna iloczynu

i (eon) - (o 2(Eom)

n=1

Zauwazmy, ze szereg » . ( jest zbiezny jesli przyjmiemy np. m,, =

w kole |z| < R WykazaliSmy wiec, ze iloczyn (1) jest zbiezny jednostajnie
na kazdym kole |z| < R, R > 0, co oznacza zbiezno$¢ niemal jednostajna na
C. Poniewaz iloczyny cze$ciowe iloczynu (1) sa funkcjami catkowitymi wiec
iloczyn (1) jest réwniez funkcja catkowita. O

7 dowodu twierdzenia wynika nastepujacy

Whniosek. Niech {a,} bedzie ciggiem liczb zespolonych réznych od zera nie
majgcych skoriczonego punktu skupienia, Wtedy funkcja

> z
— > E(Z,m, > 1,
s =118 () v

jest funkcjq calkowita f majgca zera w punktach 0,a1,a9,... ( z uwzgled-
nienie wielokrotnosci).

Przyklad. Znalezé funkcje catkowita majaca zera dokladnie w punk-
tach 1,2,3,....

Mamy a, =n, n=1,2,... Z dowodu twierdzenia Weierstrassa wynika,
ze nalezy znalez¢ ciag {m, }5> taki, ze dla dowolnie ustalonego ustalonego

R > 0 szereg
SO
n

n=1

jest zbiezny. Latwo zauwazy¢, ze w tym przypadku mozna przyjac ciag staty

my =1, n=1,2,.... Zatem funkcja okreslona wzorem
> z = z z
f(z) = HE(,I) = H (1—) en.
n=1 n n=1 n

jest funkcja catkowita majaca zera doktadnie w punktach 1,2,3,....



