Wyktad 22.05.23 Funkcje harmoniczne c.d.

Nastepujaca wlasno$é funkeji harmonicznych nosi nazwe wilasnosci Gaussa
i jest ona konsekwencja wzoru catkowego Cauchy’ego dla funkcji analitycz-
nych.

Twierdzenie 1 ( Wlasnoéé Gaussa). Jesli u jest funkcjg harmoniczng w
obszarze zawierajgcym kolo domkniete |z — zo| < R, to dla dowolnego 0 <

r<R,
1

2 X
u(zg) = —/ u(zo + re')dt. (1)
27 Jo
Dowdd. Poniewaz funkcja u jest harmoniczna w pewnym kole otwartym |z —
20| < R+e¢, gdzie € > 0, wiec istnieje w tym kole funkcja analityczna f taka,
ze u = Ref. Ze wzoru catkowego Cauchy’ego wynika, ze jesli v jest dodatnio

zorientowanym okregiem |z — zg| = r to

) = 1 f(z)dz »
f(20) /7 dz.

T 2mi

Z— 20
Podstawiajac w powyzszej calce z = zy + re', t € [0,2n], dz = ie'dt
dostajemy
1 (27 f(zo +ret)reftdt 1 (27 it
z20) = — , = — 2o +re™)dt
fleo) = 5- | 5 [ fGatre)
i biorac stronami czesé rzeczywista dostajemy wzér (1). O

W2zér catkowy Poissona. Problem Dirichleta dla kota jednost-
kowego.

Twierdzenie 2 (Wzoér caltkowy Poissona). Zaldimy, ze funkcja u jest funk-
cja harmoniczng w obszarze zawierajgcym kolo |z| < R. Wtedy dla |z| < R

mamy to
y =5 |, e e
Uiz 21 Jo |Re“—z|2u ©

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze wzoér jest prawdziwy dla z = 0, gdyz wynika
on z wlasnoéci Gaussa dla zp = 0. Poniewaz funkcja u jest harmoniczna w
pewnym kole |z| < R+ ¢, z twierdzenia z poprzedniego wykltadu wynika, ze
istnieje funkcja f analityczna w tym kole i taka, ze u(z) = Ref(z), (gdyz kolo
jest obszarem jednosp6jnym). Wtedy, na mocy wzoru catkowego Cauchy’ego

1 f(€)
= omi =R C—izdg’ lz| <R (2)
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Ponadto, poniewaz punkt z* = R; (punkt symetryczny do punktu z # 0
wzgledem okregu |(| = R, zob. wyklad analiza zesp. 1) lezy na zewnatrz
okregu okregu |¢| = R jedli z lezy wewnatrz tego okregu, wiec

1 f(Q)

2mi Jigl=r ¢ — 2*

¢ = 0.

Odejmujac ostatnig réwnosé od réwnosci (2) dostajemy

_ b O I(9) _ 1 Q) zf(Q)
f(2) 2 /|C:R <C:—Z C_R;dc> 27 /C|=R <C—Z CE—RQdC>

_ R? — |2)?
N 271 /|C|R (g — Z)(R2 _ Cg)f(C)dg

Podstawiajac ¢ = ((t) = Re®, t € [0, 27] dostajemy

1 /2” (R? — |2]?)iRe® f(Re™)dt
0o (Re —z2)(R? — ZRe')

1 (27 (R? —|22) f(Re')dt 1 (27 R% — |z "
1 _ = e Reityar
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f(z) =
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OtrzymaliSmy wiec réwnoséé
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27 |Rett — 2
Biorac stronami czeéé¢ rzeczywista otrzymujemy zapowiedziany wzér. O

Uwaga. Wyrazenie
R2 _ ’2‘2
|Reit — 2|2 3)

nazywamy jadrem Poissona dla kola |z| < R.

Zauwazmy jeszcze, ze funkcja stala u(z) = C, gdzie C' € R, jest funkcja
harmoniczna na calej plaszczyznie zespolonej, a wigc w obszarze zawiera-
jacym kazde kolo domkniete |z| < R, 0 < R < o0. Ze wzoru catkowego
Poissona wynika wiec, ze dla dowolnego dodatniego R, mamy

27 2 _ 2
C / R* —|z| .
0

T or |Ret — 2|2
cO oznacza, ze
1 2w R2 _ 2
LR,
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Jedli w ostatnim twierdzeniu przyjmiemy R = 1, otrzymany nastepujacy

wzér catkowy Poissona dla kota jednostkowego D = {2z € C: |z| < 1}.

Jesli funkcja u jest harmoniczna w obszarze zawierajgcym domkniecie
kola jednostkowego D, to

1 2r 1 — 2 )
u(z) / iu(e”)dt.
0

T o et — 2|2
Przyjmujac w ostatnim wzorze z = re'?, wzér ten mozemy zapisaé w
postaci
. 1 27 1— ’I“Q ) 1 27 1— 7.2 )
urew:—/ %ue”dt:—/ u(e’)dt
(re®) 21 Jo  |eit — rif)2 (e%) 2 Jo 1—2rcos(0 —t)+r? (%)
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Problem Dirichleta dla kola jednostkowego D polega na znalezie-
niu funkcji harmonicznej w D , ciaglej w D i réwnej zadanej funkcji ciggtej
U na brzegu dD. Rozwigzaniem tego problemu zawarte jest w ponizszym
twierdzeniu, ktorego dowoéd pominiemy

Twierdzenie 3. Niech U bedzie funkcjq ciggle na okregu jednostkowym OD.
Jesli

[eft—z[2

o 1—|z]? i
we) = { T REpUEd dla zED
Ul(z) dla z € oD

to funkcja u jest harmoniczna w D oraz ciggla w D

Funkcje

C+z 1—z?
) - = H<Lld=1,

nazywamy jedrem Poissona dla kota jednostkowego D.

P(z,{) =Re (

Lemat 1. Wiasnosci jadra Poissona P(z,()s0

(a) P(2,¢)>0,( |z[ <1,[¢]=1)
(b) o= [57 P(z,et)dt = 1

(C) SuP|¢—¢o| =6 P(Z,g) — 0, przy z — (o, |<0| =1, 6>0



Dowdd. (c) Wystarczy zauwazy¢, ze jesli |z — (p| < 9, to

ccolzs (61— 2]

O]

Dowdéd twierdzenia 3. Harmoniczno$é funkcji u w kole jednostkowym

wynika z faktu, ze
1 2 eit — i
u(z) = Re (277/0 eit—zU(e )dt) ,

co oznacza, ze u jest czescig rzeczywista funkcji analitycznej (bedacej catka
Cauchy’ego funkcji ciagtej).

W celu wykazania cigglosci funkcji v w D zauwazmy najpierw, ze dla
z € D oraz |(p| = 1 mamy

1 2

w2 = | [ P U - U] < 5 [T Pe e -l

7Z ciagtosci funkceji U w punkcie {y wynika, ze dla dowolnego € > 0 istnieje
6 > 0 takie, ze

leit - C0| <d = |U(6it) - U(C0)| <eE.
Ponadto z lematu 1 wynika, ze istnieje ¢’ > 0 takie, ze

|z — (ol <& = sup P(z2,() <e.

[¢—Gol =6
Zatem dla |z — (p| < ¢’ mamy
o [ PG Ul < o [ e -vilar < (52 [0+ UG )
27 Jo ’ 21 Jo 21 Jo

Z powyzszych rozwazan wynika, ze dla |z — (o] < ¢,
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- (1 i 7/ U (e™)|dt + \U(Co)|>
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< P(z, ") (U (") — U(Go))dt

P(z,e")(U(e") = U(Co))dt




