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Funkcje harmoniczne

Moé6wimy, ze funkcja rzeczywista u = u(x,y) okreslona na zbiorze otwar-
tym D C R? jest harmoniczna na D jeéli ma ona ciggle pochodne czastkowe
rzedu drugiego (u € C?(D)) spetniajace na D réwnanie Laplace’a
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W dalszym ciagu bedziemy rozpatrywaé funkcje (rzeczywiste) harmoniczne
na obszarach D C C, przy czym utozsamiamy R? z C przyjmujac (z,y) =
T +1y.

Lemat 1. Jesli f jest funkcjqg analityczng w obszarze D C C, to Ref oraz
Imf sa funkcjami harmonicznymi.

Dowdd. Przypomnijmy, ze jesli f(z) = u(z,y) + iv(z,y), gdzie z = x + iy
oraz u = Ref i v = Imf i f jest funkcja analityczng w D, to funkcje u,v
spelniaja tzw. réwnania Cauchy-Riemanna (zob. wyklad Podstawy analizy
zespolonej)
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Z ogolnego wzoru catkowego Cauchy’ego wynika, ze jesli f jest funkcja ana-
litycznag w D, to w kazdym punkcie tego obszaru istnieje pochodna zespo-
lona dowolnego rzedu, co oznacza, ze istnieja pochodne czastkowe dowolnego
rzedu funkcji u i v, a wiec w szczegdlnoéci funkcje u, v sa klasy C2(D). Zatem
korzystajac z rownan C-R, dostajemy
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Poniewaz u € C*(D), wiec By05 = Doy | % réwnan (1) wynika, ze
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Podobnie dowodzimy harmonicznosci u. O

Nastepne twierdzenie odpowiada na pytanie, czy do danej funkcji v har-
monicznej w obszarze plaszczyzny zespolonej istnieje funkcja harmoniczna v
taka, ze f = u+iv jest funkcjg analityczna na D. Dodajmy, ze wtedy funkcje
u i v nazywamy funkcjami harmonicznymi sprzeZonymi. Pokazemy, ze dla
obszaréw jednospéjnych odpowiedz na to pytanie jest pozytywna. Mamy



Twierdzenie 1. Dla dowolnej funkcji u harmonicznej w obszarze jedno-
spojnym D istnieje funkcja analityczna w D taka, ze u = Ref

Dowdd. Zatézmy u jest funkcja harmoniczna obszarze jednospdjnym D i
niech funkcja F' bedzie funkcjg okreslong na D wzorem
ou . Ou
Fz)=——i—=U+1iV.
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Poniewaz u jest funkcja harmoniczng jest klasy C?(D), wiec funkcje U i V
sa klasy C1(D). Zatem
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Widzimy wiec, ze funkcje U i V spelniaja rownania Cauchy-Riemanna. Po-
niewaz funkcje te maja ciagle pochodne w obszarze D wiec funkcja F' jest
analityczna w obszarze jednospdjnym D (zob. wyklad Podstawy analizy
zespolonej). Wiemy tez, ze twierdzenie Cauchy’go, ktére méwi, ze caltka po
dowolnej krzywej zamknietej zawartej w danym obszarze z funkcji analitycz-
nej w tym obszarze wynosi zero jest prawdziwe dla obszaréw jednospéjnych.
Z drugiej strony wiemy, ze warunek zerowania si¢ catki po kazdej krzywej za-
mknietej z funkcji ciagtej w danym obszarze jest réwnowazny istnieniu funk-
cji pierwotnej (zob. Wyktad Podstawy analizy zespolonej str. 21). Istnieje
wiec funkcja fi taka, ze f1(z) = F(z) dla z € D. Zalézmy, ze f1 = uy + ivy.
Wtedy mamy
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Zatem ui(x,y) = u(z,y) + ¢, gdzie ¢ jest stala rzeczywista. Widzimy wiec,
ze szukang funkcja f jest f = f1 —c. O

Whniosek. Dia dowolnej funkcji u harmonicznej w obszarze jednospojnym
D istnieje funkcja g analityczna w D i taka, Ze Img = u.



Dowdd. 7 ostatniego twierdzenia wynika, ze istnieje funkcja f analityczna
w D i taka, ze ref = u. Wystarczy wiec przyjaé¢ g =i f. O

Zauwazmy, ze w powyzszym twierdzeniu zalozenie jednospdjnosci jest
istotne. Funkcja u(z) = log /22 + y? jest harmoniczna na C\ {0} (latwo
sprawdzi¢, ze Au = 0 ). Jednak nie istnieje funkcja analityczna na tym
obszarze, ktorej czesé rzeczywista bylaby réwna wu(z). Zalézmy, ze istnieje
taka funkcja g analityczna w C\ {0} i taka, ze Reg(z) = log+/2? + y2.
Poniewaz istnieje galaz logarytmiczna f(z) = logz dla z € C\ [0, —o0) ;
mozna ja okresli¢ np. wzorem log z = log |z| + iArgz, gdzie Argz € (—m,m),
ktora spelnia warunek Ref(z) = log|z|, wiec na obszarze C\ [0, —o0) funkcje
f 1 g réznityby sie o stala urojona, czyli g = f + ic, ¢ € R. Jednak f(z) nie
moze by¢ przedtuzona na C \ {0} nawet jako funkcja ciagta.

Nastepne twierdzenie jest analogonem nastepujacego twierdzenia Lio-
uville’a dla funkcji analitycznych.

Twierdzenie Liouville’a. KazZda funkcja catkowita i ograniczona redukuje
sie do stalej.

Dowdd. Zalézmy, ze f jet funkcja catkowita i niech M = sup,cc | f(2)| < oo.

Poniewaz ) £0)
PO = 5 e TP

to M
If'(2) < — — 0.

r r—oo

Zatem f’ = 0. Dla dowolnie ustalonego a mamy wiec

f(z2) = fla) = | f'(¢)d¢ = 0.
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Twierdzenie 2. Kazda funkcja harmoniczna i ograniczona na catej plasz-
czyzinie zespolonej redukuje sie do stalej.

Dowdd. Zatézmy, ze u jest funkcja harmoniczng i ograniczong na C. Z
ostatniego twierdzenia wynika, ze istnieje wtedy funkcja catkowita (anali-
tyczna na calej plaszczyznie zespolonej) i taka, ze Ref = u. Wtedy funkcja
g(z) = e/ jest réwniez funkcja catkowita. Ponadto, poniewaz |g(z)| =
eRef(2) = ¢ul?) | wiee funkcja g jest ograniczona. Z twierdzenia Liouville’a
wynika, ze g = const. Poniewaz u(z) = log|g(2)|, wiec réwniez u jest funk-
cja stala. O



Korzystajac z zasady maksimum dla funkeji analitycznych wykazemy
nastepujaca zasade maksimum dla funkcji harmonicznych.

Twierdzenie 3. Jesli funkcja u jest harmoniczna w obszarze D oraz istnieje
punkt ¢ € D, w ktorym funkcja swdj kres gorny tzn. u(¢) = sup,cp u(z), to
u redukuje sie do funkcji stalej.

Dowod. Zalézmy, ze funkcja u jest funkcja harmoniczng w obszarze D i
istnieje ¢ € D takie, ze : u(¢) = sup,epu(z) = M < co. Niech M = {( €
D :u(z) = M)}. Wykazemy, ze zbiér M jest zbiorem relatywnie otwartym
i domknietym. Jesli { € M, to poniewaz D jest zbiorem otwartym, istnieje
r > 0 takie, ze kolo K({,r) C D, oraz u(z) < u(¢) dla z € K(¢,r). Poniewaz
koto K((,r) jest obszarem jednospéjnym istnieje funkcja f analityczna w
tym kole i taka, ze Ref(z) = ulg ) (2). Wtedy funkcja g(z) = ef(2) jest
réwniez analityczna w tym kole oraz dla z € K((,r) mamy
19(2)] = eRef(2) — gu(z)  oulQ)

co oznacza, ze g(z) = const na kole K((,r). Wtedy u(z) = u(¢) = M dla
wszystkich z € K((,r), co dowodzi, ze zbiér M jest zbiorem otwartym.
Domknigtosé zbioru M wynika z ciaglosci funkeji w. Jesli u(z,) = M, oraz
ciag {zn} jest zbiezny do punktu z € D, to réwniez u(z) = M. Poniewaz D
jest zbiorem spéjnym, wiec albo M jest zbiorem pustym, albo M =D. O

Dla funkcji harmonicznych prawdziwa jest rowniez nastepujaca zasada
minimum dla funkcji harmonicznych.

Twierdzenie 4. Jesli funkcja u jest harmoniczna w obszarze D oraz istnieje
punkt ¢ € D, w ktérym funkcja swdj kres dolny tzn. u(¢) = inf,ep u(z), to
u redukuje sie do funkcji staltej.

Dowdd. Wystarczy zastosowaé zasade maksimum dla funkcji harmonicznych
do funkcji —u. m

Whniosek. Jesli funkcja u jest funkcjg harmoniczng na ograniczonym ob-
szarze D C C 1 cigglg na D, to

riz%(u(z) = max u(z) oraz gé%l u(z) = Iin u(z)

1.2
Pytanie. Czy funkcja u(z) = % jest harmoniczna w kole jednost-
kowym |z| < 17 Czy jest ona czeScia rzeczywista funkeji analitycznej w kole

jednostkowym?



