Wyktad 24.04.2023

Zasada maksimum. Lemat Schwarza.

Twierdzenie 1. ( Zasada maksimum) Jesli funkcja f jest analityczna
w obszarze D i f # const, to funkcja |f| w Zadnym punkcie obszaru D nie

ostgga maksimum lokalnego.

Dowdd. Zalézmy, ze f spelnia zalozenia twierdzenia oraz, ze zyp € D jest
punktem, w ktérym funkcja |f| osiaga swoje maksimum lokalne. Wtedy

istnieje R > 0 takie, ze jesli |z — 29| < R, to

[f ()] < 1f(20)]-

Poniewaz f jest analityczna, wiec jesli K(z9, R) C D, to ze wzoru calko-

wego Cauchy’ego
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Powyzsze rownosci sa réwniez prawdziwe jesli R zastgpimy przez dowolne
r, 0 < r < R. Poniewaz f # const, to istnieje punkt zo + e, 0 < r; < R,

0 <ty < 27, dla ktérego

| f(z0 + r1€™)| < | f(20)]-

Z ciaglosci funkeji | f| wynika, ze powyzsza nier6wnosé jest réwniez praw-
dziwa na pewnym tuku okregu |z — 29| = 71 zawierajacym punkt zo + reto.
Wtedy
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| f(z0)] < 217T/0 |f(z0 + rie)|dt

= [ 1ot = 17(z0),
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sprzecznosc. 0



Whniosek. Jesli f jest funkcjg analityczng w ograniczonym obszarze D C C
oraz cigglq w domknieciu D, to funkcja | f| osigga swoje globalne maksimum
na brzegu obszaru D.Ponadto, jesli f nie jest funkcjq stalq, to |f| nie osigga

maksimum (lokalnego) w Zadnym punkcie wewnetrznym.

Dowod. Poniewaz kazdy podzbiér domkniety i ograniczony jest zwarty, a
funkcja | f| jest funkcja rzeczywista i ciagla, wiec osiaga ona swoje maksimum
globalne na D. Z zasady maksimum wynika, ze nie moze ona osiggaé swojego
maksimum wewnatrz D, wiec musi ono by¢ osiagniete na brzegu obszaru

D. O

Zauwazmy, ze w ogdlnym przypadku nie jest prawdziwa analogiczna za-
sada minimum, gdyz istnieja funkcje analityczne np. wielomiany, ktére nie
sg funkcjami statymi w obszarach plaszczyzny zespolonej, ale maja zera w
tym obszarze. Np jesli f(z) = 22, w kole |z| < r, to

0= 1(0)] = min |£()] < min | £()] =%
a wiec minimum modulu funkcji analitycznej moze by¢ osiagniete wewnatrz

obszaru

Zasada minimum prawdziwa jest dla funkcji niezerujacych sie w obszarze

plaszczyzny zespolonej.

Twierdzenie 2. ( Zasada minimum) Jesli f # const jest funkcja anali-
tyczng w obszarze D i takq, Ze f(z) # 0 dla z € D, to funkcja | f| nie osigga

minimum lokalnego w Zadnym punkcie obszaru D.

Dowdd. Zauwazmy, ze jeli f(z) # 0 dla z € D, to funkcja g(z) = ﬁ jest

funkcja analityczna w D. Gdyby funkcja |f| osiagala minimum lokalne w

pewnym punkcie zg € D, to funkcja |g| mialaby w tym punkcie maksimum



lokalne, a wiec na mocy zasady maksimum g, a wiec i f, redukowataby sie

do funkcji statej. Sprzecznosé. O

Przyktad. Znalezé

max |22 — 2+ 1| oraz min |2* — 2+ 1]
|2[<1 |z|<1

7 wniosku do zasady maksimum wynika, ze

max |22 — 2z 4+ 1| = max|2? — 2 + 1| = max |e* — ¢ +1| =
|2|<1 |z|=1 te(0,27]
max [e"]|e" —1+e | = max |2cost— 1| =3
te(0,27] t€[0,27]

Zauwazmy, ze wielomian w(z) = 22 — z + 1 zeruje sie w punktach L‘/gi,
€ 2

= 1. Zatem min, ¢ |2* — 2+ 1| = 0.
W dowodzie ponizszego lematu Schwarza istotna role odgrywa zasada

maksimum.

Lemat Schwarza. Niech D = {z € C : |z| < 1}. Jesli f jest funkcjq

analityczng w kole D i takq, Ze f(0) =0 oraz
lf(z)|<1 dila zeD,

to

lf(2)| <|z] dla ze€D

oraz

[F(0)] < 1.

Ponadto jesli |f(z)| = |z| pewnego punktu z # 0 lub |f'(0)] = 1, to f(z) =

ez, a € R.



)

Dowéd. Przy zalozeniach lematu Schwarza funkcja F(z) = <> jest ana-
lityczna w D\ {0}, a w punkcie z = 0 funkcja F' ma osobliwo$¢ pozorna
(usuwalna). Istotnie, poniewaz

lim F(z) = ———~ = f/(0),

z—0 z—0

funkcje F' mozemy rozszerzy¢ (jako funkcje analityczna) na cate koto D przyj-
mujac F(0) = £(0).
Stosujac zasade maksimum do funkcji F i kota |z| < r < 1, dostajemy,

ze

—_

i |f (re™)]
max |F(z)| < max |F(z)| = max |F(re"”)| = max ———= < —.
|z|<r lz|<r 0 0 T

<

Przechodzac do granicy z r — 1 otrzymujemy,
[F(z) <1,

co oznacza, ze |f(2)| < |z] dla z # 0 oraz |f/(0)| < 1.

Jesli, w ktérejs z powyzszych nieréwnosci zachodzi réwnoéé w pewnym
punkcie, to oznacza to, ze |F'| osiaga maksimum w tym punkcie, a wigc, na
mocy zasady maksimum F'(z) jest funkcja stala w D, o module réwnym 1.

Oznacza to, ze F(z) = €%, a € R. O

Lemat Schwarza-Picka. Zaléimy, ze funkcja f jest analityczna w kole

D={z€C:|z| <1} oraz |f(2)| <1 dlaz€e€D. Jeslib= f(a) dlaa €D, to

s
/
<
@) < T

Dowdd. Przypomnijmy, ze dla ustalonego ¢ € D funkcja okreslona wzorem

Z—C

vel2) = 1-cz



jest homografia przeksztalcajaca koto D na siebie, przy czym ¢.(0) = —c
oraz @.(c) = 0. (zobacz wyklad z analizy zespolonej 1)

Zatem funkcja
9(z) =¢po fop_a(z)
spelnia zalozenia lematu Schwarza, gdyz

9(0) = pp 0 fop_a(0) = pp(f(a)) = ¢u(b) = 0.

Poniewaz

9(z) = o <f(z+a )> — f(lzifli) —0

l+az)) 11— bf (%)
obliczenia pochodnej i lemat Schwarza pokazuja, ze

f'(a)(1 — af?)

/ —

<1

Uwaga. Mozna réwniez wykazac, ze jesli

— b2
7@ == b= 1)

to
P

f(z) = fe(z) = €ia1_7



