Metody optymalizacji. Wyktad 3

Punkty ekstremalne zbioré6w wypuklych

Rozpoczniemy od omoéwienia punktow ekstremalnych (wierzchotkowych)
zbioréw wypuklych. Pojecie to okaze sie kluczowe w optymalizacji liniowe;j.

Definicja 1 Punkt xg € A nazywamy punktem ekstremalnym (wierzchotko-
wym) zbioru A C R"™, jesli nie istnieja punkty x,y € A, x # y, takie, ze dla
pewnego o € (0,1), mamy o = ax + (1 — a)y.

Innymi stowy, punkt wierzchotkowy A nie jest punktem wewnetrznym zad-
nego odcinka o konicach w A. Oczywiscie punkt wewnetrzny A nie moze
by¢ punktem wierzchotkowym tego zbioru. Zatem punktéw ekstremalnych
A trzeba szuka¢ na 0A.
Przyktady.

1. Koto na plaszczyznie. Latwo sprawdzi¢, ze kazdy punkt na okregu
- brzegu kota - jest punktem ekstremalnym tego kota.

2. Trojkat (z wnetrzem lub bez). Nietrudno sprawdzié¢, ze jedynymi
jego punktami ekstremalnymi sa wierzcholtki tego trojkata.

Twierdzenie 1 Niech A C R" bedzie zbiorem domknietym, wypuktym i
ograniczonym. Wtedy kazdy punkt xo € A jest kombinacjqg wypuktq skoriczo-
nej liczby punktow ekstremalnych A.

Dowo6d. Indukcja wzgledem n-wymiaru przestrzeni.

n = 1: w tym przypadku A jest odcinkiem domknietym (dlaczego?), wiec
kazdy punkt A jest kombinacja wypukta jego koncoéw - punktow ekstremal-
nych A.

Zatozmy, ze teza twierdzenia jest prawdziwa dla n = k — 1. Wykazemy
ja dla n = k. Dow6d przeprowadzimy w dwoch przypadkach.

1. zg € 0A.

Niech IT = {z € R™ : (¢,x) = A}, ¢ # 0, bedzie hiperptaszczyzna pod-
pierajacg A w punkcie xg, tzn. taka, ze xg € Il i dla kazdego z € A mamy
(c,x) < A Wtedy X = ANII jest domknietym, wypuklym i ogranic-
zonym podzbiorem II (hiperplaszczyzny k — l-wymiarowej). Na mocy za-
tozenia indukcyjnego istnieja punkty ekstremalne z1,...,zn zbioru X takie,
7e xg = Zf\il i, a; > 0,i=1,...N, Zf\il a; = 1. Pozostaje wykazac, ze
x; s punktami ekstremalnymi A.

Niech i € {1, ..., N}. Zalozmy, ze istnieja ', 2" € A, 2’ # 2", i a € (0,1)
takie, ze x; = ax’ + (1 — a)z”. Ale (z4,¢) = A\, bo x; € 11, a jednoczesnie



(e, ") < Xi(e,2"”) < A Jesli cho¢ jedna 7 ostatnich nieréwnosci jest ostra,
A= (zi,¢) = (ar’+(1—a)2”, c) = a2, c)+(1—a) (2", c) < ar+(1—a)\ = A,

co daje sprzecznosc. Zatem ', x” € X. To z kolei daje sprzecznosé z faktem,
ze x; jest punktem ekstremalnym zbioru X.

IL. zp € int(A).

Niech [ bedzie dowolna linia prosta przechodzaca przez xg. Wtedy [N A
jest odcinkiem domknietym o koricach Z,Z € 9A (poréwnaj przypadek n =
1). W szczegolnosci, dla pewnego « € (0,1), mamy xg = oz + (1 — a)z. Na
mocy przypadku I, Z, T s3 kombinacjami wypuktymi punktéw ekstremalnych
A, tzn.
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Wykazalismy w ten sposéb, ze xg jest kombinacja wypukta punktéw ek-
stremalnych y;, z; zbioru A. O

Twierdzenie Farkasa

Definicja 2 Zbior K C R" nazywamy stozkiem, jesli dla dowolnych x € K
1 A >0, mamy A\xr € K.

Przyktlady:
1. R™
2. R} = [0,00)".



3. Jedli A jest macierzg o wymiarach m X n, to zbiory
{r e R": Az <0}, Y={ycR":y=Azx,z € R}

sa stozkami. Mozna réwniez pokazac, ze Y jest domkniety (¢wiczenia).

Nastepujace twierdzenie, zwane roéwniez lematem Farkasa, bedzie potrzeb-
ne w naszych dalszych rozwazaniach. Jest ono réwniez przydatne w innych
dziedzinach (np. matematyce finansowej).

Twierdzenie 2 (Farkasa) Niech B bedzie macierzg o wymiarach m X n i
niech v € R™. Niech Z = {x € R" : Bx < 0}. Nastepujace warunki sq
rownowazne:

(i) (v,z) <0 dla kazdego x € Z,

(ii) istnieje u € R™, u > 0, taki, ze v = BTu.

Dowod. (ii) = (i): Jesli v = BT dla pewnego u € R™, u > 0, to dla
kazdego x € R™ takiego, ze Bx < 0, mamy

(v,z) = (BTu,x) = (u, Bx) < 0.

(i) = (ii): Niech Y = {y € R" : y = BTu, u € R7}. Jak wiemy,
Y jest domknietym stozkiem. Jesli v € Y, mamy teze. Latwo sprawdzi¢,
ze Y jest wypukly (ogoélniej, liniowy obraz zbioru wypuktego jest wypukty -
¢wiczenie). Jesli wiec v € Y, to z twierdzenia o oddzielaniu punktu od zbioru
wypuktego i domknietego hiperptaszczyzna, istnieje ¢ € R™ \ {0} takie, ze

(cy) <(cv), yeY (1)
Poniewaz dla A > 0iy € Y mamy Ay € Y, Ac,y) = (¢, \y) < (¢,v) dla
kazdego A > 0, a zatem (c,y) < 0. Stad
(c.9) = (¢, BTw) = (Be,u) <0, uweRY

Stad Be < 0 (istotnie, gdyby (Bc); > 0 dla pewnego 4, kladac v = (u;),
uj = 05, 3 = 1,...,n, gdzie §;; = 1 dla ¢ = j i 0 w przeciwnym razie,
mielibysmy u > 0, (Be,u) = (Bc); > 0). W szcezegblnosci, ¢ € Z.

Poniewaz 0 = BT0 € Y, z (1) mamy (c,v) > 0. Ale na mocy (i),
(¢,v) = (v,¢) < 0. Otrzymana sprzecznosé¢ koriczy dowod.

Interpretacja geometryczna. Niech

bf



bo

b1 b

gdzie bT ..., bl sa wierszami B (tzn. wektory
bi
b, = eR", 1=1,...,m,
bin
wyobrazamy sobie jako kolumny). Wtedy
Z={zecR":Bx<0}={zeR": b/ <0, i=1,..m}

jest stozkiem tych x € R", ktére tworza z kazdym wektorem b;, + = 1,...,m,
kat nieostry. Natomiast

YV = {yeR":y=DB"u,uecR]}
U
= yeR" :y=1[b,....;bp] | . |, u1 >0,..uy >0
Um,
= {yeR":y=uiby + ... + umbm, u1 >0,..uy >0}

jest zbiorem kombinacji liniowych by, ..., b, 0 nieujemnych wspoétczynnikach.



Lemat Farkasa moéwi wiec, ze wektor v € R" tworzy kat nieostry z dowol-
nym z € Z wtedy i tylko wtedy, gdy v € Y.

Whniosek 1 Dla dowolnej macierzy B o wymiarach m X n i dowolnego v €
R™, zachodzi doktadnie jedna z nastepujgcych tez:

(a) istnieje rozwigzanie x € R™ uktadu Bx >0, (v,z) <0,

(b) uktad v = BTu ma rozwigzanie u € R

Dowod. Jesli zachodzi (b), z twierdzenia Farkasa mamy (v,z) < 0 dla
kazdego x € R™ takiego, ze Bx < 0. Zatem (v,x) > 0 dla kazdego x € R"
takiego, ze Bx > 0, czyli (a) nie zachodzi.

Jedli (b) nie zachodzi, z twierdzenia Farkasa mamy (v, x) > 0 dla pewnego
x € Z. Ktadac xg = —x, mamy Bxg = —Bz > 0, (v,z9) = —(v,z) <0, a
zatem zachodzi (a).

Funkcje wypuktle

Definicja 3 Funkcje ¢ : X — R", gdzie ) # X C R" jest wypukly, nazy-
wamy wypuktaq, jesli dla dowolnych xz,y € X i A € [0,1], mamy

p(Az + (1 = A)y) < Ad(z) + (1 — A)d(y). (2)

Jesli dla dowolnych z,y € X, x # vy, i X € (0,1) nieréwnosé (2) jest ostra,
to ¢ nazywamy Scisle wypukte na X.

Funkcje ¢ : X — R" nazywamy wklestq (Scisle wklestq) na X, jesl
funkcja —¢ jest na X wypukta ($cisle wypukia).

Poznawanie wtasnoéci funkcji wypuktych rozpoczniemy od nastepujacego
prostego, ale uzytecznego i waznego, twierdzenia.

Twierdzenie 3 (Nier6wnosé Jensena) Niech () # X C R™ bedzie zbiorem
wypuktym ¢ niech ¢ : X — R" bedzie funkcjq wypuktq. Niech m € N,
L1y T € X, 01y, >0, D7 0 = 1. Wiedy

¢ (Z; Oéilﬂi) < Z;Oéi P(;). 3)

Dowdd twierdzenia 3 jest podobny do dowodu faktu, ze zbior wypukly za-
wiera wszystkie kombinacje wypukte swoich elementéw. Stosujemy indukcje
wzgledem m.

m=1. Mamy a3 = 11 (3) sprowadza si¢ do oczywistej nieréwnosci

P(z1) < ¢(21)-



Krok indukcyjny. Zalézmy, ze (3) zachodzi dla m — 1. Niech z =
Yoo,z € X, 05 >0, 3" o = 1. Rozwazymy dwa przypadki.

a) apyp = 1. W tym przypadku a1 = ... = a1 = 0, 2 = 2, 1 (3)
sprowadza sie¢ do oczywistej nieréwnosci ¢(zy,) < o(xm,).

b) am < 1. W tym przypadku, ktadac y = S0 T 1 uzywajac
zatozenia indukcyjnego, dostajemy

m—1
QS(Z) = ¢ <(1 - am) 1 _ala x; + am$m> = ¢((1 - am)y + O5m55m)
S
< (1 - am)¢ £ 1 _azamwz> + Oém(b(xm)
m—1
< (1—ap) i O(x;) + amo(zm) Za,qﬁ

1—

Il
W teorii programowania wypuklego bedziemy czesto uzywac nastepu-
jacego prostego lematu.

Lemat 1 Jesli X jest wypukly i ¢ : X — R" jest wypukta (wklesta), to dla
dowolnego A > 0 zbior Z = {x € X : p(x) < (>)\} jest wypukty.

Dowod. Jedli ¢ jest wypukta, z,y € Z i« € [0,1], to
¢lar+ (1 —a)y) <ad(z) + (1 —a)o(y) <ar+ (1 —a)d = A,

wiec ax + (1 — )y € Z. Drugiej czesci lematu dowodzimy podobnie. O

Nastepujace twierdzenie podamy bez dowodu (mozna go znalezé, podob-
nie jaki dowody wielu innych ciekawych rezultatéw, np. w klasycznej mono-
grafii Rockafellara "Convex Analysis").

Twierdzenie 4 Niech ) # X C R" bedzie wypukty i niech ¢ : X — R"
bedzie funkcjg wypukle. Wtedy ¢ jest ciggta w int(X). Co wiecej, dla kazdego

x € nt(X) i s € R" takiego, ze ||s|| = 1, istnieje pochodna jednostronna
0¢ ¢z + hs) — ¢(x)
0s (@) iﬂ}(} h

Uwaga. Nie znaczy to, ze funkcja wypukta ¢ jest rozniczkowalna w int(X)!
Rozwazmy na przykltad funkcje ¢ : R — R dana wzorem ¢(x) = |z|. Latwo
sprawdzié, ze ¢ jest wypukta w R i %( )=1#—-1= a(dj’)(O), a zatem ¢
nie jest rézniczkowalna w zerze.



Twierdzenie 4 mozna znacznie wzmocni¢. Na przyktad przy zalozeniach
tego twierdzenia ¢ jest ciagta w sensie Lipschitza w int(X). Jesli dodatkowo
X jest domkniety i ma gladki (klasy C?) brzeg, to na mocy twierdzenia
Aleksandrowa ¢ jest dwukrotnie rézniczkowalna w prawie kazdym punkcie
X (wzgledem miary Lebesgue’a, bedacej naturalnym uogolnieniem objetosci
w R™).



