Metody optymalizacji. Wyktad 5

Kierunki dopuszczalne, c.d.

Niech
X={zeR": fi(z)>0,i=1,...,m}. (1)

Caly czas zakladamy, ze ¢, f1, ..., fm € C'. Wykazaliémy ostatnio

Lemat 1 (Lemat 3 z wyktadu 4) Niech X bedzie dany przez (1) i niech
x € X bedzie lokalnym minimum funkcji ¢ na X. Zatézmy, ze s € R™\ {0}
i o € R spetniajg uktad nierdwnosci

(Vfi(z),s) +0 <0, iel(x), (2)
—(Vé(z),s) + 0 <0. (3)

Wtedy o < 0.
Za pomoca tego lematu wykazemy nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 1 Jesli x € X jest lokalnym minimum funkcji ¢ na X @ wek-
tory Vfi(z), i € I(x), sq¢ lintowo niezalezne, to istniejg liczby u; > 0,
i € I(x), takie, zZe

Vo) = Y wVfi(w). (4)

1€l(x)

Przed dowodem podamy przyktad:
Niechn =2, m = 3. Dlaz = (71, 22) € R? niech fi(z) = 21, fo(7) = x2,
f3(x) = 2129 — 1, a wige

X={zeR%: fi(x)>0,i=1,2,3} = {(z1,22) : 1 >0,z >0, 2125 > 1}.

X jest zatem zbiorem punktéw pierwszej ¢éwiartki R? lezacych na gatezi
hiperboli o réwnaniu x5 = 1/z; lub nad nig. Nietrudno sprawdzi¢, ze X jest
wypuktly, choé¢ f3 nie jest wklesta.

Naszym zadaniem jest zminimalizowanie na X funkcji ¢(x) = x1 + 4xs.
Minimalizujemy wiec funkcje liniowa na zbiorze wypuklym (jest to zadanie
programowania wypuklego).

Szukamy miniméw lokalnych ¢. Jesli w punkcie x jest minimum lokalne
¢ i f3(x) =mzixe — 1 =1¢2>0, to x lezy na krzywej

F.={z:x1 >0,29 >0, f3(x) = c}.



Na F. mamy z129 = 1 + ¢, a zatem x9 = (1 4+ ¢)/x1. Stad dla =z € F,,

o(x) = z1 + 41+1C =: qg(xl) Zatem warunkiem koniecznym na istnienie

minimum lokalnego ¢ w x jest

él(xl) -1 4(1 ;— C) — 07

co daje 1 = 2¢/1 + c. Wstawiajac to do wzoru na (Z)(xl), dostajemy

$(21) = d(ay, (14 ¢) /1) = 2VT F o+ 42;% — Tt

Poniewaz X = J.>( Fe, nietrudno zauwazy¢, ze minimum lokalne ¢ na X
moze by¢ osiagniete tylko na Fy, w punkcie z* = (2,1/2). Mozna sprawdzi¢,
ze x* jest w istocie globalnym minimum ¢ na X.
Sprawdzimy, ze w z* zachodzi warunek (4). Mamy I(z
trzecie ograniczenie jest w (2,1/2) aktywne) i V f3(x1,z2)
Vf3(2,1/2) = (1/2,2). Z drugiej strony, Vo(xi,z2) =
Vo(x*) =2V f3(x*) i (4) zachodzi przy us =2 > 0.

) = {3} (tylko
= (1’2,1‘1) Czyli
(1,4), a zatem

Dowod twierdzenia 1. Na mocy lematu 1, jesli przy s € R™\ {0} zachodza
(2)-(3), to 0 <0, co zapiszemy w postaci

(0,s)+1-0<0. (5)
(Zauwazmy, ze przy s = 0 wynikanie (5) z (2)-(3) jest oczywiste). Zastosu-
jemy do ukltadu réwnan (2)-(3), (5) twierdzenie Farkasa.

Niech v € R*" v = (0,...,0,1), i niech B bedzie macierza o wymia-
rach (|I(x)| +1) x (n+ 1) (gdzie przez |A| oznaczamy liczebnos§é zbioru A),
ktora zdefiniujemy ponizej. Oznaczmy wiersze B przez by, ..., bx11, gdzie
k = |I(x)], i niech I(x) = {i1,...,ix}. Potozmy b; = [V fi,(v),1], j =1,..., K,
brt+1 = [—Vé(z), 1]. Nierownosci (2)-(3) mozna zapisa¢ w postaci

(s,0) € Z=1{(5,6) e R""': B(5,6)T <0}.
Natomiast (5) oznacza, ze (v,(s,0)) < 0. Zatem z twierdzenia Farkasa i
implikacji (2)-(3) = (5) mamy
v = BTu, (6)
gdzie BT = [b1, .. b{, 1], uw = (usy,..ui, u0), ui;, >0, j =1,..,k, ug > 0.
Rozpisujac (6), dostajemy

0 = Y wVfi(z) - uVe(x), (7)
i€l(x)

1 = Z u; + Ug- (8)
i€l(x)



Jedli ug # 0, z (7) mamy teze (wystarczy podzieli¢ (7) przez ug). W przeci-
wnym wypadku (7)-(8) implikuja liniowa zaleznos¢ V f;(x), i € I(x), co daje
sprzecznosé z zatozeniem. Il

Zauwazmy na koniec, ze jesli w twierdzeniu 1 mamy z € int(X), to
I(x) = 0 i pusta sume w (4) nalezy rozumie¢ jako zero. W tym przypadku
twierdzenie 1 daje wiec znany z analizy warunek konieczny na istnienie ek-
stremum lokalnego funkcji rézniczkowalnej w zbiorze otwartym:

Vo(z) = 0. 9)

W teorii optymalizacji (zwlaszcza liniowej) ekstrema znajduje sie czesto
na brzegu zbioru dopuszczalnego. Twierdzenie 1 podaje wiec uogoélnienie
warunku (9) do przypadku, w ktérym x moze si¢ znajdowaé na 0X.

Wtlasnoéci ekstremalne funkcji wypuklych, c.d.
Twierdzenie Kuhna - Tuckera

W przypadku, gdy funkcje f;, ¢ = 1,...,m, definiujace X, sa wkleste,
warunek liniowej niezaleznosci V fi(z), i € I(x), z twierdzenia 1 mozna za-
stapi¢ prostszym warunkiem regularnosci X. Podamy ponizej dwa takie
warunki.

1. Warunek regularnosci: Dla dowolnego ¢ € {1,...,m}, istnieje z; € X
taki, ze fi(z;) > 0.

II. Warunek regularnosci Slatera: Istnieje x € X taki, ze fi(x) > 0 dla
kazdego i € {1,...,m}.

Oczywiscie 1l = 1. Zauwaziny ze przy zalozeniu, ze

fi, i=1,...,m, sy wkleste, (10)

ktore bedziemy robi¢ w nastepnych czterech twierdzeniach, warunki I i II
sa rownowazne. Istotnie, zalozmy (10) i I. Niech o; > 0, i = 1,...,m, beda
takie, ze > ;"  a; = 1 iniech x = > ", a;x;. Na mocy (1) i (10) zbior X
jest wypukty, wiec z € X. Z nieréwnosci Jensena, dla kazdego j € {1,...,m}
mamy f;(z) > > " a;ifj(x;) > 0, poniewaz f;(z;) > 0na mocy L1 fj(x;) >
0,i=1,..,m, gdyz z; € X.

Twierdzenie 2 Zaldzmy, ze funkcje f;, i = 1,...,m, sq¢ wkleste, zbior X
dany przez (1) jest reqularny w sensie Slatera i x € X jest lokalnym minimum
funkcji ¢ na X. Wtedy istniejg u; > 0, i € I(x), takie, Ze zachodzi (4).



Dowo6d. Jak w dowodzie twierdzenia 1 pokazujemy, ze istnieja liczby @; > 0,
i€ I(x), ug takie, ze

0 = > @Vfi(z)—ioVe(x), (11)
i€l(x)

1 = Z ; + 1o (12)
i€l(x)

Jesli 4p # 0, z (11) mamy teze (wystarczy podzieli¢ (11) przez ug). Jesli
o = 0, na mocy (12) istnieje [ € I(x) takie, ze 4; > 0. Z regularnosci X
istnieje z € X taki, ze fi(z) > 0,4 =1,....,m. Jesli z = z, to I(x) = 0,
x €int(X) i (4) sprowadza sie do V¢(z) = 0, znanego warunku koniecznego
na istnienie ekstemum lokalnego. Zaktadamy wiec x # z i niech s = z — z.
Dla kazdego « € [0,1], i = 1, ..., m, na mocy wklestosci f; mamy

filx—as) = file+alz—2x) = filaz+ (1 —a)x)
> afiz)+(Q1—-a)fi(x) > a-0+(1—a)-0 = 0,

a zatem —s jest kierunkiem dopuszczalnym w x. Poniewaz f; jest wklesta
(czyli —f; jest wypukta), na mocy twierdzenia 2 z poprzedniego wykladu
mamy

(=Vfi(z),s) = (Vfilz),z —x) > fi(z) = filz) = filz) >0,  (13)

gdzie ostatnia rownos$é wynika z faktu, ze [ € I(z). Z (11) (przy ag = 0),

0= > w(Vfi(z),s). (14)

i€l (x)

Poniewaz kierunek —s jest dopuszczalny w x, na mocy lematu 2 z poprzed-
niego wyktadu, mamy (Vfi(z),s)) <0, i € I(x). Zatem @;(Vfi(x),s) <0,
i € I(z), ana mocy (13) i wyboru I, 4(V fi(x),s) < 0, co daje sprzecznosé
z (14). O

Nastepujace twierdzenie podaje interesujaca charakteryzacje "geometry-
czna" lokalnego minimum przy zalozeniach twierdzenia 2.

Twierdzenie 3 Jesli funkcje f;, i = 1,...,m, sq wkleste, X jest regularny
w sensie Slatera + x € X jest lokalnym minimum funkcji ¢ na X, to x =
p(x — Vo(x)), gdzie dla v € R™ p(v) oznacza projekcje (rzut) v na X.

Zauwazmy, ze operator rzutowania p jest dobrze okreslony, bo X jest domkniety
i wypukty.



Dowod. Niech y € X. Z wypuktosci X, wszystkie punkty na odcinku [z, y]
naleza do X, wiec —s = y — x jest kierunkiem dopuszczalnym w z (o ile
x # y, tzn. —s wyznacza jakis kierunek w R™). Na mocy twierdzenia 2,

(z=Vo(@) —z,y—2) = (Vox),z—y) = (Vo(x),s)
= ( Z uini(ac),s> = Z uwi(Vfi(x), s)
icl(z) iel(z)
z u; > 0,4 € I(x). Poniewaz —s jest dopuszczalny w z, z lematu 2 z
poprzedniego wyktadu mamy (V fi(z),s) <0, i € I(x), zatem
(= Vé(@) —z,y—2) <0, yeX

Warunek ten, na mocy geometrycznej charakteryzacji rzutu prostokatnego z
drugiego wyktadu, jest rownowazny temu, ze x = p(z — Vo(z)). O

Twierdzenia 1-3 podawaly warunki konieczne dla optymalnosci. Nastepu-
jace twierdzenie podaje warunki dostateczne.

Twierdzenie 4 Warunkiem dostatecznym na to, by x € X byl minimum
globalnym w podstawowym zadaniu programowania wypuktego jest istnienie
liczb u; >0, i € I(x), takich, ze zachodzi (4).

Dowédd. Jak w dowodzie twierdzenia 3, dla dowolnego y € X wektor
—s = y — x jest kierunkiem dopuszczalnym w z i (Vfi(z),s) <0, i € I(x).
Poniewaz ¢ jest wypukla, na mocy (4), nieujemnosci u; i twierdzenia 2 z
poprzedniego wyktadu mamy

¢(x) — d(y) < (Vo(x),x —y) = (Vo(x),5) = > u(Vfi(x),s) <0,
i€l (x)
a zatem ¢(z) < ¢(y) dla kazdego y € X. O

Laczac twierdzenia 2 i 4, otrzymujemy twierdzenie Kuhna - Tuckera (w

przypadku rézniczkowalnych ¢, f;, ale tylko ten przypadek bedziemy oma-
wiac), bedace glownym wynikiem tej czesci naszego kursu.
Twierdzenie 5 (Kuhn - Tucker) Jesli funkcje f;, i = 1,...,m, sq wkleste,
zbidr X dany przez (1) jest reqularny w sensie Slatera i ¢ : X — R jest
wypukta, to dla optymalnosci x € X potrzeba 1 wystarcza, aby istniaty liczby
u; > 0,1=1,...,m, takie, ze

Vo(z) = > uwiVfi(), (15)
=1

0 = > uifi(x). (16)
=1

5



Dowobd. Jedli x jest optymalny, to jest tez minimum lokalnym ¢. Z twierdzenia
2, istnieja liczby u; > 0, i € I(x), takie, ze zachodzi (4). Polézmy w; = 0,
i ¢ I(x). Wtedy z (4) mamy (15). Co wiecej,

zm:wfi (Z 2:)112]”Z =0+0=0,
i=1

i€l(x) i¢l(x

gdyz fi(x) =0dlai € I(x), zas uw; = 0 dla i ¢ I(z). Zatem (16) rowniez
zachodzi.

Odwrotnie, jesli (15)-(16) zachodza, to poniewaz f;j(z) > 0dlai ¢ I(z) i
fi(z) > 0, u; > 0 dla kazdego 4, z (16) wynika, ze u; = 0 dla ¢ ¢ I(x). Zatem
(15) implikuje (4). Na mocy twierdzenia 4, x jest wiec optymalny. O



