Metody optymalizacji. Wyktlad 4

Funkcje wypukte, c.d.
Zajmiemy si¢ najpierw kryteriami wypuklosci funkceji kwadratowych w
R™.

Definicja 1 Symetryczng macierz B o wymiarze n X n nazywamy
e nieujemnie okreslong, jesli dla kazdego x € R™ mamy (x, Bx) > 0,
e dodatnio okreslona, jesli dla kazdego v € R™ \ {0} mamy (z, Bx) > 0.

Nietrudno sprawdzi¢, ze macierz B jest nieujemnie (dodatnio) okreslona wte-
dy i tylko wtedy, gdy wszystkie jej wartosci whasne sa nieujemne (dodatnie).

Twierdzenie 1 Niech B bedzie macierzg symetryczng o wymiarze n X n 4
niech ¢ € R"™. Dla x € R™ niech ¢(z) = (z, Bx) + (¢, x). Wtedy

a) funkcja ¢ jest wypukta w R™ wtedy i tylko wtedy, gdy macierz B jest
nieujemnie okreslona,

b) funkcja ¢ jest Scisle wypukta w R™ wtedy i tylko wtedy, gdy macierz B
jest dodatnio okreslona.

Dowod. a) Dla dowolnych z,y € R™, « € [0, 1],

ploz + (1 - a)y) = (az + (1 — a)y, Blaz + (1 — a)y)) + (¢ az + (1 — a)y)
= o?(z, Bz) + 2a(1 — a)(z, By) + (1 — @)?(y, By) + a(c,z) + (1 — a)(c, ),
ad(z) + (1 — a)é(y) = ez, Bx) + (1 — a)(y, By) + alc,z) + (1 — a)(c, y),
wiec
¢z + (1 — a)y) — ag(z) — (1 — a)p(y) = o*(z, Br) + 2a(1 — a)(z, By)
+(1 - a)*(y, By) — a(z, Bx) — (1 — a)(y, By)
= —a(l — a)(z, Bx) + 2a(1 — a)(x, By) — a(1 — a)(y, By)
=—a(l —a) ((m, Bzx) — 2(z, By) + (y, By))
=—a(l —a)(z -y, B(z —y)) = —a(l — a)(z, Bz), (1)
gdzie z = z — y. Na mocy (1), funkcja ¢ jest wypukta wtedy i tylko wtedy,
gdy (z, Bz) > 0 dla kazdego z € R".
b) Funkcja ¢ jest scisle wypukla wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych

z,y € R", x # vy, a € (0,1), lewa strona (1) jest ujemna, co ma miejsce
wtedy i tylko wtedy, gdy (z, Bz) > 0 dla kazdego z € R™ \ {0}. O

W dalszym ciagu bedziemy potrzebowaé¢ nastepujacej waznej "geome-
trycznej" charakteryzacji wypuktosci funkcji rézniczkowalnej.



Twierdzenie 2 Niech X C R" bedzie otwarty ¢ wypukty i niech ¢ : X — R
bedzie rézniczkowalna w X. Wiedy ¢ jest wypukta wiedy @ tylko wtedy, gdy
dla dowolnych x,y € X,

(Vé(z),y —2) < ¢(y) — d(z). (2)

Innymi stowy, rézniczkowalna funkcja ¢ jest wypukla wtedy i tylko wtedy,
gdy jej wykres lezy nad dowolng hiperplaszczyzna styczna do jej wykresu.
Np. dlan = 1, warunek (2) przybiera posta¢ ¢(y) > é(z)+¢'(z)(y—z). Przy
ustalonym x, prawa strona ostatniej nieréwnosci, jako funkcja y, przedstawia
styczna do wykresu funkcji y = ¢(x) w punkcie x.

Dowod. Jesli ¢ jest wypukta, to dla dowolnych z,y € X, x # y, a €
[0, 1], mamy

p(zt+a(y—r)) = o((1-a)r+ay) < (1- a)¢($)+0¢¢(y):¢($)+a(¢(y)—¢>g)))-

Potézmy 8 = ally — z||, s = Wtedy z (3) dostajemy

Hy r\l
Przy ustalonych x,y i 81 0 (czyli a | 0), otrzymujemy
0
ly 1l 92(2) < 0ly) — (x). (@

Ale g—f(x) = (Vo(z),s) = =Tl :L"H (Vo(z),y — x), zatem z (4) dostajemy (2).
Na odwrét, jesdli (2) zachodzi dla dowolnych x,y € X, to przy z = ax +
(1 - o)y, mamy

(Vo(z),x — 2) < ¢(z) — ¢(2),
(Vo(2),y — z) < d(y) — ¢(2).

Mnozac pierwsza z tych nieréwnodci przez a € [0, 1], druga przez 1 — o, i
dodajac stronami, dostajemy
0 = (Vo(2),0) = (Vé(2), ax + (1 — )y — 2)
- a(Vqﬁ(z),:c - Z) + (1 - Oé)(V(Zﬁ(Z),y - 2:)
ad(z) + (1 — a)p(y) — ¢(2),

a zatem funkcja ¢ jest wypukta. O

IN



Wtlasnoéci ekstremalne funkcji wypuktlych

Definicja 2 Niech f : X — R. Mdwimy, ze punkt x* € X jest opty-
malny (dla zadania minimalizacii f na X ), jesli f(x*) < f(x) dla kazdego
x € X, tzn. f(x*) = mingex f(z). Zapisujemy ten fakt w formie x* =
argmin{ f(z),x € X}.

Rozpoczniemy nastepujacym twierdzeniem, bardzo utatwiajacym znajdowanie
(np. numeryczne) minimoéw funkcji wypuktych.

Twierdzenie 3 Niech ) # X C R"™ bedzie zbiorem wypuktym i niech ¢ :
X — R bedzie funkcja wypukle. Zatdzmy, ze ¢ ma minimum lokalne w
punkcie x* € X. Wiedy x* jest punktem optymalnym.

Dowod. Zalézmy, ze istnieje 2’ € X taki, ze ¢(a’) < ¢(a*). Niech x, =
ar* + (1 — o)z’ dla a € (0,1). Wtedy
d(ro) < ap(x®) + (1 — a)p(2') < ap(z*) + (1 — a)p(z*) = ¢(z*).  (5)

Ale przy a 11, 2, — x*, wiec (5) przeczy temu, ze * jest minimum lokalnym

®. O

Odpowiednik twierdzenia 3 dla funkcji niewypuktych jest oczywiscie falszywy.

Twierdzenie 4 Jesli zbior X jest wypukty i funkcja ¢ : X — R™ jest wy-
pukta, to zbior punktéw optymalnych

X" ={2" € X : ¢(27) = min ¢(x)}

jest wypukly.
Dowéd. Niech A = mingecx ¢(z). Zauwazmy, ze
X*={a" € X :¢p(z¥) <A}
Zatem X* jest wypukly na mocy lematu 1 z poprzedniego wyktadu. O

Twierdzenie 5 Jesli, przy zatozeniach twierdzenia 4, funkcja ¢ jest Scisle
wypukta, to X* sktada sie z co najwyzej jednego punktu.

Dowo6d. Zalozmy, ze o', 2" € X*, 2/ # 2”. Niech & = 1(2/ + 2”). Wtedy
T € X z wypuklosci X, a ponadto

1 1
6(7) < 5(0() + 6(") = 5 - 2mip o(x) = min 4(a)
co daje sprzecznosé. O

Uwaga. Na og6l zbiér X* moze byé pusty, np. w przypadku X =R i
scisle wypuktej funkcji ¢(x) = e*, z € R.



Podstawy programowania matematycznego

Podstawowe zadanie programowania matematycznego

Niech f;, i = 1,...,m, beda funkcjami rzeczywistymi, okreslonymi na R".
Niech
X={zeR": fi(x) >0, i=1,...,m}. (6)

Niech ¢ : X — R. Zadanie minimalizacji ¢ na X bedziemy nazywaé¢ pod-
stawowym zadaniem programowania matematycznego. Za rozwigzanie tego
problemu uwazamy:

1) znalezienie punktu optymalnego z* = argmin{¢(z),z € X} (jeszcze
lepiej bytoby znalezé wszystkie takie punkty, ale w praktycznych zastosowa-
niach czesto wystarczy jeden),

2) albo, jesli ¢* = inf{¢p(z),x € X} nie jest na zbiorze X osiagniete,

znalezienie ¢* (w szczegolnosci, sprawdzenie, ze ¢* = —o0),
3) albo sprawdzenie, ze X = () (w tym przypadku zadanie nazywamy
sprzecznym,).

Jesli X i ¢ sa wypukle, zadanie powyzsze nazywamy zadaniem pro-
gramowania wypuktego.

Jesli wszystkie funkcje f; z (6) sa wkleste, to zbior {x : fi(z) > 0} jest
wypukly dla kazdego i = 1,...,m (patrz lemat 1 z poprzedniego wyktadu),
zatem X = (" {x : fi(z) > 0} jest wypukly. Jesli procz tego ¢ jest
wypukla, to zadanie minimalizacji ¢ na X nazywamy podstawowym zadaniem
programowania wypuktego.

Terminologia. Zbior X dany przez (6) nazywamy zbiorem dopuszczal-
nym, a jego elementy - punktami (programami) dopuszczalnymi. Nierownosci
fi(z) > 0 w (6) nazywamy ograniczeniami. Punkt z* = argmin{¢(x) : x €
X} nazywamy punktem oplymalnym, rozwigzaniem lub minimum globalnym.

Kierunki dopuszczalne

Definicja 3 Niech s € R™\ {0}. Kierunek —s nazywamy mozliwym (do-
puszczalnym) w punkcie x € X, jesli istnieje By > 0 takie, Ze dla dowolnego
B €10, Bo] mamy x — Bs € X.

Intuicyjnie, kierunek —s jest dopuszczalny w x jesli "idac" z punktu x w tym
kierunku nie wyjdziemy natychmiast ze zbioru dopuszczalnego. Oczywiscie
jesli z € int(X), to kazdy kierunek jest dopuszczalny w x.

Przyktad. Niechn = 2, X = {(z,y) € R? : y > 0} (gorna polplaszczyzna)
i niech x = (0,0). Jesli s = (s1,s2) # 0, to —s = (—s1,—s2) jest do-
puszczalny w z wtedy i tylko wtedy, gdy —sa > 0, czyli so < 0.



Definicja 4 Niech X bedzie dane przez (6). Ograniczenie fi(x) > 0 nazy-
wamy aktywnym w punkcie x € X, jesli f;(x) = 0.

Niech I(z) = {i: fi(z) = 0} bedzie zbiorem indekséw ograniczen aktywnych
w punkcie z € X.

W dalszym ciggu zaktadamy, ze f; € C1,i=1,...,m, ¢ € C' (tzn. fi, ¢
maja ciagle pochodne czastkowe pierwszego rzedu).

Podamy teraz kilka rezultatéw pomocniczych, prowadzacych do gtéwnego
twierdzenia 6, ktoére jest najwazniejszym wynikiem w tej sekcji.

Lemat 1 Jesli przy ustalonym x € X, wektor s € R™ \ {0} spetnia uklad
nierownosct

(Vfi(x),s)+0 <0, i€ l(x), (7)
przy pewnym o > 0, to kierunek —s jest dopuszczalny w x.

Dowod. Jedli I(xz) = 0, to z € int(X), a zatem dowolny kierunek jest w
tym punkcie dopuszczalny.

Zatozmy, ze I(x) # 0. Jedli —s nie jest dopuszczalny w x, to dla pewnego
i € I(z) i dowolnie matego 5 > 0, mamy fi(z — 8s) < 0 (zauwazmy, ze dla
i ¢ I(x)ip > 0 dostatecznie matego, fi(x — 8s) > 0 na mocy ciagtosci f;,
wiec i-te ograniczenie jest spetnione). Ale fi(z) =0 dlai € I(z), wiec

filx = Bs) — filz) _ fi(z) — fi(x — Ps)
-8 B

Stad przy 8 | 0 dostajemy %];i (x) = (Vfi(z),s) > 0, co przeczy (7). O

> 0.

Stwierdzenie odwrotne do lematu 1 jest na ogét fatszywe. Mamy jednak
nastepujaca czesciowa odwrotnosé tego lematu.

Lemat 2 Jesli kierunek —s € R™ \ {0} jest dopuszczalny w punkcie x € X,
to istnieje takie o > 0, ze para s,o spetnia (7).

Dowédd. Jesli teza lematu jest falszywa, to
(Vfi(x),s) >0 (8)
dla pewnego i € I(x). Ale dla dostatecznie matego 8 > 0, na mocy (8),

e B) = fil@)~ e ) = B2

= B(Vfi(z),s)+o(8) >0,

(z) +o(B)



a zatem f;(x — fBs) < 01 —s nie jest kierunkiem dopuszczalnym w x, co daje
sprzecznosé. Il

Uwaga. Uzyty powyzej symbol o(3) oznacza "nieskoniczenie mata rzedu
wiekszego niz ", tzn. wielkosé¢ zalezna od 3, ktora po podzieleniu przez
dazy do zera przy 8 | 0. Jest to tzw. notacja Landaua.

Lemat 3 Niech X bedzie dany przez (6) i niech x € X bedzie lokalnym
minimum funkcji ¢ na X. Zalézmy, ze s € R™\ {0} i 0 € R spetniajg uktad
nierownosct

(Vfi(x),s)+0 <0, i€ l(x), 9)
—(Vo(z),s) + 0 <0. (10)

Wiedy o < 0.

Dowod. Zal6zmy, ze w (9)-(10) mamy o > 0. Na mocy lematu 1 kierunek
—s jest dopuszezalny w . Z (10) dostajemy (Vé(z),s) > o > 0. Zatem,
poniewaz ¢ € C1, dla dostatecznie matego 8 > 0, (Vo(z — Bs),s) > 0 i
x — fBs € X z dopuszczalnosci —s w x. Stad i z twierdzenia Lagrange’a o
wartosci sredniej, dla pewnego 6 € (0,1),

8(z) — ol — s) = B — 085) = B(V6(x — 665),5) >

a wiec z nie moze by¢ bedzie lokalnym minimum funkcji ¢ na X. g

Twierdzenie 6 Jesli x € X jest lokalnym minimum funkcji ¢ na X © wek-
tory Vfi(z), i € I(x), sq¢ lintowo niezalezne, to istniejg liczby u; > 0,
i € I(x), takie, ze

V()= Y wVfi(z). (11)

1€l(z)

Dowdd tego rezultatu podamy na nastepnym wyktadzie.



