
Metody optymalizacji. Wykªad 5

Kierunki dopuszczalne, c.d.

Niech

X = {x ∈ Rn : fi(x) ≥ 0, i = 1, ...,m}. (1)

Caªy czas zakªadamy, »e φ, f1, ..., fm ∈ C1. Wykazali±my ostatnio

Lemat 1 (Lemat 3 z wykªadu 4) Niech X b¦dzie dany przez (1) i niech

x ∈ X b¦dzie lokalnym minimum funkcji φ na X. Zaªó»my, »e s ∈ Rn \ {0}
i σ ∈ R speªniaj¡ ukªad nierówno±ci

(∇fi(x), s) + σ ≤ 0, i ∈ I(x), (2)

−(∇φ(x), s) + σ ≤ 0. (3)

Wtedy σ ≤ 0.

Za pomoc¡ tego lematu wyka»emy nast¦puj¡cy rezultat.

Twierdzenie 1 Je±li x ∈ X jest lokalnym minimum funkcji φ na X i wek-

tory ∇fi(x), i ∈ I(x), s¡ liniowo niezale»ne, to istniej¡ liczby ui ≥ 0,
i ∈ I(x), takie, »e

∇φ(x) =
∑

i∈I(x)

ui∇fi(x). (4)

Przed dowodem podamy przykªad:

Niech n = 2,m = 3. Dla x = (x1, x2) ∈ R2, niech f1(x) = x1, f2(x) = x2,
f3(x) = x1x2 − 1, a wi¦c

X = {x ∈ R2 : fi(x) ≥ 0, i = 1, 2, 3} = {(x1, x2) : x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1x2 ≥ 1}.

X jest zatem zbiorem punktów pierwszej ¢wiartki R2 le»¡cych na gaª¦zi

hiperboli o równaniu x2 = 1/x1 lub nad ni¡. Nietrudno sprawdzi¢, »e X jest

wypukªy, cho¢ f3 nie jest wkl¦sªa.

Naszym zadaniem jest zminimalizowanie na X funkcji φ(x) = x1 + 4x2.
Minimalizujemy wi¦c funkcj¦ liniow¡ na zbiorze wypukªym (jest to zadanie

programowania wypukªego).

Szukamy minimów lokalnych φ. Je±li w punkcie x jest minimum lokalne

φ i f3(x) = x1x2 − 1 = c ≥ 0, to x le»y na krzywej

Fc = {x : x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, f3(x) = c}.
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Na Fc mamy x1x2 = 1 + c, a zatem x2 = (1 + c)/x1. St¡d dla x ∈ Fc,

φ(x) = x1 + 41+c
x1

=: φ̃(x1). Zatem warunkiem koniecznym na istnienie

minimum lokalnego φ w x jest

φ̃′(x1) = 1− 4(1 + c)

x21
= 0,

co daje x1 = 2
√
1 + c. Wstawiaj¡c to do wzoru na φ̃(x1), dostajemy

φ̃(x1) = φ(x1, (1 + c)/x1) = 2
√
1 + c+ 4

1 + c

2
√
1 + c

= 4
√
1 + c.

Poniewa» X =
⋃

c≥0 Fc, nietrudno zauwa»y¢, »e minimum lokalne φ na X
mo»e by¢ osi¡gni¦te tylko na F0, w punkcie x∗ = (2, 1/2). Mo»na sprawdzi¢,

»e x∗ jest w istocie globalnym minimum φ na X.

Sprawdzimy, »e w x∗ zachodzi warunek (4). Mamy I(x∗) = {3} (tylko
trzecie ograniczenie jest w (2, 1/2) aktywne) i ∇f3(x1, x2) = (x2, x1), czyli
∇f3(2, 1/2) = (1/2, 2). Z drugiej strony, ∇φ(x1, x2) = (1, 4), a zatem

∇φ(x∗) = 2∇f3(x∗) i (4) zachodzi przy u3 = 2 ≥ 0.

Dowód twierdzenia 1. Na mocy lematu 1, je±li przy s ∈ Rn\{0} zachodz¡
(2)-(3), to σ ≤ 0, co zapiszemy w postaci

(0, s) + 1 · σ ≤ 0. (5)

(Zauwa»my, »e przy s = 0 wynikanie (5) z (2)-(3) jest oczywiste). Zastosu-

jemy do ukªadu równa« (2)-(3), (5) twierdzenie Farkasa.

Niech v ∈ Rn+1, v = (0, ..., 0, 1), i niech B b¦dzie macierz¡ o wymia-

rach (|I(x)|+ 1)× (n+ 1) (gdzie przez |A| oznaczamy liczebno±¢ zbioru A),
któr¡ zde�niujemy poni»ej. Oznaczmy wiersze B przez b1, ..., bk+1, gdzie

k = |I(x)|, i niech I(x) = {i1, ..., ik}. Poªó»my bj = [∇fij (x), 1], j = 1, ..., k,
bk+1 = [−∇φ(x), 1]. Nierówno±ci (2)-(3) mo»na zapisa¢ w postaci

(s, σ) ∈ Z = {(s̃, σ̃) ∈ Rn+1 : B(s̃, σ̃)T ≤ 0}.

Natomiast (5) oznacza, »e (v, (s, σ)) ≤ 0. Zatem z twierdzenia Farkasa i

implikacji (2)-(3) ⇒ (5) mamy

v = BTu, (6)

gdzie BT = [bT1 , ..., b
T
k+1], u = (ui1 , ...uik , u0), uij ≥ 0, j = 1, ..., k, u0 ≥ 0.

Rozpisuj¡c (6), dostajemy

0 =
∑

i∈I(x)

ui∇fi(x)− u0∇φ(x), (7)

1 =
∑

i∈I(x)

ui + u0. (8)
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Je±li u0 6= 0, z (7) mamy tez¦ (wystarczy podzieli¢ (7) przez u0). W przeci-

wnym wypadku (7)-(8) implikuj¡ liniow¡ zale»no±¢ ∇fi(x), i ∈ I(x), co daje

sprzeczno±¢ z zaªo»eniem. �

Zauwa»my na koniec, »e je±li w twierdzeniu 1 mamy x ∈ int(X), to

I(x) = ∅ i pust¡ sum¦ w (4) nale»y rozumie¢ jako zero. W tym przypadku

twierdzenie 1 daje wi¦c znany z analizy warunek konieczny na istnienie ek-

stremum lokalnego funkcji ró»niczkowalnej w zbiorze otwartym:

∇φ(x) = 0. (9)

W teorii optymalizacji (zwªaszcza liniowej) ekstrema znajduje si¦ cz¦sto

na brzegu zbioru dopuszczalnego. Twierdzenie 1 podaje wi¦c uogólnienie

warunku (9) do przypadku, w którym x mo»e si¦ znajdowa¢ na ∂X.

Wªasno±ci ekstremalne funkcji wypukªych, c.d.

Twierdzenie Kuhna - Tuckera

W przypadku, gdy funkcje fi, i = 1, ...,m, de�niuj¡ce X, s¡ wkl¦sªe,

warunek liniowej niezale»no±ci ∇fi(x), i ∈ I(x), z twierdzenia 1 mo»na za-

st¡pi¢ prostszym warunkiem regularno±ci X. Podamy poni»ej dwa takie

warunki.

I. Warunek regularno±ci: Dla dowolnego i ∈ {1, ...,m}, istnieje xi ∈ X
taki, »e fi(xi) > 0.

II. Warunek regularno±ci Slatera: Istnieje x ∈ X taki, »e fi(x) > 0 dla

ka»dego i ∈ {1, ...,m}.
Oczywi±cie II ⇒ I. Zauwa»my »e przy zaªo»eniu, »e

fi, i = 1, ...,m, s¡ wkl¦sªe, (10)

które b¦dziemy robi¢ w nast¦pnych czterech twierdzeniach, warunki I i II

s¡ równowa»ne. Istotnie, zaªó»my (10) i I. Niech αi > 0, i = 1, ...,m, b¦d¡

takie, »e
∑m

i=1 αi = 1 i niech x =
∑m

i=1 αixi. Na mocy (1) i (10) zbiór X
jest wypukªy, wi¦c x ∈ X. Z nierówno±ci Jensena, dla ka»dego j ∈ {1, ...,m}
mamy fj(x) ≥

∑m
i=1 αifj(xi) > 0, poniewa» fj(xj) > 0 na mocy I i fj(xi) ≥

0, i = 1, ..,m, gdy» xi ∈ X.

Twierdzenie 2 Zaªó»my, »e funkcje fi, i = 1, ...,m, s¡ wkl¦sªe, zbiór X
dany przez (1) jest regularny w sensie Slatera i x ∈ X jest lokalnym minimum

funkcji φ na X. Wtedy istniej¡ ui ≥ 0, i ∈ I(x), takie, »e zachodzi (4).
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Dowód. Jak w dowodzie twierdzenia 1 pokazujemy, »e istniej¡ liczby ũi ≥ 0,
i ∈ I(x), ũ0 takie, »e

0 =
∑

i∈I(x)

ũi∇fi(x)− ũ0∇φ(x), (11)

1 =
∑

i∈I(x)

ũi + ũ0. (12)

Je±li ũ0 6= 0, z (11) mamy tez¦ (wystarczy podzieli¢ (11) przez u0). Je±li

ũ0 = 0, na mocy (12) istnieje l ∈ I(x) takie, »e ũl > 0. Z regularno±ci X
istnieje z ∈ X taki, »e fi(z) > 0, i = 1, ...,m. Je±li z = x, to I(x) = ∅,
x ∈ int(X) i (4) sprowadza si¦ do ∇φ(x) = 0, znanego warunku koniecznego

na istnienie ekstemum lokalnego. Zakªadamy wi¦c x 6= z i niech s = x − z.
Dla ka»dego α ∈ [0, 1], i = 1, ...,m, na mocy wkl¦sªo±ci fi mamy

fi(x− αs) = fi(x+ α(z − x)) = fi(αz + (1− α)x)
≥ αfi(z) + (1− α)fi(x) ≥ α · 0 + (1− α) · 0 = 0,

a zatem −s jest kierunkiem dopuszczalnym w x. Poniewa» fl jest wkl¦sªa

(czyli −fl jest wypukªa), na mocy twierdzenia 2 z poprzedniego wykªadu

mamy

(−∇fl(x), s) = (∇fl(x), z − x) ≥ fl(z)− fl(x) = fl(z) > 0, (13)

gdzie ostatnia równo±¢ wynika z faktu, »e l ∈ I(x). Z (11) (przy ũ0 = 0),

0 =
∑

i∈I(x)

ũi(∇fi(x), s). (14)

Poniewa» kierunek −s jest dopuszczalny w x, na mocy lematu 2 z poprzed-

niego wykªadu, mamy (∇fi(x), s)) ≤ 0, i ∈ I(x). Zatem ũi(∇fi(x), s) ≤ 0,
i ∈ I(x), a na mocy (13) i wyboru l, ũl(∇fl(x), s) < 0, co daje sprzeczno±¢

z (14). �

Nast¦puj¡ce twierdzenie podaje interesuj¡c¡ charakteryzacj¦ "geometry-

czn¡" lokalnego minimum przy zaªo»eniach twierdzenia 2.

Twierdzenie 3 Je±li funkcje fi, i = 1, ...,m, s¡ wkl¦sªe, X jest regularny

w sensie Slatera i x ∈ X jest lokalnym minimum funkcji φ na X, to x =
p(x−∇φ(x)), gdzie dla v ∈ Rn p(v) oznacza projekcj¦ (rzut) v na X.

Zauwa»my, »e operator rzutowania p jest dobrze okre±lony, boX jest domkni¦ty

i wypukªy.
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Dowód. Niech y ∈ X. Z wypukªo±ci X, wszystkie punkty na odcinku [x, y]
nale»¡ do X, wi¦c −s = y − x jest kierunkiem dopuszczalnym w x (o ile

x 6= y, tzn. −s wyznacza jaki± kierunek w Rn). Na mocy twierdzenia 2,

((x−∇φ(x))− x, y − x) = (∇φ(x), x− y) = (∇φ(x), s)

=
( ∑

i∈I(x)

ui∇fi(x), s
)

=
∑

i∈I(x)

ui(∇fi(x), s)

z ui ≥ 0, i ∈ I(x). Poniewa» −s jest dopuszczalny w x, z lematu 2 z

poprzedniego wykªadu mamy (∇fi(x), s) ≤ 0, i ∈ I(x), zatem
((x−∇φ(x))− x, y − x) ≤ 0, y ∈ X.

Warunek ten, na mocy geometrycznej charakteryzacji rzutu prostok¡tnego z

drugiego wykªadu, jest równowa»ny temu, »e x = p(x−∇φ(x)). �

Twierdzenia 1-3 podawaªy warunki konieczne dla optymalno±ci. Nast¦pu-

j¡ce twierdzenie podaje warunki dostateczne.

Twierdzenie 4 Warunkiem dostatecznym na to, by x ∈ X byª minimum

globalnym w podstawowym zadaniu programowania wypukªego jest istnienie

liczb ui ≥ 0, i ∈ I(x), takich, »e zachodzi (4).

Dowód. Jak w dowodzie twierdzenia 3, dla dowolnego y ∈ X wektor

−s = y − x jest kierunkiem dopuszczalnym w x i (∇fi(x), s) ≤ 0, i ∈ I(x).
Poniewa» φ jest wypukªa, na mocy (4), nieujemno±ci ui i twierdzenia 2 z

poprzedniego wykªadu mamy

φ(x)− φ(y) ≤ (∇φ(x), x− y) = (∇φ(x), s) =
∑

i∈I(x)

ui(∇fi(x), s) ≤ 0,

a zatem φ(x) ≤ φ(y) dla ka»dego y ∈ X. �

�¡cz¡c twierdzenia 2 i 4, otrzymujemy twierdzenie Kuhna - Tuckera (w

przypadku ró»niczkowalnych φ, fi, ale tylko ten przypadek b¦dziemy oma-

wia¢), b¦d¡ce gªównym wynikiem tej cz¦±ci naszego kursu.

Twierdzenie 5 (Kuhn - Tucker) Je±li funkcje fi, i = 1, ...,m, s¡ wkl¦sªe,

zbiór X dany przez (1) jest regularny w sensie Slatera i φ : X → R jest

wypukªa, to dla optymalno±ci x ∈ X potrzeba i wystarcza, aby istniaªy liczby

ui ≥ 0, i = 1, ...,m, takie, »e

∇φ(x) =

m∑
i=1

ui∇fi(x), (15)

0 =
m∑
i=1

uifi(x). (16)
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Dowód. Je±li x jest optymalny, to jest te» minimum lokalnym φ. Z twierdzenia

2, istniej¡ liczby ui ≥ 0, i ∈ I(x), takie, »e zachodzi (4). Poªó»my ui = 0,
i /∈ I(x). Wtedy z (4) mamy (15). Co wi¦cej,

m∑
i=1

uifi(x) =
( ∑

i∈I(x)

+
∑

i/∈I(x)

)
uifi(x) = 0 + 0 = 0,

gdy» fi(x) = 0 dla i ∈ I(x), za± ui = 0 dla i /∈ I(x). Zatem (16) równie»

zachodzi.

Odwrotnie, je±li (15)-(16) zachodz¡, to poniewa» fi(x) > 0 dla i /∈ I(x) i
fi(x) ≥ 0, ui ≥ 0 dla ka»dego i, z (16) wynika, »e ui = 0 dla i /∈ I(x). Zatem
(15) implikuje (4). Na mocy twierdzenia 4, x jest wi¦c optymalny. �
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