Metody optymalizacji. Wyklad 1

Wprowadzenie

Przedmiot teorii optymalizacji stanowi znajdowanie ekstremoéw funkceji
rzeczywistych okre§lonych na zbiorach zadanych liniowymi lub nieliniowymi
ograniczeniami (tzn. réwnosciami lub nieréwnodciami). Przedmiot ten jest
rOwniez czesto zwany programowaniem matematycznym, gdyz w jego
zastosowaniach celem rozwiazania zadania optymalizacyjnego jest znalezie-
nie najlepszego planu (programu) pewnych dziatan. Problemy tego typu
maja szerokie zastosowanie poza matematyks, przede wszystkim w organi-
zacji i zarzadzaniu (np. logistyce), ekonomii czy finansach.

Z reguly do zadan programowania matematycznego nie stosuja sie w
sposéb wygodny znane rezultaty z analizy, co zmusza do poszukiwania nowych
metod i narzedzi do ich (doktadnego lub przyblizonego—numerycznego) rozwia-
zywania. W praktyce czesto ztozonoéé obliczeniowa rozwazanych probleméw
(np. liczba zmiennych czy ograniczen na nie) jest tak duza, ze do ich
rozwigzania trzeba uzyé¢ komputeréow, co zmusza do znajdowania odpowied-
nich algorytméw.

W praktycznych zastosowaniach problem optymalizacyjny jest etapem
modelowania matematycznego interesujacego nas obiektu, procesu czy
zjawiska. To ostatnie jest ztozonym procesem, ktéry mozna z grubsza podzie-
li¢ na nastepujace etapy:

1. Konstrukcja jakosciowego modelu rozpatrywanego problemu: wydziela-
nie najistotniejszych czynnikow (parametréow) rozpatrywanego zjawiska i us-
talenie regut, ktérym te czynniki podlegaja.

2. Stworzenie modelu matematycznego - zapis w terminach matematy-
cznych zaleznodci z pierwszego etapu. Na tym etapie konstruuje sie tzw.
funkcje celu, czyli liczbowa charakterystyke danego zagadnienia, za po-
mocy ktorej oceniamy, ktoére rozwigzanie jest lepsze, a ktore gorsze (tzn.
odpowiada lepszej lub gorszej sytuacji rzeczywistej).

3. Badanie wplywu zmiennych i parametréow na zachowanie sie 1 wartosé
funkcji celu. Tu wlasnie stosujemy metody optymalizacji: za pomoca aparatu
matematycznego znajdujemy ekstrema funkeji celu odpowiadajace najlepszej
sytuacji rzeczywistej.

4. Zestawienie (poréwnanie testowe) rozwigzan otrzymanych w etapie 3 z
rzeczywistym modelowanym obiektem czy zjawiskiem. Jedli rezultaty sa zado-
walajace, model i wynikajace z niego optymalne rozwigzania przyjmuje sie.
W przeciwnym wypadku idzie sie z powrotem do etapu pierwszego i proébuje



poprawié¢ model, nastepnie do drugiego, i.t.d., az do uzyskania zadowalaja-
cych rezultatow.

Klasyfikacja probleméw

Dwa gltowne kierunki/typy zadan w programowaniu matematycznym to:

Zadania deterministyczne - wszystkie informacje, od ktérych zalezy
modelowane zjawisko, sa w pelni znane, nie ma niepewnosci co do parametréow
modelu. Tym wtaénie przypadkiem bedziemy zajmowac sie na naszym kur-
sie.

Programowanie stochastyczne - pewne informacje s dla nas w chwili
podejmowania decyzji niedostepne lub istnieje niepewnos¢ co do niektérych
parametréw. Brakujace dane sa wtedy modelowane zmiennymi lub proce-
sami losowymi.

Podstawowe dzialy (deterministycznego) programowania matematycznego:

Programowanie liniowe - funkcja celu jest liniowa, okreslona na zbiorze
zadanym przez ograniczenia (réwnania czy nieréwnosci) liniowe.

Programowanie nieliniowe - tutaj funkcja celu i/lub warunki okresla-
jace zbidr, w ktorym ja optymalizujemy, sa nieliniowe. Waznymi klasycznymi
poddziedzinami programowania nieliniowego sa:

e Programowanie wypukle - funkcja celu jest wypukta, o ile mamy
zadanie minimalizacji, lub wklesta, jedli trzeba ja zmaksymalizowaé¢. W obu
wypadkach zbiér dopuszczalnych rozwigzan jest wypukty.

e Programowanie kwadratowe - funkcja celu jest kwadratowa, okreslona
na zbiorze zadanym przez réwnania czy nieréwnosci liniowe.

e Zadania wieloekstremalne - specjalne klasy zadan, czesto spotykane
w zastosowaniach, np. minimalizacja funkcji wklestej na zbiorze wypuktym.

e Programowanie catkowitoliczbowe - zmienne w zadaniu przyjmuja
wylacznie wartodci catkowite.

Przykladowe modele i problemy optymalizacyjne

Problem diety

Mamy zadany asortyment produktéw. Znamy zawarto$é w kazdym z nich
substancji odzywczych: tluszczéw, biatka, weglowodandéw, i.t.d.. Zalézmy,
ze jest n réznych produktéw i m substancji odzywezych. Przy i = 1,...,n i
j=1,...,m, wprowadzamy nastepujace oznaczenia:

aji - zawartos¢ (w jednostkach masy) j-tej substancji w i-tym produkcie,

b; - minimalne dobowe zapotrzebowanie czlowieka na j-ta substancje,



¢; - cena jednostki masy i-go produktu,

x; - szukane dobowe zapotrzebowanie na i-ty produkt (tzn. jego ilos¢ w
diecie). Oczywiscie z; > 0.

Problem polega na wyznaczeniu ilosci x; kazdego produktu tak, aby
pokry¢ dobowe zapotrzebowanie na wszystkie sktadniki spozywcze przy jak
najnizszym koszcie. Minimalizujemy zatem funkcje celu

f(ml,...,xn) = Ecil'i (1)
i=1

przy warunkach
n
Za]‘il‘i ij, j: 1,...,m, Z; ZO, i:17...,n. (2)
i=1

Jak wida¢, jest to zadanie programowania liniowego. Wiele innych interesu-
jacych problemoéw optymalizacyjnych ma posta¢ (1)-(2) lub daje sie sprowa-
dzi¢ do tej postaci.

Zadanie transportowe

Trzeba stworzy¢ plan przewozu jednorodnego tadunku tak, aby ogélny
koszt przewozu byl minimalny. Mamy

m punktow poczatkowych (np. fabryk), z ktorych bedziemy przewozic
towar,

n punktoéw docelowych (np. hurtowni), do ktorych mamy go przewiezé,

zasprzy i =1,...m, 5 =1,...,n,

a; - ilog¢ towaru w 4 -tym punkcie poczatkowym,

b; - zapotrzebowanie na towar w j -tym punkcie docelowym,

cij - koszt przewozu jednostki produktu z i-go punktu poczatkowego do
J-go miejsca przeznaczenia,

x;j - ilod¢ towaru przewiezionego z ¢ do j.

Zatem funkcja

m n
FALs ooy Ty ooy Tty oy Trnm) = D > Cijii (3)
i=1 j=1

reprezentuje ogdlny koszt przewozu,
o, @i - ilosé towaru wywiezionego z punktu poczatkowego i,
>ty xyj - ilos¢ towaru przywiezionego do miejsca docelowego j.



W najprostszym przypadku mamy warunki
n
inj = Qag, ’izl,...,m, (4)
j=1
(caly towar z kazdego punktu startu ma by¢ wywieziony),
m
Zwij :bj, j:1,...,n, (5)
i=1
(cale zapotrzebowanie na ten towar w kazdym punkcie ma by¢ zaspokojone,
ale bez tworzenia zapasow), i oczywiscie

(L‘U Z 07 7= 1, e, m, j = 1, N (6)

Mamy wigc znalez¢ minimum funkcji celu (3) na zbiorze zadanym warunk-
ami (4)-(6). Problem nosi nazwe zbilansowanego zadania transportu.
Istotnie, aby istniato jego rozwiazanie, konieczny jest warunek

Zai = b, (7)

tzn. podaz (ilo§é¢ towaru do wywiezienia) musi by¢ réwna popytowi (catkowitemu
zapotrzebowaniu na ten towar).

Ogolniej, mozna rozpatrywaé zadanie transportowe nawet gdy warunek
(7) nie jest spetniony. Np, gdy

m n
Z a; > Z bj
i=1 j=1

(podaz przewyzsza popyt), ma sens minimalizacja funkeji celu (3) na zbiorze
zadanym warunkami (5)-(6) i

n
E Lij < a;, 1= 1, ey,
J=1

(nie musimy wywozi¢ catego towaru z danego punktu, ale nie mozemy z
niego wywiez¢ wiecej, niz go tam jest). Zadania tego typu nosza nazwe
niezbilansowanych.

Zadanie transportowe jest problemem programowania liniowego i mozna
go przedstawi¢ w postaci (1)-(2). W praktyce ze wzgledu na duza liczbe



zmiennych (m - n) i szczegolng strukture ograniczen stosuje sie do niego
dedykowane metody (w szczegolnosci tzw. algorytm transportowy).

Zauwazmy na koniec, ze powyzsze sformutowanie przy dowolnych rzeczy-
wistych x;; spetniajacych podane ograniczenia ma sens dla towaréw podziel-
nych jak np. woda, paliwo czy jakis surowiec. W praktyce czesto mamy do
czynienia z towarami niepodzielnymi, jak np. konie czy samochody. Doda-
jemy wtedy warunek, ze x;; (a zatem rowniez a;, bj) sa liczbami catkowitymi.
Tak postawiony problem transportowy staje sie zadaniem programowania
catkowitoliczbowego.

Zadanie o sposobie pracy systemu energetycznego

Rozwazmy m elektrocieptowni potaczonych liniami przekazu z weztem
energetycznym, w ktérym skupiona jest moc dostarczana z elektrowni. Nalezy
znalez¢ ilo$¢ energii dostarczanej przez poszczegdlne elektrownie, aby gene-
rowaé¢ moc z jak najmniejszym zuzyciem paliwa w poszczegdlnych elektrow-
niach.

Oznaczmy przez x; moc generowang przez i-tg elektrownie. Zaktadamy,
7€

(67 Sl’l SBZ, izl,...,m, (8)
gdzie o, f; sa danymi liczbami, odpowiadajacymi minimalnej i maksymal-
nej mocy ktore moze (z powodéw technologicznych, ekonomicznych, i.t.d.)
produkowa¢ i-ta elektrownia. Zakladamy réwniez warunek réwnowagi mocy

m
Zw’i =P + T, (9)
=1

gdzie P jest suma zapotrzebowania na moc, a m ogélna suma strat przesytu
w liniach. Zaktadamy, ze P i 7 sa danymi stalymi (w szczegdlnosci, ze 7 nie
zalezy od ;).

Zuzycie paliwa na generowanie mocy x; w i-tej elektrocieptowni jest dang
funkcja wypukta T; : [y, 5] — R. Mamy wiec zminimalizowaé¢ funkcje celu

flxy,.yxy) = ZTZ(xZ)

przy warunkach (8)-(9). Tak postawiony problem jest zadaniem programowa-
nia wypuktego. Jesli w dodatku funkcje T; sa kwadratowe, mamy zadanie
programowania kwadratowego.



Zadanie o rozmieszczeniu

Mamy dane:

m punktéw zapotrzebowania na pewien towar, z zadanymi wielkosciami
zapotrzebowania b;, j = 1,...,m,

n punktéw produkcji tego towaru, przy czym dla ¢-go punktu produkcji,
i = 1,...,n, znana jest funkcyjna zaleznosc¢ kosztu produkcji f; = fi(x;) od
wielkodci produkcji x; rozwazanego towaru w i-tym zaktadzie,

a;; - koszt przewozu jednostki produktu z i-go punktu produkcji towaru
do j-go punktu zapotrzebowania, i = 1,...,n, j =1,...,m.

Zadanie polega na znalezieniu takich wielkosci x;; towaru przewozonego
z i-go punktu produkcji towaru do j-go punktu zapotrzebowania, a zatem
rowniez wielkosci x; = 2?21 x;j produkcji w poszczegdlnych zaktadach,
ktore minimalizuja wydatki

n m n
f(@11, - 1, oy Ty ooy Tinn) = Z Zaisz’j + Z fi(ws)
i=1

i=1 j=1

(gdzie pierwsza suma reprezentuje koszty transportu, a druga koszty pro-
dukcji), przy warunkach

n
wy=b, j=1..m, zij >0, i=1,.,n, j=1,..,m.
=1

Racjonalnym ekonomicznie zatozeniem jest zadanie wklestosci funkeji f;.
Oznacza ona, ze tzw. marginalny koszt f/(z;) wytworzenia dodatkowej jed-
nostki produktu przy poziomie produkcji x; jest funkcja malejacy. Istot-
nie, pewne koszty procesu produkcyjnego (utrzymanie biur, zaprojektowanie
produktu, stworzenie linii produkcyjnej, przeszkolenie zaltogi) sg z grubsza
niezalezne od poziomu produkcji, a inne, np. koszt surowcéw, rosnag mniej
wiecej liniowo wraz z liczba sztuk produktu, wiec cena jednostkowa produktu
powinna male¢ przy rosnacej produkcji. Przy tym zalozeniu postawiony
problem staje sie zadaniem wieloekstremalnym.



