
Metody optymalizacji. Wykªad 3

Punkty ekstremalne zbiorów wypukªych

Rozpoczniemy od omówienia punktów ekstremalnych (wierzchoªkowych)

zbiorów wypukªych. Poj¦cie to oka»e si¦ kluczowe w optymalizacji liniowej.

De�nicja 1 Punkt x0 ∈ A nazywamy punktem ekstremalnym (wierzchoªko-

wym) zbioru A ⊆ Rn, je±li nie istniej¡ punkty x, y ∈ A, x 6= y, takie, »e dla

pewnego α ∈ (0, 1), mamy x0 = αx+ (1− α)y.

Innymi sªowy, punkt wierzchoªkowy A nie jest punktem wewn¦trznym »ad-

nego odcinka o ko«cach w A. Oczywi±cie punkt wewn¦trzny A nie mo»e

by¢ punktem wierzchoªkowym tego zbioru. Zatem punktów ekstremalnych

A trzeba szuka¢ na ∂A.
Przykªady.

1. Koªo na pªaszczy¹nie. �atwo sprawdzi¢, »e ka»dy punkt na okr¦gu

- brzegu koªa - jest punktem ekstremalnym tego koªa.

2. Trójk¡t (z wn¦trzem lub bez). Nietrudno sprawdzi¢, »e jedynymi

jego punktami ekstremalnymi s¡ wierzchoªki tego trójk¡ta.

Twierdzenie 1 Niech A ⊆ Rn b¦dzie zbiorem domkni¦tym, wypukªym i

ograniczonym. Wtedy ka»dy punkt x0 ∈ A jest kombinacj¡ wypukª¡ sko«czo-

nej liczby punktów ekstremalnych A.

Dowód. Indukcja wzgl¦dem n-wymiaru przestrzeni.

n = 1: w tym przypadku A jest odcinkiem domkni¦tym (dlaczego?), wi¦c

ka»dy punkt A jest kombinacj¡ wypukª¡ jego ko«ców - punktów ekstremal-

nych A.
Zaªó»my, »e teza twierdzenia jest prawdziwa dla n = k − 1. Wyka»emy

j¡ dla n = k. Dowód przeprowadzimy w dwóch przypadkach.

I. x0 ∈ ∂A.
Niech Π = {x ∈ Rn : (c, x) = λ}, c 6= 0, b¦dzie hiperpªaszczyzn¡ pod-

pieraj¡c¡ A w punkcie x0, tzn. tak¡, »e x0 ∈ Π i dla ka»dego x ∈ A mamy

(c, x) ≤ λ. Wtedy X = A ∩ Π jest domkni¦tym, wypukªym i ogranic-

zonym podzbiorem Π (hiperpªaszczyzny k − 1-wymiarowej). Na mocy za-

ªo»enia indukcyjnego istniej¡ punkty ekstremalne x1, ..., xN zbioru X takie,

»e x0 =
∑N

i=1 αixi, αi ≥ 0, i = 1, ..., N ,
∑N

i=1 αi = 1. Pozostaje wykaza¢, »e
xi s¡ punktami ekstremalnymi A.

Niech i ∈ {1, ..., N}. Zaªó»my, »e istniej¡ x′, x′′ ∈ A, x′ 6= x′′, i α ∈ (0, 1)
takie, »e xi = αx′ + (1 − α)x′′. Ale (xi, c) = λ, bo xi ∈ Π, a jednocze±nie
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(c, x′) ≤ λ i (c, x′′) ≤ λ. Je±li cho¢ jedna z ostatnich nierówno±ci jest ostra,

λ = (xi, c) = (αx′+(1−α)x′′, c) = α(x′, c)+(1−α)(x′′, c) < αλ+(1−α)λ = λ,

co daje sprzeczno±¢. Zatem x′, x′′ ∈ X. To z kolei daje sprzeczno±¢ z faktem,

»e xi jest punktem ekstremalnym zbioru X.

II. x0 ∈ int(A).
Niech l b¦dzie dowoln¡ lini¡ prost¡ przechodz¡c¡ przez x0. Wtedy l ∩A

jest odcinkiem domkni¦tym o ko«cach x̄, ¯̄x ∈ ∂A (porównaj przypadek n =
1). W szczególno±ci, dla pewnego α ∈ (0, 1), mamy x0 = αx̄+ (1− α)¯̄x. Na
mocy przypadku I, x̄, ¯̄x s¡ kombinacjami wypukªymi punktów ekstremalnych

A, tzn.

x̄ =

N1∑
i=1

βiyi, βi ≥ 0, i = 1, ..., N1,

N1∑
i=1

βi = 1,

¯̄x =

N2∑
i=1

γizi, γi ≥ 0, i = 1, ..., N2,

N2∑
i=1

γi = 1,

gdzie yi, zi s¡ punktami ekstremalnymi A. Zatem

x0 =

N1∑
i=1

αβiyi +

N2∑
i=1

(1− α)γizi,

gdzie αβi ≥ 0, (1− α)γi ≥ 0 i

N1∑
i=1

αβi +

N2∑
i=1

(1− α)γi = α+ (1− α) = 1.

Wykazali±my w ten sposób, »e x0 jest kombinacj¡ wypukª¡ punktów ek-

stremalnych yi, zi zbioru A. �

Twierdzenie Farkasa

De�nicja 2 Zbiór K ⊆ Rn nazywamy sto»kiem, je±li dla dowolnych x ∈ K
i λ > 0, mamy λx ∈ K.

Przykªady:

1. Rn.
2. Rn+ = [0,∞)n.
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3. Je±li A jest macierz¡ o wymiarach m× n, to zbiory

{x ∈ Rn : Ax ≤ 0}, Y = {y ∈ Rm : y = Ax, x ∈ Rn+}

s¡ sto»kami. Mo»na równie» pokaza¢, »e Y jest domkni¦ty (¢wiczenia).

Nast¦puj¡ce twierdzenie, zwane równie» lematem Farkasa, b¦dzie potrzeb-

ne w naszych dalszych rozwa»aniach. Jest ono równie» przydatne w innych

dziedzinach (np. matematyce �nansowej).

Twierdzenie 2 (Farkasa) Niech B b¦dzie macierz¡ o wymiarach m × n i

niech v ∈ Rn. Niech Z = {x ∈ Rn : Bx ≤ 0}. Nast¦puj¡ce warunki s¡

równowa»ne:

(i) (v, x) ≤ 0 dla ka»dego x ∈ Z,
(ii) istnieje u ∈ Rm, u ≥ 0, taki, »e v = BTu.

Dowód. (ii) ⇒ (i): Je±li v = BTu dla pewnego u ∈ Rm, u ≥ 0, to dla

ka»dego x ∈ Rn takiego, »e Bx ≤ 0, mamy

(v, x) = (BTu, x) = (u,Bx) ≤ 0.

(i) ⇒ (ii): Niech Y = {y ∈ Rn : y = BTu, u ∈ Rm+}. Jak wiemy,

Y jest domkni¦tym sto»kiem. Je±li v ∈ Y , mamy tez¦. �atwo sprawdzi¢,

»e Y jest wypukªy (ogólniej, liniowy obraz zbioru wypukªego jest wypukªy -

¢wiczenie). Je±li wi¦c v /∈ Y , to z twierdzenia o oddzielaniu punktu od zbioru

wypukªego i domkni¦tego hiperpªaszczyzn¡, istnieje c ∈ Rn \ {0} takie, »e

(c, y) < (c, v), y ∈ Y. (1)

Poniewa» dla λ > 0 i y ∈ Y mamy λy ∈ Y , λ(c, y) = (c, λy) < (c, v) dla

ka»dego λ > 0, a zatem (c, y) ≤ 0. St¡d

(c, y) = (c,BTu) = (Bc, u) ≤ 0, u ∈ Rm+ .

St¡d Bc ≤ 0 (istotnie, gdyby (Bc)i > 0 dla pewnego i, kªad¡c u = (uj),
uj = δij , j = 1, ..., n, gdzie δij = 1 dla i = j i 0 w przeciwnym razie,

mieliby±my u ≥ 0, (Bc, u) = (Bc)i > 0). W szczególno±ci, c ∈ Z.
Poniewa» 0 = BT 0 ∈ Y , z (1) mamy (c, v) > 0. Ale na mocy (i),

(c, v) = (v, c) ≤ 0. Otrzymana sprzeczno±¢ ko«czy dowód.

Interpretacja geometryczna. Niech

B =

 bT1
...
bTm

 ,
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gdzie bT1 ,..., b
T
m s¡ wierszami B (tzn. wektory

bi =

 bi1
...
bin

 ∈ Rn, i = 1, ...,m,

wyobra»amy sobie jako kolumny). Wtedy

Z = {x ∈ Rn : Bx ≤ 0} = {x ∈ Rn : bTi x ≤ 0, i = 1, ...,m}

jest sto»kiem tych x ∈ Rn, które tworz¡ z ka»dym wektorem bi, i = 1, ...,m,

k¡t nieostry. Natomiast

Y = {y ∈ Rn : y = BTu, u ∈ Rm+}

=

y ∈ Rn : y = [b1, ..., bm]

 u1
...
um

 , u1 ≥ 0, ...um ≥ 0


= {y ∈ Rn : y = u1b1 + ...+ umbm, u1 ≥ 0, ...um ≥ 0}

jest zbiorem kombinacji liniowych b1, ..., bm o nieujemnych wspóªczynnikach.
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Lemat Farkasa mówi wi¦c, »e wektor v ∈ Rn tworzy k¡t nieostry z dowol-

nym x ∈ Z wtedy i tylko wtedy, gdy v ∈ Y .

Wniosek 1 Dla dowolnej macierzy B o wymiarach m × n i dowolnego v ∈
Rn, zachodzi dokªadnie jedna z nast¦puj¡cych tez:

(a) istnieje rozwi¡zanie x ∈ Rn ukªadu Bx ≥ 0, (v, x) < 0,
(b) ukªad v = BTu ma rozwi¡zanie u ∈ Rm+ .

Dowód. Je±li zachodzi (b), z twierdzenia Farkasa mamy (v, x) ≤ 0 dla

ka»dego x ∈ Rn takiego, »e Bx ≤ 0. Zatem (v, x) ≥ 0 dla ka»dego x ∈ Rn
takiego, »e Bx ≥ 0, czyli (a) nie zachodzi.

Je±li (b) nie zachodzi, z twierdzenia Farkasa mamy (v, x) > 0 dla pewnego

x ∈ Z. Kªad¡c x0 = −x, mamy Bx0 = −Bx ≥ 0, (v, x0) = −(v, x) < 0, a
zatem zachodzi (a).

Funkcje wypukªe

De�nicja 3 Funkcj¦ φ : X → Rn, gdzie ∅ 6= X ⊆ Rn jest wypukªy, nazy-

wamy wypukª¡, je±li dla dowolnych x, y ∈ X i λ ∈ [0, 1], mamy

φ(λx+ (1− λ)y) ≤ λφ(x) + (1− λ)φ(y). (2)

Je±li dla dowolnych x, y ∈ X, x 6= y, i λ ∈ (0, 1) nierówno±¢ (2) jest ostra,

to φ nazywamy ±ci±le wypukª¡ na X.

Funkcj¦ φ : X → Rn nazywamy wkl¦sª¡ (±ci±le wkl¦sª¡) na X, je±li

funkcja −φ jest na X wypukªa (±ci±le wypukªa).

Poznawanie wªasno±ci funkcji wypukªych rozpoczniemy od nast¦puj¡cego

prostego, ale u»ytecznego i wa»nego, twierdzenia.

Twierdzenie 3 (Nierówno±¢ Jensena) Niech ∅ 6= X ⊆ Rn b¦dzie zbiorem

wypukªym i niech φ : X → Rn b¦dzie funkcj¡ wypukª¡. Niech m ∈ N,
x1, ..., xm ∈ X, α1, ..., αm ≥ 0,

∑m
i=1 αi = 1. Wtedy

φ

(
m∑
i=1

αixi

)
≤

m∑
i=1

αi φ(xi). (3)

Dowód twierdzenia 3 jest podobny do dowodu faktu, »e zbiór wypukªy za-

wiera wszystkie kombinacje wypukªe swoich elementów. Stosujemy indukcj¦

wzgl¦dem m.

m = 1. Mamy α1 = 1 i (3) sprowadza si¦ do oczywistej nierówno±ci

φ(x1) ≤ φ(x1).
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Krok indukcyjny. Zaªó»my, »e (3) zachodzi dla m − 1. Niech z =∑m
i=1 αixi, xi ∈ X, αi ≥ 0,

∑m
i=1 αi = 1. Rozwa»ymy dwa przypadki.

a) αm = 1. W tym przypadku α1 = ... = αm−1 = 0, z = xm i (3)

sprowadza si¦ do oczywistej nierówno±ci φ(xm) ≤ φ(xm).
b) αm < 1. W tym przypadku, kªad¡c y =

∑m−1
i=1

αi
1−αm

xi i u»ywaj¡c
zaªo»enia indukcyjnego, dostajemy

φ(z) = φ

(
(1− αm)

m−1∑
i=1

αi
1− αm

xi + αmxm

)
= φ((1− αm)y + αmxm)

≤ (1− αm)φ

(
m−1∑
i=1

αi
1− αm

xi

)
+ αmφ(xm)

≤ (1− αm)

m−1∑
i=1

αi
1− αm

φ(xi) + αmφ(xm) =

m∑
i=1

αi φ(xi).

�
W teorii programowania wypukªego b¦dziemy cz¦sto u»ywa¢ nast¦pu-

j¡cego prostego lematu.

Lemat 1 Je±li X jest wypukªy i φ : X → Rn jest wypukªa (wkl¦sªa), to dla

dowolnego λ > 0 zbiór Z = {x ∈ X : φ(x) ≤ (≥)λ} jest wypukªy.

Dowód. Je±li φ jest wypukªa, x, y ∈ Z i α ∈ [0, 1], to

φ(αx+ (1− α)y) ≤ αφ(x) + (1− α)φ(y) ≤ αλ+ (1− α)λ = λ,

wi¦c αx+ (1− α)y ∈ Z. Drugiej cz¦±ci lematu dowodzimy podobnie. �
Nast¦puj¡ce twierdzenie podamy bez dowodu (mo»na go znale¹¢, podob-

nie jaki dowody wielu innych ciekawych rezultatów, np. w klasycznej mono-

gra�i Rockafellara "Convex Analysis").

Twierdzenie 4 Niech ∅ 6= X ⊆ Rn b¦dzie wypukªy i niech φ : X → Rn
b¦dzie funkcj¡ wypukª¡. Wtedy φ jest ci¡gªa w int(X). Co wi¦cej, dla ka»dego

x ∈ int(X) i s ∈ Rn takiego, »e ||s|| = 1, istnieje pochodna jednostronna

∂φ

∂s
(x) = lim

h↓0

φ(x+ hs)− φ(x)

h
.

Uwaga. Nie znaczy to, »e funkcja wypukªa φ jest ró»niczkowalna w int(X)!
Rozwa»my na przykªad funkcj¦ φ : R → R dan¡ wzorem φ(x) = |x|. �atwo
sprawdzi¢, »e φ jest wypukªa w R i ∂φ∂1 (0) = 1 6= −1 = ∂φ

∂(−1)(0), a zatem φ
nie jest ró»niczkowalna w zerze.
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Twierdzenie 4 mo»na znacznie wzmocni¢. Na przykªad przy zaªo»eniach

tego twierdzenia φ jest ci¡gªa w sensie Lipschitza w int(X). Je±li dodatkowo
X jest domkni¦ty i ma gªadki (klasy C2) brzeg, to na mocy twierdzenia

Aleksandrowa φ jest dwukrotnie ró»niczkowalna w prawie ka»dym punkcie

X (wzgl¦dem miary Lebesgue'a, b¦d¡cej naturalnym uogólnieniem obj¦to±ci

w Rn).
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