Metody optymalizacji. Wyklad 2

Zbiory wypukle w przestrzeni euklidesowej

Dla z,y € R", & = (21,....,2n), Yy = (Y1, ..., Yn), niech (z,y) =D i, ziyi
oznacza iloczyn skalarny x iy, a ||z|| = /(x, ) norme euklidesowa (dtugos¢)
wektora x. Przy x,y jak wyzej, bedziemy pisa¢ x > y, jesli 1 > y1, z2 > yo,

. Tp > Yp (niero6wnos$¢ miedzy wektorami oznacza analogiczne nieréwnosci
na wszystkich ich wspoétrzednych).

Definicja 1 Zbior A C R" nazywamy wypukiym, jesli dla dowolnych x,y €
A, a €[0,1], mamy az + (1 —a)y € A.

Innymi stowy, zbiér jest wypukty jesli wraz z kazdymi swoimi dwoma punk-
tami zawiera taczacy je odcinek. Wektor ax + (1 — o)y, o € [0, 1], wystepu-
jacy w definicji 1 nazywamy kombinacjq wypuktq wektoréw x i y.

Nietrudno sprawdzi¢, ze kula (otwarta lub domknieta) w R™ jest wy-
pukta.

Lemat 1 Niech A i B bedg macierzami o wymiarach odpowiednio m X n i
k x n dla pewnych k,m,n € N i niech a € R™, b € R*. Wtedy zbior

X ={zeR": Az > a, Bx = b}
jest wypukty.

Znaczy to, ze zbior w R™ zadany dowolna ilodcia ograniczen (tzn. réwnan
czy nieréwnosci) liniowych jest wypukty.
Dowéd. Dla z,y € X, a € [0, 1], mamy

Alaz+ (1 —a)y) =aAz+ (1 —a)Ay > aa+ (1 — a)a = a,

Blax+ (1 —a)y)=aBz+ (1 —a)By=ab+ (1 — a)b=b.

g

Lemat 2 Niech C,, a € I, bedzie rodzing zbiorow wypuktych w R™ indek-
sowang przez pewien zbior I. Wtedy zbior () c; Co jest tez wypukty.

Dowédd - ¢éwiczenie.

Definicja 2 Kombinacjg wypuktq wektordw x1, ..., T, € R™ nazywamy wek-
tor postaci x =Y i iz, gdzie a; > 0,1 =1,....m, > ", a; = 1. Liczbe
m nazywamy diugoscig tej kombinacji lintowej.



Zauwazmy, ze w definicji 1 wystepowaly kombinacje wypukte o dtugosci 2.

Lemat 3 Zbior C C R” jest wypukty wtedy ¢ tylko wtedy, gdy zawiera wszys-
tkie kombinacje wypukte swoich elementow.

Dowaéd.

< Oczywiste (wystarczy, ze zawiera kombinacje o dtugosci 2).

= x = 1.z, wiec z definicji wypuktodci C zawiera wszystkie kombi-
nacje wypukte swoich elementéw o dtugosciach 11 2. Zatézmy, ze C zawiera
wszystkie kombinacje wypukle swoich elementéw o diugodci m — 1, gdzie
m > 3. Niech z = Y% ouzy, 0 >0, 2, € C, i =1,...,m, >t oy = 1.
Jesdli oy = 1, x jest kombinacja wypuktla dlugosci 1, wiec z zatozenia z € C.
Jesli g # 1, potozmy 8; = o; /(1 — 1), i = 2,...,n. Wtedy

r=a1r1 + (1 — a1)(B222 + .o + BinTm)- (1)
Ale 8; > 01

: 1=y 4 al_l—al_

=2 1=2

a zatem z zatozenia indukcyjnego Bozo+...+ Bmxm € C. To zad w potaczeniu
z (1) i wypukloscia C daje z € C. O

Rzutowanie (projekcja) na zbiér wypukly
Definicja 3 Odlegtoscig punktu x € R™ od zbioru Y C R"™ nazywamy liczbe
p(z,Y) = inf ||z —y||.
yeyY

Projekcjq (rzutem) punktu x € R™ na zbior Y C R™ nazywamy punkt p € Y
taki, ze ||z — pl| = p(z, V).

W ogélnym przypadku projekcja punktu na zbiér moze nie istnieé, a jesli
istnieje, moze nie by¢ wyznaczona jednoznacznie. Problemy te ilustruja
nastepujace przyktady.

1. Niech Y = B(0,1) = {y € R : ||y|| < 1} i niech z = (3,0,...,0).
Nietrudno sprawdzi¢, ze p(x,Y) = 2 (np. y, = (1 — 1/n,0,...,0) € Y,
||z — ynl]| =24 1/n — 2 przy n — o0), ale projekcja x na Y nie istnieje.

2. Rozwazmy zbiér Y = (—oo0, —1] U [1,00) w R! i niech x = 0. Wtedy
p(x,Y) =11 punkty —1,1 sa projekcjami x na Y.

Nastepujace twierdzenie podaje wygodne warunki dostateczne na istnie-
nie i jednoznaczno$¢ projekcji.



Twierdzenie 1 Jesli zbidr Y C R"™ jest domkniety, to rzut dowolnego punktu
xz € R" na Y istnieje. Jesli dodatkowo Y jest wypukty, rzut ten jest wyzna-
czony jednoznacznie.

Powyzsze przyktady pokazuja, ze zalozeri twierdzenia 1 nie da sie poming¢.

Dowé6d. Wybierzmy ciag y, € Y taki, ze
1
|z — ynl] <'0($’Y>+E’ n=12,...

Ciag {yn} jest ograniczony, zatem istnieje jego podciag {yn,} zbiezny do
pewnego p € R™. Ale Y jest domkniety, zatem p € Y. Ponadto z ciggtosci
normy

llz = pll = llz = im g || = lIm [fz—yn[| < p(z,Y).
—00 k—o0

Oczywiscie ||z — p|| > p(x,Y), gdyz p € Y, a zatem p jest rzutem z na Y.
Zalozmy dodatkowo, ze Y jest wypukly, i ze istnieja p/,p” € Y, p’ #p”,

takie, ze ||z —p/|| = [lz—p"|| = p(2,Y). Z wypuklodci Y, p := 2(p/+p") € Y.

Latwo wida¢, ze ||z —p|| < ||z —p'||. Rzeczywiscie, z twierdzenia Pitagorasa,

/ 7 2
Il
o =i+ (52 = o gl 11 = 1P = 1o = 1

Dostalismy sprzecznos¢, poniewaz ||z — p'|| = p(z,Y). O
W dalszym ciggu potrzebna nam bedzie nastepujaca geometryczna charak-
teryzacja projekcji.

Twierdzenie 2 Niech x € R" i niech Y bedzie domknietym i wypuklym
podzbiorem R™. Punkt p € Y jest rzutem x na Y wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego y € Y

(y—pz—p) <0, (2)

Intuicja geometryczna: jesli x # p # y, to

(y —p,x—p)
ly = pl| ||z — pl|

jest cosinusem kata miedzy wektorami y —p i x — p. Twierdzenie 2 moéwi, ze
aby p byto projekcja x na Y potrzeba i wystarcza, by dla dowolnego y € Y,
y # p, kat miedzy y — p i © — p byl rozwarty lub prosty (ale nigdy ostry).
Dowod.



= Jedli p jest rzutem z na Y, to na mocy wypuktosci Y dla dowolnego
y €Y iae (0,1) wektor z = ay + (1 — a)p € Y, a zatem z wiasnosci
iloczynu skalarnego

le —pll* < lz =2 = llz —ay— (1 —a)p|* = [l(z —p) —aly —p)|P

= ((z—p)—aly—p),(—p) —aly —p))
= (x—pax—p)—2a(y—p,z—p)+*(y—py—p
= |lz —pl|* - 2a(y —p,x — p) + &?|ly — p| |,

a zatem

0 < a?|ly = pl* = 2a(y — p,x — p) = alally = pl[> = 2(y — p,z — p)),
co dla malych a > 0 jest mozliwe tylko gdy zachodzi (2).
< Dla dowolnego y € Y, na mocy warunku (2),

ly—=I” = [lw=p)+@-2)” = (y—p)+(—2),@y—p) +(p—=2))

(y—py—p)+2y—pp—2a)+ (p—2,p—x)
ly —pl> +2(y — p,p— ) + ||p — ||
> |lp—zl?,

a zatem p jest projekcja x na Y. O
Twierdzenia o oddzielaniu
Definicja 4 Niech c € R"\ {0}, A € R. Zbiory
{z e R": (¢,z) < A}, {z eR": (c,x) > \}
nazywamy potprzestrzeniami, a zbior
I={zeR":(c,x) = A}

hiperptaszczyzna (n— 1-wymiarowg w R™). ¢ jest wektorem normalnym (tzn.
prostopadlym) do hiperptaszczyzny 1.

W analizie wypuktej i jej zastosowaniach wielka role odgrywajg twierdzenia
o oddzielaniu. Podamy tu trzy tego typu rezultaty.

Twierdzenie 3 (Oddzielanie punktu od zbioru wypuklego i domknietego)
Niech Y C R™ bedzie domkniety i wypukty @ niech x € R™\'Y. Istnieje wtedy
hiperptaszczyzna

I={yeR":(c,y) = A} (3)
taka, ze x € 11 i (¢,y) < A dla kazdego y € Y.



Uwaga. Hiperptaszczyzna taka nie jest na ogét wyznaczona jednoznacznie.
Dowo6d. Niech p bedzie rzutem = na Y i niech ¢ = 2 —p, A = (¢, z).
(Zauwazmy, ze ¢ # 0, bo x ¢ Y.) Z definicji A, x nalezy do hiperptaszczyzny
IT danej przez (3). Z twierdzenia 2 wynika, ze dla kazdego y € Y

Z drugiej strony, 0 < ||z — p||* = (z — p,z — p), wiec

(p,x —p) < (z,2 —p).
Stad dla kazdego y € Y

(¢y) =(x—py) =z —p) <(z,x-p)=(c2) =X
O
Niech A C R"™. W dalszym ciagu przez int(A) bedziemy oznaczac
wnetrze A, przez A jego domkniecie, a przez JA jego brzeg.

Twierdzenie 4 (O hiperplaszczyznie podpierajacej) Niech X C R"
bedzie zbiorem domknietym i wypuklym i niech xqg € 0X. Istnieje wtedy
hiperptaszczyzna 11 = {x € R™ : (¢, ) = A} podpierajgca zbior X w xq, tzn.
taka, ze xo € 11 i dla wszystkich x € X mamy (c,z) < A.

Dowo6d. Poniewaz xg € 0X, istnieje ciag wektorow v, € R™\ X taki, ze
v, — . Na mocy twierdzenia 3 istnieja hiperptaszczyzny I, = {z € R™ :
(cn,z) = A\ } takie, ze Ay, = (cp,vp) 1

(Cn, ) < An, reX, nelN. 4)

Mozemy zalozy¢, ze ||c,|| = 1 dla kazdego n (jesli tak nie jest, wezmy ¢, =
ea/lleall i Xy = Aa/lleall, whedy [l = 11 1L, = {o € R : (c],x) = A, ).
Zatem dla pewnego podciagu indeksow {ny} i pewnego wektora ¢ € R"
mamy cp, — ¢ przy k — oo. Zauwazmy, ze

lell = 11 Jim._ e || = Jim lea, | = 1,
wiec ¢ # 0. Z cigglosci iloczynu skalarnego,
(e:0) = ( kli)Holo ks klinolo U""’)

= lim (¢,, ., v = lim \,,.
k:—>oo( "tk nk) k—o0 "k

Potozmy A = limg_y00 An,. Wtedy (¢, 20) = A, zatem zg € Il = {z € R™ :
(¢,x) = A}. Ponadto dla x € X, na mocy (4),

(c,x) = kli_{rolo(cnk,:c) < klgglo Anp = A,

5



a zatem II jest hiperptaszczyzna podpierajaca X w xg. g
W dowodzie nastepnego twierdzenia bedzie nam potrzebny

Lemat 4 Niech X CR" bedzie wypukty. Wiedy
(a) jesli int(X) # 0, to int(X) jest zbiorem wypuktym;
(b) zbior X jest wypukty.

Dowaod.
(a) Niech z,y € int(X). Istnieje wtedy € > 0 taki, ze kule otwarte
B(z,e)={zeR":||z—z||<e} C X 1iB(y,e) CX. Z wypuklosci X,

Z={z=ax +(1—-a)y :2’ € B(z,¢),y € B(y,¢),a € [0,1]} C X.

Nietrudno sprawdzi¢, ze zbior Z jest otwarty, zatem Z C int(X). Co wiecej,
azx + (1 — a)y € Z dla kazdego « € [0, 1].
(b) Niech z,y € X, a € [0,1]. Istnieja wtedy wektory z,,y, € X takie,
ze przy m — 00 mamy T, — T, Y, — y. Z wypuktosci X, ax,+(1—a)y, € X
i
ary + (1 — @)y, = ax + (1 — a)y,

a zatem az + (1 — a)y € X. O

Twierdzenie 5 (O rozdzielaniu zbioré6w wypuklych hiperplaszczyzna)
Niech X 1Y bedg wypukltymi ¢+ domknietymi podzbiorami R™ tokimi, Ze
int(X) # 0 iint(X)NY = 0. Istnieje wtedy hiperptaszczyzna 11 rozdzielajgca

X @Y, tzn. istnieje wektor c € R™ \ {0} taki, ze

(c,y) < (c,z) reX, yev. (5)

Dowéd. Na mocy lematu 4 zbior int(X) jest wypukty. Latwo sprawdzié,
ze
Z={zeR":z=y—z,ycY,xzcint(X)}

jest zbiorem wypuklym. Z zalozenia 0 ¢ Z (gdyby 0 € Z, mielibysmy x =y
dla pewnych x € int(X), y € Y, co przeczy zatozeniu). Istnieje zatem wektor
¢ # 0 taki, ze dla dowolnego z € Z

(¢,2) =(c,y —x) < (c,0) =0.

Rzeczywiscie, jesli 0 ¢ Z, wynika to z twierdzenia 3 o oddzielaniu punktu (0)
od zbioru wypuklego i domknietego (Z) hiperplaszczyzna. Jedli zas 0 € Z,
powyzszy fakt wynika z twierdzenia (4) o istnieniu hiperptaszczyzny podpier-
ajacej (Z w 0). Stad dla kazdego x € int(X), y € Y, mamy (c,y) < (¢, z).
Jesli z € X \ int(X) = 0X, istnieja punkty x,, € int(X) takie, ze z, — =,
a zatem (c¢,y) < (¢,xp) — (c,z) dla dowolnego y € Y. W ten sposob
wykazalismy (5). O



