Metody optymalizacji. Wyktad 6
Metoda Lagrange’a

Na dzisiejszym wyktadzie podamy inne sformutowanie twierdzenia Kuhna
- Tuckera, uzywajac poje¢ funkcji Lagrange’a i punktu siodtowego. Wprowa-
dzone tu idee w naturalny sposéb prowadza do sformutowania zadania dual-
nego do danego problemu optymalizacyjnego, ktére wprowadzimy za tydzien.
Bedzie ono gra¢ wazna role w dalszej czesci naszego kursu.

Rozwazmy funkcje L : I'xR' — R, gdzie I' C R" jest niepustym zbiorem
wypuklym. Zatézmy, ze dla kazdego y € R L(-,y) jest wypukta w I' i dla
kazdego x € I' funkcja L(x,-) jest wklesta w R’

Definicja 1 Par¢ (z*,y*) € I' x R nazywamy punktem siodtowym funkcyi
L wI' xRY, jesli dla dowolnych x € T' 1y € R,

L(z",y) < L(=",y*) < L(z,y").
W praktyce bedziemy rozpatrywac¢ I' = R"™ lub I' = R”}.

Twierdzenie 1 Niech I' = R"}. Zaktadamy, Ze funkcjo L : I' x R — R
jest wypukta wzgledem x dla kazdego y € R\, wklesta wzgledem y dla kazdego
x €T, ijest klasy C'. Wtedy punkt (z*,y*) € xR jest punktem siodtowym
Junkcji L w I' xR wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sq nastepujgce warunki:

(i) G5 (2", y") 2 0,

(ii) (%, G= (2%, y")) = 0,

fiii) L (a*, ") <0,

(iv) (y*, G2 (z*,y*)) = 0.
Uwaga. W (i)-(iv), $& = V.L e R", §& = V, L € R™.
Dowo6d. Poniewaz x* > 0, y* > 0, warunki (i)-(iv) sa rownowazne warunkom
(i), (it"), (iii), (iv’), gdzie

(i) 2} & (a*,y*) = 0,i=1,...,n,

(iv’) yfg—i(x*,y*) =0,i=1,...,m.

= Jedli (2%, y*) jest punktem siodtowym L w I" x R, to dla kazdego
t=1,...,nix; >0,

gi(wi) := L(21, oy @1, iy i1, - Ty y7) 2 L7, y7) = gi(7),



zatem funkcja ¢g; : Ry — Rma minimum w z}. Stad d%igi(x;‘) = g—é(m*, y*) >
0 i ostra nier6wnosé¢ moze zachodzi¢ tylko wtedy, gdy =7 = 0. Stad (i), (ii’)
sa spelnione. Podobnie pokazuje sie, ze zachodza warunki (iii), (iv’).

< Zalozmy (i)-(iv). Poniewaz L jest wypukta wzgledem z, na mocy
twierdzenia 2 z czwartego wykladu, mamy dla kazdego x € R'}

Stad, na mocy zatozen (i)-(ii) i nieréwnosci x > 0, otrzymujemy

oL oL
L , * >L *’ * (77 *’ *)_(*’7 *, *>>L *, *.
(2,y7) 2 L(",y") + (2, 5 (2" y7) ) = (27, 5 (2" y7) ) 2 L™, y7)
Podobnie dowodzimy nieréwnosci L(x*,y) < L(x*,y*). O

Uwaga. Analogiczne twierdzenie w przypadku I' = R" otrzymuje sie
oL

zastepujac warunki (i)-(ii) przez g7 (z*,y*) = 0.

W dalszej czesci wyktadu rozwazaé¢ bedziemy nastepujace zadanie opty-
malizacyjne, ktore bedziemy cytowaé jako zadanie 1.
Niech I' € R™ bedzie zbiorem domknietym i wypuklym. Niech funkcje f; :
R" - R, i =1,...,m, bedg wkleste. Zdefiniujmy odwzorowanie f : R™ — R
wzorem f(x) = (fi(x),..., fm(x)), x € R™, i niech

X={zel: f(x) >0}.

Niech ¢ : R — R bedzie funkcjg wypukta. Szukamy minimum ¢ na X.

Uwaga. Zadanie 1 jest zadaniem programowania wypuktego. Co wiecej,
jesli I' = R™, to nasze zadanie jest podstawowym zadaniem programowania
wypuktego.

Definicja 2 Funkcje

L(z,y) = ¢(z) = (y, f(x)),  zeR" yeRY, (1)
nazywamy funkcjg Lagrange’a dla zadania 1.

Uwaga. W analizie, do szukania ekstreméw warunkowych funkcji ¢
(tzn. ekstremow ¢ na X = {x € T': f(x) = 0}), przydatna jest metoda
mnoznikéw Lagrange’a, polegajaca na szukaniu ekstreméw warunkowych ¢
wsrod punktow stacjonarnych L(z,y), tzn. (x,y) takich, ze %(m,y) =0,
g—;(x,y) = 0. Funkcja Lagrange’a, ktora obecnie omawiamy, pelni w zada-
niach programowania wypuklego (w szczegolnosei liniowego) podobna role,

jak mnozniki Lagrange’a w analizie.



Twierdzenie 2 Niech (z*,y*) € I' x R bedzie punktem siodtowym funkcyi
Lagrange’a (1) na I' x R, Wtedy «* jest punktem optymalnym dla zadania
1.

Dowéd. 7 definicji punktu siodtowego, dla dowolnych € I'i y € R
mamy

¢(z%) = (y, f(z%)) = L(z",y) L(z*,y") = o(2") = (v", f(z7))

o(z) — (v, f(x). (2)

=
8
<
*
I

Na mocy pierwszej z tych nieréwnosci,

(v, f(2") = (v", f(27)),  yeRY, (3)

a zatem f(z*) > 0. (Istotnie, gdyby fi(z*) < 0 dla pewnego ¢ € {1,...,m},
ktadac y; = dijc, j = 1,...,m, gdzie ¢ — oo, mielibysmy (y, f(z*)) =
cfi(x*) = —o0, co przeczy (3).) W szczegdlnosci z* € X.

Dla y = 0, mamy z (3) 0 > (y*, f(z*)). Ale y* > 0, f(z*) > 0, wiec
(y*, f(z*)) > 0. Zatem

(y*, f(z")) = 0. (4)
Jedli x € X, to f(z) >0, a wiec
(y, f(z¥)) = 0. (5)

Z prawej nierownosci w (2), (4) 1 (5), mamy dla kazdego x € T' (a wiec w
szczegolnosci dla kazdego z € X)

o(z") = ¢(z") — (v, f(27)) < ox) — (v, f(2)) < o(x),
zatem x* jest optymalny w X. O

Uwaga. Zatozenia wypuktosci I' i ¢ czy wklestosci f;, ¢ = 1,...,m, nie
byly w powyzszym dowodzie uzywane, podobnie jak jakiekolwiek zaltoze-
nia regularnosci (gtadkosci), a zatem znalezienie punktu siodtowego(z*, y*)
funkcji Lagrange’a L(z,y) daje optymalnosé¢ z* w podstawowym zadaniu
programowania matematycznego. W praktyce jednak twierdzenie 2 sto-
suje zwykle sie jako czeé¢ nastepujacego twierdzenia, w ktérym wszystkie
powyzsze zatozenia sa potrzebne.

Twierdzenie 3 (Kuhna - Tuckera, w wersji dla funkcji Lagrange’a)
Niech
X={zeR": fi(z) >0,i=1,..m,z > 0}. (6)



Zaktadamy, zZe funkcja ¢ jest wypukta, f;, i = 1,....m, wkleste, ¢ i f;,
i=1,...,m, sq klasy C', zas zbidr X jest reqularny w sensie Slatera. Wtedy
warunkiem koniecznym i wystarczajgeym na to, by x* € X byt punktem opty-
malnym w podstawowym zadaniu programowania wypuktego min{¢p(x) : z €
X} jest istnienie takiego y* € R, Ze para (z*,y*) jest punktem siodtowym
funkcji Lagrange’a L danej przez (1) na zbiorze R} x R'P.

Dowéd. Dostatecznos¢ warunku wynika z twierdzenia 2 z I' = R’}

Dla dowodu koniecznosci, zatézmy, ze z* jest punktem optymalnym w
rozwazanym zadaniu. Niech e; = (0,...,0,1,0,...0) (gdzie 1 wystepuje wytacz-
nie na j-tej pozycji), 7 = 1,...,n, bedzie baza kanoniczng w R™ i niech dla
Jg=1..n, fmyj(®) =z, x = (x1,...,x,). Zauwazmy, ze V fimi; = €5,
j=1,..n. Wtedy

X={zeR": fi(r) >0,i=1,...m+n} (7)

(zaktadana regularno$¢ zbioru dopuszczalnego znaczy, ze X opisany przez (7)
jest regularny w sensie opisanym w poprzednim wyktadzie). Z twierdzenia
Kuhna - Tuckera (twierdzenia 5 z ostatniego wyktadu), istnieja yj, ..., y5, >
0, v},...,v; > 0 takie, ze

Vo) = > uiVEiE) +) viej, (8)
i=1 Jj=1

0 = > yifila™)+> vzl 9)
i=1 j=1

Ale yf >0, fi(z*) >0, v}‘ >01 x; > 0, zatem (9) implikuje
m
S yhe) = o (10)
i=1

n
Zvj*x;‘ = 0. (11)
j=1

Niech y* = (y7,...,yp,). Oczywiscie y* € R, Sprawdzimy, ze para (z*,y*)
spelnia warunki (i)-(iv) twierdzenia 1, a zatem jest punktem siodtowym L
w R% x R, Istotnie, na mocy (1) i (8),



i=1 z*y7)
= Vo) =Yy Vii(a")
i=1
= Zv;e] = 0" >0,

gdzie v* = (v}, ...,v}). Zatem warunek (i) twierdzenia 1 zachodzi. Co wiecej,
na mocy (11),

(o e ) = ) =S 0
7j=1

co daje warunek (ii). Dalej,

o) = o (o) = f@) =16 <0

I(z*y*)

(y 78@(33 Y )) = —(y", f(z")) =—;yif¢(x ) =0,

gdzie ostatnia rownos¢ wynika z (10), a zatem warunki (iii)-(iv) tez sa
speklione.

O

Przyklad. Niech n = 2, m = 3. Dla # = (71,72) € R? niech ¢(z) =
r1 + 4x9, fl(ZC) =bx1 + 292 — 2, fg(iL‘) =3z + 3292 — 3, fg(x) =11+ 3x9 — 2.
Chcemy zminimalizowaé ¢ na zbiorze X danym przez (6).

Zauwazmy, ze funkcja celu ¢ jest liniowa, a wiec klasy C' i wypukta,
za$ funkcje f; s liniowe, a zatem C! i wkleste. Latwo sprawdzi¢, ze X
spelnia warunek Slatera (mozna np. wzia¢ x = (1,1)). Wszystkie zalozenia
twierdzenia 3 sa wiec spelnione.

Dla z = (z1,72) € R? iy = (y1,y2,y3) € R}, mamy

L(z,y) = z1+4x2—1p1(5z1 + 22 —2) — y2(321 + 322 — 3)
= —y3(x1 +3z2 —2),

a zatem
VoL(z,y) = (1—=>5y1 —3y2 —y3,4—y1 — 3y2 — 3y3),
VyL(z,y) = —f(y) = (2—5x1 — 22,3 — 321 — 3x2,2 — x1 — 3x2).



Warunki na istnienie punktu siodlowego L w punkcie (z,y) € R} x R
VaoL(z,y) 20, (2, VoL(z,y)) =0, VyL(z,y) <0, (y, VyL(z,y)) = 0 (patrz
twierdzenie 1), daja uktad réwnari i nieréwnosci

5y1 +3y2 +ys < 1, Y1+ 3y2 + 3y3 < 4,
z1(1 = 5y1 — 3y2 — y3) + 22(4 — y1 — 3y2 — 3y3) = 0,
2—05x1—22<0, 3—3x1—322<0, 2—121—322<0,
y1(2 —5x1 — 22) + y2(3 — 321 — 3x2) + y3(2 — 21 — 322) = 0.

Poniewaz x > 0 i y > 0, réwnania w powyzszym uktadzie mozna wzmocnié

do

r1(1—5y1 —3y2 —y3) =0, x2(4 —y1 — 3y2 — 3y3) =0,
y1(2—=521 —22) =0, y2(3—3x; —3x2) =0, y3(2—2x1 —3x2)=0.

Przez zmudne rozpatrywanie wszystkich przypadkéw mozna znalezé rozwiazanie
tego uktadu: z; = 2, 20 =0, y1 = y2 = 0, y3 = 1. Zatem z twierdzenia 3
wynika, ze z* = (2, 0) jest rozwiazaniem naszego zadania optymalizacyjnego.



