
Metody optymalizacji. Wykªad 1

Wprowadzenie

Przedmiot teorii optymalizacji stanowi znajdowanie ekstremów funkcji
rzeczywistych okre±lonych na zbiorach zadanych liniowymi lub nieliniowymi
ograniczeniami (tzn. równo±ciami lub nierówno±ciami). Przedmiot ten jest
równie» cz¦sto zwany programowaniem matematycznym, gdy» w jego
zastosowaniach celem rozwi¡zania zadania optymalizacyjnego jest znalezie-
nie najlepszego planu (programu) pewnych dziaªa«. Problemy tego typu
maj¡ szerokie zastosowanie poza matematyk¡, przede wszystkim w organi-
zacji i zarz¡dzaniu (np. logistyce), ekonomii czy �nansach.

Z reguªy do zada« programowania matematycznego nie stosuj¡ si¦ w
sposób wygodny znane rezultaty z analizy, co zmusza do poszukiwania nowych
metod i narz¦dzi do ich (dokªadnego lub przybli»onego�numerycznego) rozwi¡-
zywania. W praktyce cz¦sto zªo»ono±¢ obliczeniowa rozwa»anych problemów
(np. liczba zmiennych czy ogranicze« na nie) jest tak du»a, »e do ich
rozwi¡zania trzeba u»y¢ komputerów, co zmusza do znajdowania odpowied-
nich algorytmów.

W praktycznych zastosowaniach problem optymalizacyjny jest etapem
modelowania matematycznego interesuj¡cego nas obiektu, procesu czy
zjawiska. To ostatnie jest zªo»onym procesem, który mo»na z grubsza podzie-
li¢ na nast¦puj¡ce etapy:

1. Konstrukcja jako±ciowego modelu rozpatrywanego problemu: wydziela-
nie najistotniejszych czynników (parametrów) rozpatrywanego zjawiska i us-
talenie reguª, którym te czynniki podlegaj¡.

2. Stworzenie modelu matematycznego - zapis w terminach matematy-
cznych zale»no±ci z pierwszego etapu. Na tym etapie konstruuje si¦ tzw.
funkcj¦ celu, czyli liczbow¡ charakterystyk¦ danego zagadnienia, za po-
moc¡ której oceniamy, które rozwi¡zanie jest lepsze, a które gorsze (tzn.
odpowiada lepszej lub gorszej sytuacji rzeczywistej).

3. Badanie wpªywu zmiennych i parametrów na zachowanie si¦ i warto±¢

funkcji celu. Tu wªa±nie stosujemy metody optymalizacji: za pomoc¡ aparatu
matematycznego znajdujemy ekstrema funkcji celu odpowiadaj¡ce najlepszej
sytuacji rzeczywistej.

4. Zestawienie (porównanie testowe) rozwi¡za« otrzymanych w etapie 3 z

rzeczywistym modelowanym obiektem czy zjawiskiem. Je±li rezultaty s¡ zado-
walaj¡ce, model i wynikaj¡ce z niego optymalne rozwi¡zania przyjmuje si¦.
W przeciwnym wypadku idzie si¦ z powrotem do etapu pierwszego i próbuje
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poprawi¢ model, nast¦pnie do drugiego, i.t.d., a» do uzyskania zadowalaj¡-
cych rezultatów.

Klasy�kacja problemów

Dwa gªówne kierunki/typy zada« w programowaniu matematycznym to:
Zadania deterministyczne - wszystkie informacje, od których zale»y

modelowane zjawisko, s¡ w peªni znane, nie ma niepewno±ci co do parametrów
modelu. Tym wªa±nie przypadkiem b¦dziemy zajmowa¢ si¦ na naszym kur-
sie.

Programowanie stochastyczne - pewne informacje s¡ dla nas w chwili
podejmowania decyzji niedost¦pne lub istnieje niepewno±¢ co do niektórych
parametrów. Brakuj¡ce dane s¡ wtedy modelowane zmiennymi lub proce-
sami losowymi.

Podstawowe dziaªy (deterministycznego) programowania matematycznego:
Programowanie liniowe - funkcja celu jest liniowa, okre±lona na zbiorze

zadanym przez ograniczenia (równania czy nierówno±ci) liniowe.
Programowanie nieliniowe - tutaj funkcja celu i/lub warunki okre±la-

j¡ce zbiór, w którym j¡ optymalizujemy, s¡ nieliniowe. Wa»nymi klasycznymi
poddziedzinami programowania nieliniowego s¡:
• Programowanie wypukªe - funkcja celu jest wypukªa, o ile mamy

zadanie minimalizacji, lub wkl¦sªa, je±li trzeba j¡ zmaksymalizowa¢. W obu
wypadkach zbiór dopuszczalnych rozwi¡za« jest wypukªy.
•Programowanie kwadratowe - funkcja celu jest kwadratowa, okre±lona

na zbiorze zadanym przez równania czy nierówno±ci liniowe.
• Zadania wieloekstremalne - specjalne klasy zada«, cz¦sto spotykane

w zastosowaniach, np. minimalizacja funkcji wkl¦sªej na zbiorze wypukªym.
• Programowanie caªkowitoliczbowe - zmienne w zadaniu przyjmuj¡

wyª¡cznie warto±ci caªkowite.

Przykªadowe modele i problemy optymalizacyjne

Problem diety

Mamy zadany asortyment produktów. Znamy zawarto±¢ w ka»dym z nich
substancji od»ywczych: tªuszczów, biaªka, w¦glowodanów, i.t.d.. Zaªó»my,
»e jest n ró»nych produktów i m substancji od»ywczych. Przy i = 1, ..., n i
j = 1, ...,m, wprowadzamy nast¦puj¡ce oznaczenia:

aji - zawarto±¢ (w jednostkach masy) j-tej substancji w i-tym produkcie,
bj - minimalne dobowe zapotrzebowanie czªowieka na j-t¡ substancj¦,

2



ci - cena jednostki masy i-go produktu,
xi - szukane dobowe zapotrzebowanie na i-ty produkt (tzn. jego ilo±¢ w

diecie). Oczywi±cie xi ≥ 0.
Problem polega na wyznaczeniu ilo±ci xi ka»dego produktu tak, aby

pokry¢ dobowe zapotrzebowanie na wszystkie skªadniki spo»ywcze przy jak
najni»szym koszcie. Minimalizujemy zatem funkcj¦ celu

f(x1, ..., xn) =
n∑

i=1

cixi (1)

przy warunkach

n∑
i=1

ajixi ≥ bj , j = 1, ...,m, xi ≥ 0, i = 1, ..., n. (2)

Jak wida¢, jest to zadanie programowania liniowego. Wiele innych interesu-
j¡cych problemów optymalizacyjnych ma posta¢ (1)-(2) lub daje si¦ sprowa-
dzi¢ do tej postaci.

Zadanie transportowe

Trzeba stworzy¢ plan przewozu jednorodnego ªadunku tak, aby ogólny
koszt przewozu byª minimalny. Mamy

m punktów pocz¡tkowych (np. fabryk), z których b¦dziemy przewozi¢
towar,

n punktów docelowych (np. hurtowni), do których mamy go przewie¹¢,
za± przy i = 1, ...,m, j = 1, ..., n,
ai - ilo±¢ towaru w i -tym punkcie pocz¡tkowym,
bj - zapotrzebowanie na towar w j -tym punkcie docelowym,
cij - koszt przewozu jednostki produktu z i-go punktu pocz¡tkowego do

j-go miejsca przeznaczenia,
xij - ilo±¢ towaru przewiezionego z i do j.
Zatem funkcja

f(x11, ..., x1n, ..., xm1, ..., xmn) =

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij (3)

reprezentuje ogólny koszt przewozu,∑n
j=1 xij - ilo±¢ towaru wywiezionego z punktu pocz¡tkowego i,∑m
i=1 xij - ilo±¢ towaru przywiezionego do miejsca docelowego j.
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W najprostszym przypadku mamy warunki

n∑
j=1

xij = ai, i = 1, ...,m, (4)

(caªy towar z ka»dego punktu startu ma by¢ wywieziony),

m∑
i=1

xij = bj , j = 1, ..., n, (5)

(caªe zapotrzebowanie na ten towar w ka»dym punkcie ma by¢ zaspokojone,
ale bez tworzenia zapasów), i oczywi±cie

xij ≥ 0, i = 1, ...,m, j = 1, ..., n. (6)

Mamy wi¦c znale¹¢ minimum funkcji celu (3) na zbiorze zadanym warunk-
ami (4)-(6). Problem nosi nazw¦ zbilansowanego zadania transportu.
Istotnie, aby istniaªo jego rozwi¡zanie, konieczny jest warunek

m∑
i=1

ai =

n∑
j=1

bj , (7)

tzn. poda» (ilo±¢ towaru do wywiezienia) musi by¢ równa popytowi (caªkowitemu
zapotrzebowaniu na ten towar).

Ogólniej, mo»na rozpatrywa¢ zadanie transportowe nawet gdy warunek
(7) nie jest speªniony. Np, gdy

m∑
i=1

ai >
n∑

j=1

bj

(poda» przewy»sza popyt), ma sens minimalizacja funkcji celu (3) na zbiorze
zadanym warunkami (5)-(6) i

n∑
j=1

xij ≤ ai, i = 1, ...,m,

(nie musimy wywozi¢ caªego towaru z danego punktu, ale nie mo»emy z
niego wywie¹¢ wi¦cej, ni» go tam jest). Zadania tego typu nosz¡ nazw¦
niezbilansowanych.

Zadanie transportowe jest problemem programowania liniowego i mo»na
go przedstawi¢ w postaci (1)-(2). W praktyce ze wzgl¦du na du»¡ liczb¦
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zmiennych (m · n) i szczególn¡ struktur¦ ogranicze« stosuje si¦ do niego
dedykowane metody (w szczególno±ci tzw. algorytm transportowy).

Zauwa»my na koniec, »e powy»sze sformuªowanie przy dowolnych rzeczy-

wistych xij speªniaj¡cych podane ograniczenia ma sens dla towarów podziel-
nych jak np. woda, paliwo czy jaki± surowiec. W praktyce cz¦sto mamy do
czynienia z towarami niepodzielnymi, jak np. konie czy samochody. Doda-
jemy wtedy warunek, »e xij (a zatem równie» ai, bj) s¡ liczbami caªkowitymi.
Tak postawiony problem transportowy staje si¦ zadaniem programowania
caªkowitoliczbowego.

Zadanie o sposobie pracy systemu energetycznego

Rozwa»my m elektrociepªowni poª¡czonych liniami przekazu z w¦zªem
energetycznym, w którym skupiona jest moc dostarczana z elektrowni. Nale»y
znale¹¢ ilo±¢ energii dostarczanej przez poszczególne elektrownie, aby gene-
rowa¢ moc z jak najmniejszym zu»yciem paliwa w poszczególnych elektrow-
niach.

Oznaczmy przez xi moc generowan¡ przez i-t¡ elektrowni¦. Zakªadamy,
»e

αi ≤ xi ≤ βi, i = 1, ...,m, (8)

gdzie αi, βi s¡ danymi liczbami, odpowiadaj¡cymi minimalnej i maksymal-
nej mocy które mo»e (z powodów technologicznych, ekonomicznych, i.t.d.)
produkowa¢ i-ta elektrownia. Zakªadamy równie» warunek równowagi mocy

m∑
i=1

xi = P + π, (9)

gdzie P jest sum¡ zapotrzebowania na moc, a π ogóln¡ sum¡ strat przesyªu
w liniach. Zakªadamy, »e P i π s¡ danymi staªymi (w szczególno±ci, »e π nie
zale»y od xi).

Zu»ycie paliwa na generowanie mocy xi w i-tej elektrociepªowni jest dan¡
funkcj¡ wypukª¡ Ti : [αi, βi]→ R. Mamy wi¦c zminimalizowa¢ funkcj¦ celu

f(x1, ..., xn) =

m∑
i=1

Ti(xi)

przy warunkach (8)-(9). Tak postawiony problem jest zadaniem programowa-
nia wypukªego. Je±li w dodatku funkcje Ti s¡ kwadratowe, mamy zadanie
programowania kwadratowego.
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Zadanie o rozmieszczeniu

Mamy dane:
m punktów zapotrzebowania na pewien towar, z zadanymi wielko±ciami

zapotrzebowania bj , j = 1, ...,m,
n punktów produkcji tego towaru, przy czym dla i-go punktu produkcji,

i = 1, ..., n, znana jest funkcyjna zale»no±¢ kosztu produkcji fi = fi(xi) od
wielko±ci produkcji xi rozwa»anego towaru w i-tym zakªadzie,

aij - koszt przewozu jednostki produktu z i-go punktu produkcji towaru
do j-go punktu zapotrzebowania, i = 1, ..., n, j = 1, ...,m.

Zadanie polega na znalezieniu takich wielko±ci xij towaru przewo»onego
z i-go punktu produkcji towaru do j-go punktu zapotrzebowania, a zatem
równie» wielko±ci xi =

∑n
j=1 xij produkcji w poszczególnych zakªadach,

które minimalizuj¡ wydatki

f(x11, ..., x1n, ..., xm1, ..., xmn) =

n∑
i=1

m∑
j=1

aijxij +

n∑
i=1

fi(xi)

(gdzie pierwsza suma reprezentuje koszty transportu, a druga koszty pro-
dukcji), przy warunkach

n∑
i=1

xij = bj , j = 1, ...,m, xij ≥ 0, i = 1, ..., n, j = 1, ...,m.

Racjonalnym ekonomicznie zaªo»eniem jest »¡danie wkl¦sªo±ci funkcji fi.
Oznacza ona, »e tzw. marginalny koszt f ′i(xi) wytworzenia dodatkowej jed-
nostki produktu przy poziomie produkcji xi jest funkcj¡ malej¡c¡. Istot-
nie, pewne koszty procesu produkcyjnego (utrzymanie biur, zaprojektowanie
produktu, stworzenie linii produkcyjnej, przeszkolenie zaªogi) s¡ z grubsza
niezale»ne od poziomu produkcji, a inne, np. koszt surowców, rosn¡ mniej
wi¦cej liniowo wraz z liczb¡ sztuk produktu, wi¦c cena jednostkowa produktu
powinna male¢ przy rosn¡cej produkcji. Przy tym zaªo»eniu postawiony
problem staje si¦ zadaniem wieloekstremalnym.
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