
Metody optymalizacji. Wykªad 2

Zbiory wypukªe w przestrzeni euklidesowej

Dla x, y ∈ Rn, x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn), niech (x, y) =
∑n

i=1 xiyi
oznacza iloczyn skalarny x i y, a ||x|| =

√
(x, x) norm¦ euklidesow¡ (dªugo±¢)

wektora x. Przy x, y jak wy»ej, b¦dziemy pisa¢ x ≥ y, je±li x1 ≥ y1, x2 ≥ y2,
... xn ≥ yn (nierówno±¢ mi¦dzy wektorami oznacza analogiczne nierówno±ci

na wszystkich ich wspóªrz¦dnych).

De�nicja 1 Zbiór A ⊆ Rn nazywamy wypukªym, je±li dla dowolnych x, y ∈
A, α ∈ [0, 1], mamy αx+ (1− α)y ∈ A.

Innymi sªowy, zbiór jest wypukªy je±li wraz z ka»dymi swoimi dwoma punk-

tami zawiera ª¡cz¡cy je odcinek. Wektor αx+ (1− α)y, α ∈ [0, 1], wyst¦pu-
j¡cy w de�nicji 1 nazywamy kombinacj¡ wypukª¡ wektorów x i y.

Nietrudno sprawdzi¢, »e kula (otwarta lub domkni¦ta) w Rn jest wy-

pukªa.

Lemat 1 Niech A i B b¦d¡ macierzami o wymiarach odpowiednio m × n i

k × n dla pewnych k,m, n ∈ N i niech a ∈ Rm, b ∈ Rk. Wtedy zbiór

X = {x ∈ Rn : Ax ≥ a,Bx = b}

jest wypukªy.

Znaczy to, »e zbiór w Rn zadany dowoln¡ ilo±ci¡ ogranicze« (tzn. równa«

czy nierówno±ci) liniowych jest wypukªy.

Dowód. Dla x, y ∈ X, α ∈ [0, 1], mamy

A(αx+ (1− α)y) = αAx+ (1− α)Ay ≥ αa+ (1− α)a = a,

B(αx+ (1− α)y) = αBx+ (1− α)By = αb+ (1− α)b = b.

�

Lemat 2 Niech Cα, α ∈ I, b¦dzie rodzin¡ zbiorów wypukªych w Rn indek-

sowan¡ przez pewien zbiór I. Wtedy zbiór
⋂
α∈I Cα jest te» wypukªy.

Dowód - ¢wiczenie.

De�nicja 2 Kombinacj¡ wypukª¡ wektorów x1, ..., xm ∈ Rn nazywamy wek-

tor postaci x =
∑m

i=1 αixi, gdzie αi ≥ 0, i = 1, ....,m,
∑m

i=1 αi = 1. Liczb¦

m nazywamy dªugo±ci¡ tej kombinacji liniowej.
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Zauwa»my, »e w de�nicji 1 wyst¦powaªy kombinacje wypukªe o dªugo±ci 2.

Lemat 3 Zbiór C ⊆ Rn jest wypukªy wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera wszys-

tkie kombinacje wypukªe swoich elementów.

Dowód.

⇐ Oczywiste (wystarczy, »e zawiera kombinacje o dªugo±ci 2).
⇒ x = 1 · x, wi¦c z de�nicji wypukªo±ci C zawiera wszystkie kombi-

nacje wypukªe swoich elementów o dªugo±ciach 1 i 2. Zaªó»my, »e C zawiera

wszystkie kombinacje wypukªe swoich elementów o dªugo±ci m − 1, gdzie
m ≥ 3. Niech x =

∑m
i=1 αixi, αi ≥ 0, xi ∈ C, i = 1, ....,m,

∑m
i=1 αi = 1.

Je±li α1 = 1, x jest kombinacj¡ wypukª¡ dªugo±ci 1, wi¦c z zaªo»enia x ∈ C.
Je±li α1 6= 1, poªó»my βi = αi/(1− α1), i = 2, ..., n. Wtedy

x = α1x1 + (1− α1)(β2x2 + ...+ βmxm). (1)

Ale βi ≥ 0 i
m∑
i=2

βi =
1

1− α1

m∑
i=2

αi =
1− α1

1− α1
= 1,

a zatem z zaªo»enia indukcyjnego β2x2+...+βmxm ∈ C. To za± w poª¡czeniu

z (1) i wypukªo±ci¡ C daje x ∈ C. �

Rzutowanie (projekcja) na zbiór wypukªy

De�nicja 3 Odlegªo±ci¡ punktu x ∈ Rn od zbioru Y ⊆ Rn nazywamy liczb¦

ρ(x, Y ) := inf
y∈Y
||x− y||.

Projekcj¡ (rzutem) punktu x ∈ Rn na zbiór Y ⊆ Rn nazywamy punkt p ∈ Y
taki, »e ||x− p|| = ρ(x, Y ).

W ogólnym przypadku projekcja punktu na zbiór mo»e nie istnie¢, a je±li

istnieje, mo»e nie by¢ wyznaczona jednoznacznie. Problemy te ilustruj¡

nast¦puj¡ce przykªady.

1. Niech Y = B(0, 1) = {y ∈ Rn : ||y|| < 1} i niech x = (3, 0, ..., 0).
Nietrudno sprawdzi¢, »e ρ(x, Y ) = 2 (np. yn = (1 − 1/n, 0, ..., 0) ∈ Y ,
||x− yn|| = 2 + 1/n→ 2 przy n→∞), ale projekcja x na Y nie istnieje.

2. Rozwa»my zbiór Y = (−∞,−1] ∪ [1,∞) w R1 i niech x = 0. Wtedy

ρ(x, Y ) = 1 i punkty −1, 1 s¡ projekcjami x na Y .

Nast¦puj¡ce twierdzenie podaje wygodne warunki dostateczne na istnie-

nie i jednoznaczno±¢ projekcji.
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Twierdzenie 1 Je±li zbiór Y ⊆ Rn jest domkni¦ty, to rzut dowolnego punktu

x ∈ Rn na Y istnieje. Je±li dodatkowo Y jest wypukªy, rzut ten jest wyzna-

czony jednoznacznie.

Powy»sze przykªady pokazuj¡, »e zaªo»e« twierdzenia 1 nie da si¦ pomin¡¢.

Dowód. Wybierzmy ci¡g yn ∈ Y taki, »e

||x− yn|| < ρ(x, Y ) +
1

n
, n = 1, 2, ....

Ci¡g {yn} jest ograniczony, zatem istnieje jego podci¡g {ynk
} zbie»ny do

pewnego p ∈ Rn. Ale Y jest domkni¦ty, zatem p ∈ Y . Ponadto z ci¡gªo±ci

normy

||x− p|| = ||x− lim
k→∞

ynk
|| = lim

k→∞
||x− ynk

|| ≤ ρ(x, Y ).

Oczywi±cie ||x− p|| ≥ ρ(x, Y ), gdy» p ∈ Y , a zatem p jest rzutem x na Y .
Zaªó»my dodatkowo, »e Y jest wypukªy, i »e istniej¡ p′, p′′ ∈ Y , p′ 6= p′′,

takie, »e ||x−p′|| = ||x−p′′|| = ρ(x, Y ). Z wypukªo±ci Y , p := 1
2(p′+p′′) ∈ Y.

�atwo wida¢, »e ||x−p|| < ||x−p′||. Rzeczywi±cie, z twierdzenia Pitagorasa,

||x− p||2 +

(
||p′ − p′′||

2

)2

= ||x− p||2 + ||p− p′||2 = ||x− p′||2.

Dostali±my sprzeczno±¢, poniewa» ||x− p′|| = ρ(x, Y ). �

Wdalszym ci¡gu potrzebna nam b¦dzie nast¦puj¡ca geometryczna charak-

teryzacja projekcji.

Twierdzenie 2 Niech x ∈ Rn i niech Y b¦dzie domkni¦tym i wypukªym

podzbiorem Rn. Punkt p ∈ Y jest rzutem x na Y wtedy i tylko wtedy, gdy

dla ka»dego y ∈ Y
(y − p, x− p) ≤ 0. (2)

Intuicja geometryczna: je±li x 6= p 6= y, to

(y − p, x− p)
||y − p|| ||x− p||

jest cosinusem k¡ta mi¦dzy wektorami y− p i x− p. Twierdzenie 2 mówi, »e

aby p byªo projekcj¡ x na Y potrzeba i wystarcza, by dla dowolnego y ∈ Y ,
y 6= p, k¡t mi¦dzy y − p i x− p byª rozwarty lub prosty (ale nigdy ostry).

Dowód.
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⇒ Je±li p jest rzutem x na Y , to na mocy wypukªo±ci Y dla dowolnego

y ∈ Y i α ∈ (0, 1) wektor z = αy + (1 − α)p ∈ Y , a zatem z wªasno±ci

iloczynu skalarnego

||x− p||2 ≤ ||x− z||2 = ||x− αy − (1− α)p||2 = ||(x− p)− α(y − p)||2

= ((x− p)− α(y − p), (x− p)− α(y − p))
= (x− p, x− p)− 2α(y − p, x− p) + α2(y − p, y − p)
= ||x− p||2 − 2α(y − p, x− p) + α2||y − p||2,

a zatem

0 ≤ α2||y − p||2 − 2α(y − p, x− p) = α(α||y − p||2 − 2(y − p, x− p)),

co dla maªych α > 0 jest mo»liwe tylko gdy zachodzi (2).

⇐ Dla dowolnego y ∈ Y , na mocy warunku (2),

||y − x||2 = ||(y − p) + (p− x)||2 = ((y − p) + (p− x), (y − p) + (p− x))

= (y − p, y − p) + 2(y − p, p− x) + (p− x, p− x)

= ||y − p||2 + 2(y − p, p− x) + ||p− x||2

≥ ||p− x||2,

a zatem p jest projekcj¡ x na Y . �

Twierdzenia o oddzielaniu

De�nicja 4 Niech c ∈ Rn \ {0}, λ ∈ R. Zbiory

{x ∈ Rn : (c, x) ≤ λ}, {x ∈ Rn : (c, x) ≥ λ}

nazywamy póªprzestrzeniami, a zbiór

Π = {x ∈ Rn : (c, x) = λ}

hiperpªaszczyzn¡ (n−1-wymiarow¡ w Rn). c jest wektorem normalnym (tzn.

prostopadªym) do hiperpªaszczyzny Π.

Wanalizie wypukªej i jej zastosowaniach wielk¡ rol¦ odgrywaj¡ twierdzenia

o oddzielaniu. Podamy tu trzy tego typu rezultaty.

Twierdzenie 3 (Oddzielanie punktu od zbioru wypukªego i domkni¦tego)

Niech Y ⊆ Rn b¦dzie domkni¦ty i wypukªy i niech x ∈ Rn \Y . Istnieje wtedy

hiperpªaszczyzna

Π = {y ∈ Rn : (c, y) = λ} (3)

taka, »e x ∈ Π i (c, y) < λ dla ka»dego y ∈ Y .

4



Uwaga. Hiperpªaszczyzna taka nie jest na ogóª wyznaczona jednoznacznie.

Dowód. Niech p b¦dzie rzutem x na Y i niech c = x − p, λ = (c, x).
(Zauwa»my, »e c 6= 0, bo x /∈ Y .) Z de�nicji λ, x nale»y do hiperpªaszczyzny

Π danej przez (3). Z twierdzenia 2 wynika, »e dla ka»dego y ∈ Y

(y, x− p) ≤ (p, x− p).

Z drugiej strony, 0 < ||x− p||2 = (x− p, x− p), wi¦c

(p, x− p) < (x, x− p).

St¡d dla ka»dego y ∈ Y

(c, y) = (x− p, y) = (y, x− p) < (x, x− p) = (c, x) = λ.

�

Niech A ⊆ Rn. W dalszym ci¡gu przez int(A) b¦dziemy oznacza¢

wn¦trze A, przez A jego domkni¦cie, a przez ∂A jego brzeg.

Twierdzenie 4 (O hiperpªaszczy¹nie podpieraj¡cej) Niech X ⊆ Rn
b¦dzie zbiorem domkni¦tym i wypukªym i niech x0 ∈ ∂X. Istnieje wtedy

hiperpªaszczyzna Π = {x ∈ Rn : (c, x) = λ} podpieraj¡ca zbiór X w x0, tzn.
taka, »e x0 ∈ Π i dla wszystkich x ∈ X mamy (c, x) ≤ λ.

Dowód. Poniewa» x0 ∈ ∂X, istnieje ci¡g wektorów vn ∈ Rn \ X taki, »e

vn → x0. Na mocy twierdzenia 3 istniej¡ hiperpªaszczyzny Πn = {x ∈ Rn :
(cn, x) = λn} takie, »e λn = (cn, vn) i

(cn, x) < λn, x ∈ X, n ∈ N. (4)

Mo»emy zaªo»y¢, »e ||cn|| = 1 dla ka»dego n (je±li tak nie jest, we¹my c′n =
cn/||cn|| i λ′n = λn/||cn||, wtedy ||c′n|| = 1 i Πn = {x ∈ Rn : (c′n, x) = λ′n}).
Zatem dla pewnego podci¡gu indeksów {nk} i pewnego wektora c ∈ Rn
mamy cnk

→ c przy k →∞. Zauwa»my, »e

||c|| = || lim
k→∞

cnk
|| = lim

k→∞
||cnk
|| = 1,

wi¦c c 6= 0. Z ci¡gªo±ci iloczynu skalarnego,

(c, x0) =
(

lim
k→∞

cnk
, lim
k→∞

vnk

)
= lim

k→∞
(cnk

, vnk
) = lim

k→∞
λnk

.

Poªó»my λ = limk→∞ λnk
. Wtedy (c, x0) = λ, zatem x0 ∈ Π = {x ∈ Rn :

(c, x) = λ}. Ponadto dla x ∈ X, na mocy (4),

(c, x) = lim
k→∞

(cnk
, x) ≤ lim

k→∞
λnk

= λ,
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a zatem Π jest hiperpªaszczyzn¡ podpieraj¡c¡ X w x0. �

W dowodzie nast¦pnego twierdzenia b¦dzie nam potrzebny

Lemat 4 Niech X ⊆ Rn b¦dzie wypukªy. Wtedy

(a) je±li int(X) 6= ∅, to int(X) jest zbiorem wypukªym;

(b) zbiór X jest wypukªy.

Dowód.

(a) Niech x, y ∈ int(X). Istnieje wtedy ε > 0 taki, »e kule otwarte

B(x, ε) = {z ∈ Rn : ||z − x|| < ε} ⊆ X i B(y, ε) ⊆ X. Z wypukªo±ci X,

Z = {z = αx′ + (1− α)y′ : x′ ∈ B(x, ε), y′ ∈ B(y, ε), α ∈ [0, 1]} ⊆ X.

Nietrudno sprawdzi¢, »e zbiór Z jest otwarty, zatem Z ⊆ int(X). Co wi¦cej,

αx+ (1− α)y ∈ Z dla ka»dego α ∈ [0, 1].
(b) Niech x, y ∈ X, α ∈ [0, 1]. Istniej¡ wtedy wektory xn, yn ∈ X takie,

»e przy n→∞mamy xn → x, yn → y. Z wypukªo±ciX, αxn+(1−α)yn ∈ X
i

αxn + (1− α)yn → αx+ (1− α)y,

a zatem αx+ (1− α)y ∈ X. �

Twierdzenie 5 (O rozdzielaniu zbiorów wypukªych hiperpªaszczyzn¡)

Niech X i Y b¦d¡ wypukªymi i domkni¦tymi podzbiorami Rn takimi, »e

int(X) 6= ∅ i int(X)∩Y = ∅. Istnieje wtedy hiperpªaszczyzna Π rozdzielaj¡ca

X i Y , tzn. istnieje wektor c ∈ Rn \ {0} taki, »e

(c, y) ≤ (c, x) x ∈ X, y ∈ Y. (5)

Dowód. Na mocy lematu 4 zbiór int(X) jest wypukªy. �atwo sprawdzi¢,

»e

Z = {z ∈ Rn : z = y − x, y ∈ Y, x ∈ int(X)}
jest zbiorem wypukªym. Z zaªo»enia 0 /∈ Z (gdyby 0 ∈ Z, mieliby±my x = y
dla pewnych x ∈ int(X), y ∈ Y , co przeczy zaªo»eniu). Istnieje zatem wektor

c 6= 0 taki, »e dla dowolnego z ∈ Z

(c, z) = (c, y − x) ≤ (c, 0) = 0.

Rzeczywi±cie, je±li 0 /∈ Z, wynika to z twierdzenia 3 o oddzielaniu punktu (0)
od zbioru wypukªego i domkni¦tego (Z) hiperpªaszczyzn¡. Je±li za± 0 ∈ Z,
powy»szy fakt wynika z twierdzenia (4) o istnieniu hiperpªaszczyzny podpier-

aj¡cej (Z w 0). St¡d dla ka»dego x ∈ int(X), y ∈ Y , mamy (c, y) ≤ (c, x).
Je±li x ∈ X \ int(X) = ∂X, istniej¡ punkty xn ∈ int(X) takie, »e xn → x,
a zatem (c, y) ≤ (c, xn) → (c, x) dla dowolnego y ∈ Y . W ten sposób

wykazali±my (5). �
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