
Metody optymalizacji. Wykªad 6

Metoda Lagrange'a

Na dzisiejszym wykªadzie podamy inne sformuªowanie twierdzenia Kuhna

- Tuckera, u»ywaj¡c poj¦¢ funkcji Lagrange'a i punktu siodªowego. Wprowa-

dzone tu idee w naturalny sposób prowadz¡ do sformuªowania zadania dual-

nego do danego problemu optymalizacyjnego, które wprowadzimy za tydzie«.

B¦dzie ono gra¢ wa»n¡ rol¦ w dalszej cz¦±ci naszego kursu.

Rozwa»my funkcj¦ L : Γ×Rm
+ → R, gdzie Γ ⊆ Rn jest niepustym zbiorem

wypukªym. Zaªó»my, »e dla ka»dego y ∈ Rm
+ L(·, y) jest wypukªa w Γ i dla

ka»dego x ∈ Γ funkcja L(x, ·) jest wkl¦sªa w Rm
+ .

De�nicja 1 Par¦ (x∗, y∗) ∈ Γ× Rm
+ nazywamy punktem siodªowym funkcji

L w Γ× Rm
+ , je±li dla dowolnych x ∈ Γ i y ∈ Rm

+ ,

L(x∗, y) ≤ L(x∗, y∗) ≤ L(x, y∗).

W praktyce b¦dziemy rozpatrywa¢ Γ = Rn lub Γ = Rn
+.

Twierdzenie 1 Niech Γ = Rn
+. Zakªadamy, »e funkcja L : Γ × Rm

+ → R
jest wypukªa wzgl¦dem x dla ka»dego y ∈ Rm

+ , wkl¦sªa wzgl¦dem y dla ka»dego

x ∈ Γ, i jest klasy C1. Wtedy punkt (x∗, y∗) ∈ Γ×Rm
+ jest punktem siodªowym

funkcji L w Γ×Rm
+ wtedy i tylko wtedy, gdy speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:

(i) ∂L
∂x (x∗, y∗) ≥ 0,

(ii) (x∗, ∂L∂x (x∗, y∗)) = 0,

(iii) ∂L
∂y (x∗, y∗) ≤ 0,

(iv) (y∗, ∂L∂y (x∗, y∗)) = 0.

Uwaga. W (i)-(iv), ∂L
∂x = ∇xL ∈ Rn, ∂L

∂y = ∇yL ∈ Rm.

Dowód. Poniewa» x∗ ≥ 0, y∗ ≥ 0, warunki (i)-(iv) s¡ r 
ownowa»ne warunkom
(i), (ii'), (iii), (iv'), gdzie

(ii') x∗i
∂L
∂xi

(x∗, y∗) = 0, i = 1, ..., n,

(iv') y∗i
∂L
∂yi

(x∗, y∗) = 0, i = 1, ...,m.

⇒ Je±li (x∗, y∗) jest punktem siodªowym L w Γ × Rm
+ , to dla ka»dego

i = 1, ..., n i xi ≥ 0,

gi(xi) := L(x∗1, ..., x
∗
i−1, xi, x

∗
i+1, .., x

∗
n, y
∗) ≥ L(x∗, y∗) = gi(x

∗
i ),
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zatem funkcja gi : R+ → Rmaminimum w x∗i . St¡d
d
dxi
gi(x

∗
i ) = ∂L

∂xi
(x∗, y∗) ≥

0 i ostra nierówno±¢ mo»e zachodzi¢ tylko wtedy, gdy x∗i = 0. St¡d (i), (ii')

s¡ speªnione. Podobnie pokazuje si¦, »e zachodz¡ warunki (iii), (iv').

⇐ Zaªó»my (i)-(iv). Poniewa» L jest wypukªa wzgl¦dem x, na mocy

twierdzenia 2 z czwartego wykªadu, mamy dla ka»dego x ∈ Rn
+

L(x, y∗) ≥ L(x∗, y∗) +
(
x− x∗, ∂L

∂x
(x∗, y∗)

)
.

St¡d, na mocy zaªo»e« (i)-(ii) i nierówno±ci x ≥ 0, otrzymujemy

L(x, y∗) ≥ L(x∗, y∗) +
(
x,
∂L

∂x
(x∗, y∗)

)
−
(
x∗,

∂L

∂x
(x∗, y∗)

)
≥ L(x∗, y∗).

Podobnie dowodzimy nierówno±ci L(x∗, y) ≤ L(x∗, y∗). �

Uwaga. Analogiczne twierdzenie w przypadku Γ = Rn otrzymuje si¦

zast¦puj¡c warunki (i)-(ii) przez ∂L
∂x (x∗, y∗) = 0.

W dalszej cz¦±ci wykªadu rozwa»a¢ b¦dziemy nast¦puj¡ce zadanie opty-

malizacyjne, które b¦dziemy cytowa¢ jako zadanie 1.

Niech Γ ⊆ Rn b¦dzie zbiorem domkni¦tym i wypukªym. Niech funkcje fi :
Rn → R, i = 1, ...,m, b¦d¡ wkl¦sªe. Zde�niujmy odwzorowanie f : Rn → Rm

wzorem f(x) = (f1(x), ..., fm(x)), x ∈ Rn, i niech

X = {x ∈ Γ : f(x) ≥ 0}.

Niech φ : Rn → R b¦dzie funkcj¡ wypukª¡. Szukamy minimum φ na X.

Uwaga. Zadanie 1 jest zadaniem programowania wypukªego. Co wi¦cej,

je±li Γ = Rn, to nasze zadanie jest podstawowym zadaniem programowania

wypukªego.

De�nicja 2 Funkcj¦

L(x, y) = φ(x)− (y, f(x)), x ∈ Rn, y ∈ Rm
+ , (1)

nazywamy funkcj¡ Lagrange'a dla zadania 1.

Uwaga. W analizie, do szukania ekstremów warunkowych funkcji φ
(tzn. ekstremów φ na X = {x ∈ Γ : f(x) = 0}), przydatna jest metoda

mno»ników Lagrange'a, polegaj¡ca na szukaniu ekstremów warunkowych φ
w±ród punktów stacjonarnych L(x, y), tzn. (x, y) takich, »e ∂L

∂x (x, y) = 0,
∂L
∂y (x, y) = 0. Funkcja Lagrange'a, któr¡ obecnie omawiamy, peªni w zada-

niach programowania wypukªego (w szczególno±ci liniowego) podobn¡ rol¦,

jak mno»niki Lagrange'a w analizie.
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Twierdzenie 2 Niech (x∗, y∗) ∈ Γ× Rm
+ b¦dzie punktem siodªowym funkcji

Lagrange'a (1) na Γ×Rm
+ . Wtedy x∗ jest punktem optymalnym dla zadania

1.

Dowód. Z de�nicji punktu siodªowego, dla dowolnych x ∈ Γ i y ∈ Rm
+

mamy

φ(x∗)− (y, f(x∗)) = L(x∗, y) ≤ L(x∗, y∗) = φ(x∗)− (y∗, f(x∗))

≤ L(x, y∗) = φ(x)− (y∗, f(x)). (2)

Na mocy pierwszej z tych nierówno±ci,

(y, f(x∗)) ≥ (y∗, f(x∗)), y ∈ Rm
+ , (3)

a zatem f(x∗) ≥ 0. (Istotnie, gdyby fi(x
∗) < 0 dla pewnego i ∈ {1, ...,m},

kªad¡c yj = δijc, j = 1, ...,m, gdzie c → ∞, mieliby±my (y, f(x∗)) =
cfi(x

∗)→ −∞, co przeczy (3).) W szczególno±ci x∗ ∈ X.

Dla y = 0, mamy z (3) 0 ≥ (y∗, f(x∗)). Ale y∗ ≥ 0, f(x∗) ≥ 0, wi¦c
(y∗, f(x∗)) ≥ 0. Zatem

(y∗, f(x∗)) = 0. (4)

Je±li x ∈ X, to f(x) ≥ 0, a wi¦c

(y, f(x∗)) ≥ 0. (5)

Z prawej nierówno±ci w (2), (4) i (5), mamy dla ka»dego x ∈ Γ (a wi¦c w

szczególno±ci dla ka»dego x ∈ X)

φ(x∗) = φ(x∗)− (y∗, f(x∗)) ≤ φ(x)− (y∗, f(x)) ≤ φ(x),

zatem x∗ jest optymalny w X. �

Uwaga. Zaªo»enia wypukªo±ci Γ i φ czy wkl¦sªo±ci fi, i = 1, ...,m, nie

byªy w powy»szym dowodzie u»ywane, podobnie jak jakiekolwiek zaªo»e-

nia regularno±ci (gªadko±ci), a zatem znalezienie punktu siodªowego(x∗, y∗)
funkcji Lagrange'a L(x, y) daje optymalno±¢ x∗ w podstawowym zadaniu

programowania matematycznego. W praktyce jednak twierdzenie 2 sto-

suje zwykle si¦ jako cz¦±¢ nast¦puj¡cego twierdzenia, w którym wszystkie

powy»sze zaªo»enia s¡ potrzebne.

Twierdzenie 3 (Kuhna - Tuckera, w wersji dla funkcji Lagrange'a)

Niech

X = {x ∈ Rn : fi(x) ≥ 0, i = 1, ...m, x ≥ 0}. (6)
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Zakªadamy, »e funkcja φ jest wypukªa, fi, i = 1, ...,m, wkl¦sªe, φ i fi,
i = 1, ...,m, s¡ klasy C1, za± zbiór X jest regularny w sensie Slatera. Wtedy

warunkiem koniecznym i wystarczaj¡cym na to, by x∗ ∈ X byª punktem opty-

malnym w podstawowym zadaniu programowania wypukªego min{φ(x) : x ∈
X} jest istnienie takiego y∗ ∈ Rm

+ , »e para (x∗, y∗) jest punktem siodªowym

funkcji Lagrange'a L danej przez (1) na zbiorze Rn
+ × Rm

+ .

Dowód. Dostateczno±¢ warunku wynika z twierdzenia 2 z Γ = Rn
+.

Dla dowodu konieczno±ci, zaªó»my, »e x∗ jest punktem optymalnym w

rozwa»anym zadaniu. Niech ej = (0, ..., 0, 1, 0, ...0) (gdzie 1 wyst¦puje wyª¡cz-

nie na j-tej pozycji), j = 1, ..., n, b¦dzie baz¡ kanoniczn¡ w Rn i niech dla

j = 1, ..., n, fm+j(x) = xj , x = (x1, ..., xn). Zauwa»my, »e ∇fm+j = ej ,
j = 1, ...n. Wtedy

X = {x ∈ Rn : fi(x) ≥ 0, i = 1, ...,m+ n} (7)

(zakªadana regularno±¢ zbioru dopuszczalnego znaczy, »eX opisany przez (7)

jest regularny w sensie opisanym w poprzednim wykªadzie). Z twierdzenia

Kuhna - Tuckera (twierdzenia 5 z ostatniego wykªadu), istniej¡ y∗1, ..., y
∗
m ≥

0, v∗1, ..., v
∗
n ≥ 0 takie, »e

∇φ(x∗) =

m∑
i=1

y∗i∇fi(x∗) +

n∑
j=1

v∗j ej , (8)

0 =
m∑
i=1

y∗i fi(x
∗) +

n∑
j=1

v∗jx
∗
j . (9)

Ale y∗i ≥ 0, fi(x
∗) ≥ 0, v∗j ≥ 0 i x∗j ≥ 0, zatem (9) implikuje

m∑
i=1

y∗i fi(x
∗) = 0, (10)

n∑
j=1

v∗jx
∗
j = 0. (11)

Niech y∗ = (y∗1, ..., y
∗
m). Oczywi±cie y∗ ∈ Rm

+ . Sprawdzimy, »e para (x∗, y∗)
speªnia warunki (i)-(iv) twierdzenia 1, a zatem jest punktem siodªowym L
w Rn

+ × Rm
+ . Istotnie, na mocy (1) i (8),
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∂L

∂x
(x∗, y∗) = ∇φ(x∗)− ∂

∂x

( m∑
i=1

yifi(x)
)
|(x∗,y∗)

= ∇φ(x∗)−
m∑
i=1

y∗i∇fi(x∗)

=

n∑
j=1

v∗j ej =: v∗ ≥ 0,

gdzie v∗ = (v∗1, ..., v
∗
n). Zatem warunek (i) twierdzenia 1 zachodzi. Co wi¦cej,

na mocy (11), (
x∗,

∂L

∂x
(x∗, y∗)

)
= (x∗, v∗) =

n∑
j=1

v∗jx
∗
j = 0,

co daje warunek (ii). Dalej,

∂L

∂y
(x∗, y∗) =

∂

∂y

(
φ(x)− (y, f(x)

)
|(x∗,y∗)

= −f(x∗) ≤ 0,(
y∗,

∂L

∂y
(x∗, y∗)

)
= −(y∗, f(x∗)) = −

m∑
i=1

y∗i fi(x
∗) = 0,

gdzie ostatnia równo±¢ wynika z (10), a zatem warunki (iii)-(iv) te» s¡

speªnione.

�

Przykªad. Niech n = 2, m = 3. Dla x = (x1, x2) ∈ R2, niech φ(x) =
x1 + 4x2, f1(x) = 5x1 + x2− 2, f2(x) = 3x1 + 3x2− 3, f3(x) = x1 + 3x2− 2.
Chcemy zminimalizowa¢ φ na zbiorze X danym przez (6).

Zauwa»my, »e funkcja celu φ jest liniowa, a wi¦c klasy C1 i wypukªa,

za± funkcje fi s¡ liniowe, a zatem C1 i wkl¦sªe. �atwo sprawdzi¢, »e X
speªnia warunek Slatera (mo»na np. wzi¡¢ x = (1, 1)). Wszystkie zaªo»enia

twierdzenia 3 s¡ wi¦c speªnione.

Dla x = (x1, x2) ∈ R2 i y = (y1, y2, y3) ∈ R3
+, mamy

L(x, y) = x1 + 4x2 − y1(5x1 + x2 − 2)− y2(3x1 + 3x2 − 3)

= −y3(x1 + 3x2 − 2),

a zatem

∇xL(x, y) = (1− 5y1 − 3y2 − y3, 4− y1 − 3y2 − 3y3),

∇yL(x, y) = −f(y) = (2− 5x1 − x2, 3− 3x1 − 3x2, 2− x1 − 3x2).
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Warunki na istnienie punktu siodªowego L w punkcie (x, y) ∈ Rn
+ × Rm

+ :

∇xL(x, y) ≥ 0, (x,∇xL(x, y)) = 0, ∇yL(x, y) ≤ 0, (y,∇yL(x, y)) = 0 (patrz

twierdzenie 1), daj¡ ukªad równa« i nierówno±ci

5y1 + 3y2 + y3 ≤ 1, y1 + 3y2 + 3y3 ≤ 4,

x1(1− 5y1 − 3y2 − y3) + x2(4− y1 − 3y2 − 3y3) = 0,

2− 5x1 − x2 ≤ 0, 3− 3x1 − 3x2 ≤ 0, 2− x1 − 3x2 ≤ 0,

y1(2− 5x1 − x2) + y2(3− 3x1 − 3x2) + y3(2− x1 − 3x2) = 0.

Poniewa» x ≥ 0 i y ≥ 0, równania w powy»szym ukªadzie mo»na wzmocni¢

do

x1(1− 5y1 − 3y2 − y3) = 0, x2(4− y1 − 3y2 − 3y3) = 0,

y1(2− 5x1 − x2) = 0, y2(3− 3x1 − 3x2) = 0, y3(2− x1 − 3x2) = 0.

Przez »mudne rozpatrywanie wszystkich przypadków mo»na znale»¢ rozwi¡zanie

tego ukªadu: x1 = 2, x2 = 0, y1 = y2 = 0, y3 = 1. Zatem z twierdzenia 3

wynika, »e x∗ = (2, 0) jest rozwi¡zaniem naszego zadania optymalizacyjnego.
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