
Metody optymalizacji. Wykªad 4

Funkcje wypukªe, c.d.

Zajmiemy si¦ najpierw kryteriami wypukªo±ci funkcji kwadratowych w

Rn.

De�nicja 1 Symetryczn¡ macierz B o wymiarze n× n nazywamy

• nieujemnie okre±lon¡, je±li dla ka»dego x ∈ Rn mamy (x,Bx) ≥ 0,
• dodatnio okre±lon¡, je±li dla ka»dego x ∈ Rn \ {0} mamy (x,Bx) > 0.

Nietrudno sprawdzi¢, »e macierz B jest nieujemnie (dodatnio) okre±lona wte-

dy i tylko wtedy, gdy wszystkie jej warto±ci wªasne s¡ nieujemne (dodatnie).

Twierdzenie 1 Niech B b¦dzie macierz¡ symetryczn¡ o wymiarze n × n i

niech c ∈ Rn. Dla x ∈ Rn niech φ(x) = (x,Bx) + (c, x). Wtedy

a) funkcja φ jest wypukªa w Rn wtedy i tylko wtedy, gdy macierz B jest

nieujemnie okre±lona,

b) funkcja φ jest ±ci±le wypukªa w Rn wtedy i tylko wtedy, gdy macierz B
jest dodatnio okre±lona.

Dowód. a) Dla dowolnych x, y ∈ Rn, α ∈ [0, 1],

φ(αx+ (1− α)y) = (αx+ (1− α)y,B(αx+ (1− α)y)) + (c, αx+ (1− α)y)
= α2(x,Bx) + 2α(1− α)(x,By) + (1− α)2(y,By) + α(c, x) + (1− α)(c, y),

αφ(x) + (1− α)φ(y) = α(x,Bx) + (1− α)(y,By) + α(c, x) + (1− α)(c, y),
wi¦c

φ(αx+ (1− α)y)− αφ(x)− (1− α)φ(y) = α2(x,Bx) + 2α(1− α)(x,By)
+(1− α)2(y,By)− α(x,Bx)− (1− α)(y,By)

= −α(1− α)(x,Bx) + 2α(1− α)(x,By)− α(1− α)(y,By)

= −α(1− α)
(
(x,Bx)− 2(x,By) + (y,By)

)
= −α(1− α)(x− y,B(x− y)) = −α(1− α)(z,Bz), (1)

gdzie z = x− y. Na mocy (1), funkcja φ jest wypukªa wtedy i tylko wtedy,

gdy (z,Bz) ≥ 0 dla ka»dego z ∈ Rn.
b) Funkcja φ jest ±ci±le wypukªa wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych

x, y ∈ Rn, x 6= y, α ∈ (0, 1), lewa strona (1) jest ujemna, co ma miejsce

wtedy i tylko wtedy, gdy (z,Bz) > 0 dla ka»dego z ∈ Rn \ {0}. �

W dalszym ci¡gu b¦dziemy potrzebowa¢ nast¦puj¡cej wa»nej "geome-

trycznej" charakteryzacji wypukªo±ci funkcji ró»niczkowalnej.
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Twierdzenie 2 Niech X ⊆ Rn b¦dzie otwarty i wypukªy i niech φ : X → R
b¦dzie ró»niczkowalna w X. Wtedy φ jest wypukªa wtedy i tylko wtedy, gdy

dla dowolnych x, y ∈ X,

(∇φ(x), y − x) ≤ φ(y)− φ(x). (2)

Innymi sªowy, ró»niczkowalna funkcja φ jest wypukªa wtedy i tylko wtedy,

gdy jej wykres le»y nad dowoln¡ hiperpªaszczyzn¡ styczn¡ do jej wykresu.

Np. dla n = 1, warunek (2) przybiera posta¢ φ(y) ≥ φ(x)+φ′(x)(y−x). Przy
ustalonym x, prawa strona ostatniej nierówno±ci, jako funkcja y, przedstawia
styczn¡ do wykresu funkcji y = φ(x) w punkcie x.

Dowód. Je±li φ jest wypukªa, to dla dowolnych x, y ∈ X, x 6= y, α ∈
[0, 1], mamy

φ(x+α(y−x)) = φ((1−α)x+αy) ≤ (1−α)φ(x)+αφ(y) = φ(x)+α(φ(y)−φ(x)).
(3)

Poªó»my β = α||y − x||, s = y−x
||y−x|| . Wtedy z (3) dostajemy

||y − x||φ(x+ βs)− φ(x)
β

=
φ(x+ α(y − x))− φ(x)

α
≤ φ(y)− φ(x).

Przy ustalonych x, y i β ↓ 0 (czyli α ↓ 0), otrzymujemy

||y − x|| ∂φ
∂s

(x) ≤ φ(y)− φ(x). (4)

Ale ∂φ
∂s (x) = (∇φ(x), s) = 1

||y−x||(∇φ(x), y − x), zatem z (4) dostajemy (2).

Na odwrót, je±li (2) zachodzi dla dowolnych x, y ∈ X, to przy z = αx+
(1− α)y, mamy

(∇φ(z), x− z) ≤ φ(x)− φ(z),
(∇φ(z), y − z) ≤ φ(y)− φ(z).

Mno»¡c pierwsz¡ z tych nierówno±ci przez α ∈ [0, 1], drug¡ przez 1 − α, i
dodaj¡c stronami, dostajemy

0 = (∇φ(z), 0) = (∇φ(z), αx+ (1− α)y − z)
= α(∇φ(z), x− z) + (1− α)(∇φ(z), y − z)
≤ αφ(x) + (1− α)φ(y)− φ(z),

a zatem funkcja φ jest wypukªa. �

2



Wªasno±ci ekstremalne funkcji wypukªych

De�nicja 2 Niech f : X → R. Mówimy, »e punkt x∗ ∈ X jest opty-

malny (dla zadania minimalizacji f na X), je±li f(x∗) ≤ f(x) dla ka»dego

x ∈ X, tzn. f(x∗) = minx∈X f(x). Zapisujemy ten fakt w formie x∗ =
argmin{f(x), x ∈ X}.

Rozpoczniemy nast¦puj¡cym twierdzeniem, bardzo uªatwiaj¡cym znajdowanie

(np. numeryczne) minimów funkcji wypukªych.

Twierdzenie 3 Niech ∅ 6= X ⊆ Rn b¦dzie zbiorem wypukªym i niech φ :
X → R b¦dzie funkcj¡ wypukª¡. Zaªó»my, »e φ ma minimum lokalne w

punkcie x∗ ∈ X. Wtedy x∗ jest punktem optymalnym.

Dowód. Zaªó»my, »e istnieje x′ ∈ X taki, »e φ(x′) < φ(x∗). Niech xα =
αx∗ + (1− α)x′ dla α ∈ (0, 1). Wtedy

φ(xα) ≤ αφ(x∗) + (1− α)φ(x′) < αφ(x∗) + (1− α)φ(x∗) = φ(x∗). (5)

Ale przy α ↑ 1, xα → x∗, wi¦c (5) przeczy temu, »e x∗ jest minimum lokalnym

φ. �
Odpowiednik twierdzenia 3 dla funkcji niewypukªych jest oczywi±cie faªszywy.

Twierdzenie 4 Je±li zbiór X jest wypukªy i funkcja φ : X → Rn jest wy-

pukªa, to zbiór punktów optymalnych

X∗ = {x∗ ∈ X : φ(x∗) = min
x∈X

φ(x)}

jest wypukªy.

Dowód. Niech λ = minx∈X φ(x). Zauwa»my, »e

X∗ = {x∗ ∈ X : φ(x∗) ≤ λ}.

Zatem X∗ jest wypukªy na mocy lematu 1 z poprzedniego wykªadu. �

Twierdzenie 5 Je±li, przy zaªo»eniach twierdzenia 4, funkcja φ jest ±ci±le

wypukªa, to X∗ skªada si¦ z co najwy»ej jednego punktu.

Dowód. Zaªó»my, »e x′, x′′ ∈ X∗, x′ 6= x′′. Niech x̃ = 1
2(x
′ + x′′). Wtedy

x̃ ∈ X z wypukªo±ci X, a ponadto

φ(x̃) <
1

2
(φ(x′) + φ(x′′)) =

1

2
· 2min

x∈X
φ(x) = min

x∈X
φ(x),

co daje sprzeczno±¢. �

Uwaga. Na ogóª zbiór X∗ mo»e by¢ pusty, np. w przypadku X = R i

±ci±le wypukªej funkcji φ(x) = ex, x ∈ R.
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Podstawy programowania matematycznego

Podstawowe zadanie programowania matematycznego

Niech fi, i = 1, ...,m, b¦d¡ funkcjami rzeczywistymi, okre±lonymi na Rn.
Niech

X = {x ∈ Rn : fi(x) ≥ 0, i = 1, ...,m}. (6)

Niech φ : X → R. Zadanie minimalizacji φ na X b¦dziemy nazywa¢ pod-

stawowym zadaniem programowania matematycznego. Za rozwi¡zanie tego

problemu uwa»amy:

1) znalezienie punktu optymalnego x∗ = argmin{φ(x), x ∈ X} (jeszcze
lepiej byªoby znale¹¢ wszystkie takie punkty, ale w praktycznych zastosowa-

niach cz¦sto wystarczy jeden),

2) albo, je±li φ∗ = inf{φ(x), x ∈ X} nie jest na zbiorze X osi¡gni¦te,

znalezienie φ∗ (w szczególno±ci, sprawdzenie, »e φ∗ = −∞),

3) albo sprawdzenie, »e X = ∅ (w tym przypadku zadanie nazywamy

sprzecznym).

Je±li X i φ s¡ wypukªe, zadanie powy»sze nazywamy zadaniem pro-

gramowania wypukªego.

Je±li wszystkie funkcje fi z (6) s¡ wkl¦sªe, to zbiór {x : fi(x) ≥ 0} jest
wypukªy dla ka»dego i = 1, ...,m (patrz lemat 1 z poprzedniego wykªadu),

zatem X =
⋂m
i=1{x : fi(x) ≥ 0} jest wypukªy. Je±li prócz tego φ jest

wypukªa, to zadanie minimalizacji φ naX nazywamy podstawowym zadaniem

programowania wypukªego.

Terminologia. Zbiór X dany przez (6) nazywamy zbiorem dopuszczal-

nym, a jego elementy - punktami (programami) dopuszczalnymi. Nierówno±ci

fi(x) ≥ 0 w (6) nazywamy ograniczeniami. Punkt x∗ = argmin{φ(x) : x ∈
X} nazywamy punktem optymalnym, rozwi¡zaniem lub minimum globalnym.

Kierunki dopuszczalne

De�nicja 3 Niech s ∈ Rn \ {0}. Kierunek −s nazywamy mo»liwym (do-

puszczalnym) w punkcie x ∈ X, je±li istnieje β0 > 0 takie, »e dla dowolnego

β ∈ [0, β0] mamy x− βs ∈ X.

Intuicyjnie, kierunek −s jest dopuszczalny w x je±li "id¡c" z punktu x w tym

kierunku nie wyjdziemy natychmiast ze zbioru dopuszczalnego. Oczywi±cie

je±li x ∈ int(X), to ka»dy kierunek jest dopuszczalny w x.
Przykªad. Niech n = 2,X = {(x, y) ∈ R2 : y ≥ 0} (górna póªpªaszczyzna)

i niech x = (0, 0). Je±li s = (s1, s2) 6= 0, to −s = (−s1,−s2) jest do-

puszczalny w x wtedy i tylko wtedy, gdy −s2 ≥ 0, czyli s2 ≤ 0.
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De�nicja 4 Niech X b¦dzie dane przez (6). Ograniczenie fi(x) ≥ 0 nazy-

wamy aktywnym w punkcie x ∈ X, je±li fi(x) = 0.

Niech I(x) = {i : fi(x) = 0} b¦dzie zbiorem indeksów ogranicze« aktywnych

w punkcie x ∈ X.

W dalszym ci¡gu zakªadamy, »e fi ∈ C1, i = 1, ...,m, φ ∈ C1 (tzn. fi, φ
maj¡ ci¡gªe pochodne cz¡stkowe pierwszego rz¦du).

Podamy teraz kilka rezultatów pomocniczych, prowadz¡cych do gªównego

twierdzenia 6, które jest najwa»niejszym wynikiem w tej sekcji.

Lemat 1 Je±li przy ustalonym x ∈ X, wektor s ∈ Rn \ {0} speªnia ukªad

nierówno±ci

(∇fi(x), s) + σ ≤ 0, i ∈ I(x), (7)

przy pewnym σ > 0, to kierunek −s jest dopuszczalny w x.

Dowód. Je±li I(x) = ∅, to x ∈ int(X), a zatem dowolny kierunek jest w

tym punkcie dopuszczalny.

Zaªó»my, »e I(x) 6= ∅. Je±li −s nie jest dopuszczalny w x, to dla pewnego

i ∈ I(x) i dowolnie maªego β > 0, mamy fi(x − βs) < 0 (zauwa»my, »e dla

i /∈ I(x) i β > 0 dostatecznie maªego, fi(x − βs) > 0 na mocy ci¡gªo±ci fi,
wi¦c i-te ograniczenie jest speªnione). Ale fi(x) = 0 dla i ∈ I(x), wi¦c

fi(x− βs)− fi(x)
−β

=
fi(x)− fi(x− βs)

β
> 0.

St¡d przy β ↓ 0 dostajemy ∂fi
∂s (x) = (∇fi(x), s) ≥ 0, co przeczy (7). �

Stwierdzenie odwrotne do lematu 1 jest na ogóª faªszywe. Mamy jednak

nast¦puj¡c¡ cz¦±ciow¡ odwrotno±¢ tego lematu.

Lemat 2 Je±li kierunek −s ∈ Rn \ {0} jest dopuszczalny w punkcie x ∈ X,

to istnieje takie σ ≥ 0, »e para s, σ speªnia (7).

Dowód. Je±li teza lematu jest faªszywa, to

(∇fi(x), s) > 0 (8)

dla pewnego i ∈ I(x). Ale dla dostatecznie maªego β > 0, na mocy (8),

−fi(x− βs) = fi(x)− fi(x− βs) = β
∂fi
∂s

(x) + o(β)

= β(∇fi(x), s) + o(β) > 0,
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a zatem fi(x−βs) < 0 i −s nie jest kierunkiem dopuszczalnym w x, co daje

sprzeczno±¢. �

Uwaga. U»yty powy»ej symbol o(β) oznacza "niesko«czenie maª¡ rz¦du

wi¦kszego ni» β", tzn. wielko±¢ zale»n¡ od β, która po podzieleniu przez β
d¡»y do zera przy β ↓ 0. Jest to tzw. notacja Landaua.

Lemat 3 Niech X b¦dzie dany przez (6) i niech x ∈ X b¦dzie lokalnym

minimum funkcji φ na X. Zaªó»my, »e s ∈ Rn \ {0} i σ ∈ R speªniaj¡ ukªad

nierówno±ci

(∇fi(x), s) + σ ≤ 0, i ∈ I(x), (9)

−(∇φ(x), s) + σ ≤ 0. (10)

Wtedy σ ≤ 0.

Dowód. Zaªó»my, »e w (9)-(10) mamy σ > 0. Na mocy lematu 1 kierunek

−s jest dopuszczalny w x. Z (10) dostajemy (∇φ(x), s) ≥ σ > 0. Zatem,

poniewa» φ ∈ C1, dla dostatecznie maªego β > 0, (∇φ(x − βs), s) > 0 i

x − βs ∈ X z dopuszczalno±ci −s w x. St¡d i z twierdzenia Lagrange'a o

warto±ci ±redniej, dla pewnego θ ∈ (0, 1),

φ(x)− φ(x− βs) = β
∂fi
∂s

(x− θβs) = β(∇φ(x− θβs), s) > 0,

a wi¦c x nie mo»e by¢ b¦dzie lokalnym minimum funkcji φ na X. �

Twierdzenie 6 Je±li x ∈ X jest lokalnym minimum funkcji φ na X i wek-

tory ∇fi(x), i ∈ I(x), s¡ liniowo niezale»ne, to istniej¡ liczby ui ≥ 0,
i ∈ I(x), takie, »e

∇φ(x) =
∑
i∈I(x)

ui∇fi(x). (11)

Dowód tego rezultatu podamy na nast¦pnym wykªadzie.
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