Wyktad 6 (3.04.2023)

Zasada argumentu

Jedli funkcja f jest analityczna w pewnym obszarze D C C, z wyjat-
kiem odosobnionych punktéw osobliwych, ktére sa albo punktami pozornie
osobliwymi albo biegunami funkcji f, to méwimy, ze f jest funkcja mero-
morficzng w D.

Zalézmy teraz, ze f jest funkcja meromorficzng w D oraz, ze a € D
jest punktem, w otoczeniu ktérego funkcja f jest analityczna i f(a) = 0.
Z wczesniejszych wykladow wiemy, ze wtedy istnieje kolo otwarte K(a,r)
osrodku w punkcie a i promieniu r > 0, takie, ze punkt a jest jedynym

zerem funkcji f w tym kole. Zatem dla z € K(a,r)

f(2) = (= = a)*g(2),

gdzie g jest funkcja niezerujaca sie w kole K (a,r), a k jest krotnoscia krot-
noscia punktu zerowego a, tzn f(a) = f'(a) = --- = f*1(a) = 0 oraz

f*)(a) # 0. Ponadto dla z € K (a, ),

f'(z) = k(z—a)*'g(2) + (2 — a)*d ()
co implikuje, ze

f'2) _kz—a)*lg(e) + (2 —a)*g'(z) _ & AC)
f(2) (z —a)kg(2) (z—20) g(2)’

i oznacza, ze funkcja f’/f ma w punkcie a biegun rzedu pierwszego oraz

res(a, f'/f) = k.

Zatézmy teraz, ze punkt b € D jest biegunem rzedu m funkcji f. Wtedy, w

pewnym otoczeniu punktu b mamy



gdzie h(z) jest funkcja analityczna i rézna od zera w pewnym otoczeniu b.

Zatem podobnie jak powyzej mamy
f'(z) = =m(z = 0) 7" h(z) + (2 = b)) (2),

co implikuje, ze

fz) " 2—b " h(z)

7 ostatniej rownoéci wynika, ze w tym przypadku punkt b jest biegunem

) —m K

rzedu pierwszego funkcji f'/f oraz

ves(b, f'/f) = —m.

7 powyzszych rozwazan skorzystamy w dowodzie nastepujacego twier-

dzenia.

Twierdzenie 1. Zalozmy, Ze f jest funkcjg meromorficzng w obszarze jed-
nospojnym D oraz, Ze krzywa Jordana I' C D nie przechodzi ani przez zera
ani przez bieqguny funkcji f. Jesli N i P oznaczajg odpowiednio iloS¢ zer oraz
ilos¢ biegunow funkcji f liczonych wraz z krotnosciami,( tzn. zero krotnosci

k jest liczone k-razy, a biegun rzedu m, m-razy ) leZgcych wewngtrz ', to

L e,
27ri/pf(z)dz_N P.

Dowdd. Jedynymi izolowanymi punktami osobliwymi funkcji f'/f sa bie-
guny i zera funkcji f. Wystarczy wigc zastosowaé twierdzenie o residuach
oraz wyliczone powyzej residua funkcji f//f.

O]

Powyzsze twierdzenie nosi nazwe zasady argumentu, ze wzgledu na

to, ze wystepujaca we wzorze caltka faktycznie oznacza zmiane argumentu



funkeji f(z), gdy z przebiega krzywa zamknieta I'. Oczywiscie, Zze zmiana
argumentu funkcji f(z), gdy z przebiega krzywa zamknieta jest wielokrot-
noscia liczby 2.

Zauwazmy, ze

/ J;'((j; &2 = [ (og 1(2)d,

gdzie log f(z) oznacza odpowiednio wybrana galaz logarytmu; tzn. usta-
lamy punkt zg € I' i wybieramy wartosé¢ log f(zo) = log|f(z0)| + i arg f(z0),
poprzez ustalenie arg f(zp), a nastepnie ta wybrana galaz (czyli wartosé
arg f(zp)) zmieniamy w sposéb ciagly, gdy z przebiega krzywa I' zaczynajac
od punktu zg (i powracajac do tego punktu). Wtedy mamy

e, . |
/F ) dz = /F(logf(Z)) dz =log|f(z)|r +iarg f(z)|p

=iarg f(z)|p = iArf(z),

gdzie Ar f(z) oznacza przyrost arg f(z) wzdluz I.
Uwaga Jesli w ostatnim twierdzeniu zalozymy, ze f jest funkcja anali-
tyczna (zamiast meromorficzna) w obszarze jednospdjnym D, to otrzymamy,

ze

1 /
2ri Jr f(2)
gdzie N oznacza iloé¢ zer funkcji f, liczonych wraz z krotnosciami, wewnatrz

krzywej I'. Wykazemy teraz dwa lematy, z ktorych skorzystamy w dowodzie

twierdzenia Rouchégo.

Lemat 1. Jesli funkcje f i g sq¢ analityczne w obszarze jednospojnym D,

krzywa Jordana I' C D oraz funkcje f i g nie zerujg sie na I', to

Arargf(z)g(z) = Arargf(z) + Ararg g(2).



Dowdd. 7 zasady argumentu wynika, ze
1 1
gApargf(z) = Ny, oraz gAparg 9(z) = Ny,

gdzie Ny i N, oznaczajg ilos¢ zer wewnatrz I' odpowiednio funkcji f i g.
7 drugiej strony, oczywiscie ilo$¢ zer iloczynu funkcji rowna sie sumie zer
kazdej z funkcji (jesli zera liczone sa z uwzglednieniem wielokrotnosci) co

mozemy zapisac, ze Nty = Ny + Ny. Zatem mamy
1 1
S Arargf(2)g(z) = Nyy = Ny + Ny = o (Arargf(s) + Ararg g(2)
O

Lemat 2. Zaldzmy,ze funkcja h jest funkcjg analityczng w obszarze zawie-
rajgcym krzywq Jordana T’ wraz z jej wnetrzem. Jesli |h(z)| < 1 dla z € T,
to

Ararg(l+ h(z)) = 0.

Dowdd. Zauwazmy, ze jesli |h(z)| < 1, to
Re(1+ h(2)) > 1— |h(z)| > 0,

co oznacza, ze wartodci funkeji w = f(z) = 1+ h(z), gdy z € T, leza w
pélplaszezyznie Rew > 0 i dlatego galaz arg(1 4 h(z)) zmienia sie w sposéb
ciagly np. z przedziatu (—7/2,7/2), Zatem startujac z jakiego§ wybranego
punktu z I', wykonujac obieg wzdtuz krzywej I' i powracajac do tego samego

punktu warto$¢ arg(1 4+ h) nie zmieni sie. Dlatego

Ararg(l + h(z)) = 0.

Korzystajac z powyzszych lematéow wykazemy nastepujace



Twierdzenie Rouchégo. Zaléimy, zZe krzywa Jordana I' jest zawarta w
obszarze jednospdinym D oraz funkcje f i g sq¢ funkcjami analitycznymi w
D. Jesli dla kazdego z € T' spelniona jest nieréwnosé |g(z)| < |f(2)], to
funkcje f oraz f + g majq te samq ilos¢ zer (liczonych wraz z krotnosciami)

wewngtrz T'.

Dowdd. Zauwazmy, ze z zalozen twierdzenia wynika, ze |f(z)| > 0 dla z €
I, co oznacza, ze f(z) # 0 oraz 1+ g(z)/f(z) # 0 dla z € T' (poniewaz
lg(2)|/1f(2)] <1). Z réwnosci

(149
16 +9) = 1) (1+45).

i z lematu 1 wynika,ze
Ararg(f(2) +9() = Ar arg(f(2)) + Ararg (1+ f{i)

Ponadto, poniewaz ‘ %3

< 1, to na mocy lematu 2, mamy

Ar arg (1 + ffé;) =0.

Zatem

Nivg = 5-Arars(f(2) +9(2)) = o-Ar arg(f(2)) = Ny

gdzie Ny oznacza ilo$¢ zer funkcji f wewnatrz I'. O

Przyktady.

1.Wykazaé, ze wszystkie zera wielomianu
P(2) = 2° +62° + 22 + 10

leza w pierdcieniu 1 < |z| < 3.



2.Wykazaé, ze wielomian
244z -1

ma jeden pierwiastek w kole |z| < 1/3 oraz, ze pozostale pierwiastki leza w
pierscieniu 1/3 < |z] < 2

3. Wykazaé, ze jedli a > e, to réwnania réwnanie e® — az” = 0 ma n
pierwiastkéw w kole |z| < 1.

4. Ile pierwiastkéw wielomianu
B4+ 221

lezy wewnatrz okregu |z| =1 7



