Wyktad 5. (27.03.2023) Zastosowania twierdzenia o residuach
do obliczania calek rzeczywistych.

1. Calki niewlasciwe [ f(z)dx

Zalézmy, ze funkcja f jest analityczna w polplaszezyznie {z : Imz >
—h}, h > 0, z wyjatkiem skoniczonej ilosci izolowanych punktéw osobliwych
a1,a9,...,0,, Imag >0, k=1,2,...,n. Stosujac twierdzenie o residuach do
krzywej Jordana zlozonej z odcinka osi rzeczywistej [—R, R] oraz p6lokregu
I'p:

Ir: z(t)=Re", 0<t<m,

dostajemy dla dostatecznie duzych R > 0,
R n
/ f(z)dx + / f(z)dz =2mi Z res(ag; f). (1)
—R Tr k=1

Przypomnijmy, ze dla funkcji rzeczywistej f okreslonej na [a, +00) de-
finiujemy calke niewlasciwa [° f(z)dz = limp .o faR f(x)dx 1 méwimy, ze
calka ta jest zbiezna jesli ostatnia granica istnieje i jest skoficzona. Podobnie
definiujemy [“_ f(x)dz. Ponadto calke niewlasciwa w granicach od —oo do
—oo definiujemy

/ f(a)da = / Fe)de + / f(a)de
i méwimy, ze calka ta jest zbiezna, jesli zbiezna jest kazda z calek po prawej

stronie rownosci.
21: fe'e) . . .
Jedli catka [ f(z)dx jest zbiezna oraz

lim f(z)dz =0,
I'r

R—o0

to biorac stronami w (1) granice przy R — oo, dostajemy

/Oo f(x)dx = 2mi z’l: res(ag; f)
e k=1

Przykltad 1. Korzystajac z twierdzenia o residuach obliczy¢

/°° dr
o 1424

Zauwazmy najpierw, ze ze wzgledu na symetrie funkcji podcatkowej mamy



© dxr 1 (> dx
/0 1+at 5/, 1+t

Jedli f(2) = 7 + ——1, to funkcja f ma 4 odosobnione punkty osobliwe, ktore sg
pierwiastkami stopnia 4-tego z liczby —1, czyli zx = €' i ,k=10,1,2,3.
Kazdy z tych punktow jest biegunem rzedu pierwszego funkcji f . Korzysta-
jac z reguly 'Hospitala, tak jak w wykladzie 4 | dostajemy, ze res(zx; f) =
zp, k=0,1,2,3.

Nastepnie widzimy, ze zg = €'T oraz z; = ey leza w gornej pdiptasz-
czyznie, a 22, 23 lezg w dolnej péiplaszczyznie.Zatem dla dostatecznie duzych
R > 0, mamy

R
/_R f(z)dx + f(2)dz = 2mi(res(zo; f) + res(z1; f))

I'r

1
2—27T’L4(€ T4el T
—7T7,( 1 o1 1 4 1 ) s
= — — —_— Zi _ —_——
ViTE TR 2" V2
Pokazemy teraz, ze
lim f(z)dz =

R—oo JTp

Poniewaz dtugos$é pétokregu I'g wynosi 7R, dla R > 1 mamy

/ f(2)ie| <

/°° dx _1/0O dx o
o 1+at 2/ o142t 202

1 TR
R < 0
m \IﬁaR|1+z4] RY—1 Romo

Zatem

W dowodzie réwnosci limp_ fFR f(2)dz = 0, bedziemy korzystaé¢ z
nastepujacego lematu
Lemat Jordana

T —Rsinf ™
df < —.
/0 ‘ R



Dowdd. Z symetrycznosci funkcji sinus oraz z nieréwnosci sinf > 2779

dla 0 < 0 < 7/2 wynika, ze

™ . /2 . w/2
/ e—RsmedQ _ 2/ e—RsmedG < 2/ 6_2R9/7rd9
0 0 0

T _p . T o T
P P <7
7 TR R

Przyktad 2 Wykazaé, ze
oo
/ Ccos T dr — K
0o x24+1 2e

elZ

e =1

Jedynymi odosobnionymi punktami osobliwymi tej funkcji sa bieguny rzedu
pierwszego w punktach ¢ oraz —i. Wykazemy najpierw, ze limpg_, fFR f(z)dz =
0. Dla R > 1, mamy

Rozwazmy funkcje

f(z)dz

T eiR(cos@-l—isin@)iRei@
/0 1 + R2¢20
™ |€iR(cos 0+isin 49)‘R
/0 |1+ R2e2|
T e_RSineR R T —Rsin6
0 R2_1d9<R2_1/Oe do
L
- —
R2 —1R R—oo

d@’

do

gdzie ostatnia nier6wnosé wynika z lematu Jordana.

Zatem
0o gl® > coszx > gingx
—d :/ —d / —d
/—ool"‘1172.r —00552"_]. T —oox2+1x

e’ s
= 2mires | 1y ——— | = —
1+ 22 e

2. Calki Riemanna

2w
/ R(cos 0, sin0)db,
0



gdzie R(u,v) jest funkcja wymierna zmiennych u i v.

Poniewaz dla z = €%,
el 4 =10 1 1
0= — — — _ —
cos 5 7 <z + z) ,
el — =0 1 1
27 27 z

to

2 -1 _ 1 d
/ R(cos@,sin&)d@z/ R<Z+Z ,Z - ) =
0 |z|=1 2 2 iz

Ostatnia catka moze by¢ liczona przy pomocy twierdzenia o residuach.

Przyktad 3. Wykazaé, ze

2w de _2771-
0 24cosf /3

Kladac z = e, 0 € [0, 27],df = % oraz cosf = % (z + %) widzimy, ze

iz

/% do _2/ dz
0 24cosb iJpmp (4424 1)

2 dz 2 dz
- i/z|=1 Zidztl i /|z|=1 (- = (=2 = V3)(z — (=2 +V3)

Funkcja f(z) = leﬂ ma w kole |z| < 1 jeden biegun rzedu pierwszego w

punkcie a = —2 + /3 i res(a, f) = 2—\1/?: Zatem

/27r de 2/ dz 22 o1 2w
—_—— = - —_— = - Ml — = —
0o 2+4cosf i \ZI=lz(4+z+%> i 2v3 V3

3. Bardziej skomplikowane przyktady catek rzeczywistych, ktére mozna
obliczyé¢ za pomoca twierdzenia o residuach, to

® sinx T o, V2
/ =—, / sin® xdr = ——=.
0o 2 0 2V/2




