Wyktlad 4 (20.3.2023)

Twierdzenie o residuach. Zalozmy, Ze funkcja f jest analityczna w ob-
szarze jednospoinym G z wyjgtkiem skoriczonej ilosci odosobnionych punktow
osobliwych a1, as, ... ,ay. Jesli C C G jest krzywg Jordana takg, Ze wszystkie

punkty ay,az, ..., a, leig w jej wnetrzu, to

/ f(z)dz = 2mi i res(ag; f
¢ k=1

Dowdd. Niech C1,Cs,...,C, oznaczaja okregi o $érodkach odpowiednio w
ai,as, ..., a,, zawarte we wnetrzu C' i o promieniach dostatecznie matych
tak, by C, N C; =0 dla k # j.

Postepujac podobnie jak w poprzednim wykladzie tzn. tworzac odpo-
wiednie krzywe zamkniete ztozone z czesci krzywej C, czesci okregdéw Ci, k =

1,2,...n oraz nacie¢, mozna wykazaé ze

/f dz—/ f(z)dz + f( )dz—i--~+cf(z)dz

Poniewaz dla k=1,2....,n
1
g L ()= = res(es ).
i
otrzymujmy teze twierdzenia. O

Sposoby obliczania residuéw.
1. Wyznaczenie szeregu Laurenta

2. Jedli a jest biegunem rzedu k funkcji f, to

1

res(a; f) = ——— lim ((z — a)kf(z)>

(k=1)
(k —1)! =—a ‘

Istotnie, jesli a jest biegunem rzedu k, to

fz) = (Za_";)k+ (Za_";;,i_l +---+ﬁ+ao+a1(z—a)+....



Zatem

k

fz—a)f =ar+app(z—a)+-Fa_1(z—a)* THa(z—a) +....

Biorac stronami (k — 1) pochodna a nastepnie granice przy z — a otrzymu-
jemy zadany wzor.

Jesli a jest biegunem rzedu pierwszego, to

a_y = lim(z —a)f(2).

z—a

Przy wyznaczaniu residuéw czesto przydatna jest
Regula de ’Hospitala
Jedli f i g sa funkcjami analitycznymi w otoczeniu punktu zg oraz f(zp) =

g(z0) =0, oraz ¢'(z09) # 0, to

o G f0) PR ) T e ) 4 F e

=20 g(2) 2720 g(z) 4 @(z —20) + %(z —z20)2+... 9(20)

Podobnie, jesli f i g sa funkcjami analitycznymi w otoczeniu punktu zg

oraz
F(z0) = f'(z0) = -+ = [TV (z0) =
oraz
9(z0) =g'(20) = - = g™ V() =0, ¢™(2)#0
to

Przyktad 1. Niech

24 -1
Funkcja f ma 4 bieguny rzedu pierwszego w punktach z; =1, 290 =14, 23 =

—1, z4 = —i. Dla k = 1,2, 3,4 mamy (stosujac regule de I'Hospitala)



Z — Zk

res(zg; f) = lim f(2)(z — 2) = lim ——

1 Zk 2k

= lim — = =
z—zp 423 4z]% 4

Przyktad 2.Wykazaé, ze
dz
/z|:2 0 !

1
210 — 17

Niech
f(z) =

Jedli z, = tefgi, k = 0,1,2...9, oznaczaja pierwiastki zespolone 10-tego

stopnia z 1, to

Z— Zk

res(zg; f) = zlgglk f(2)(z = 2k) = zlgglk 210 1

1 Zk 2k

lim — = =
=5, 1029 1020 10

Oczywiscie wszystkie punkty zi, £ = 0,1,2...9, leza we wnetrzu okregu
|z] = 2. Mamy wiec
dz 2mi & ohermi
T = 02 0
gdzie ostatnia réwnos¢ wynika np. ze wzoru na sume Sjp szeregu geome-

trycznego.

Przyktad 3. Obliczy¢

eZ
—dz.
/|z2 (z—1)n

Punkt z = 1 lezy wnetrzu okregu |z| = 2, wiec

e? e?
————dz =2mires | 1; ————
/|Z:2 CEnT z mires < = 1)n>



Poniewaz funkcja f(z) = ﬁ ma w punkcie 1 biegun rzedu n, wiec

res (1; (zizl)n> = ll_}l n _1 0 (1; 6:22’__1;2”>(”_1) _ 0 _e 1)!




