Ptaszczyzna zespolona (otwarta) C nazywamy zbiér uporzadkowanych
par liczb rzeczywistych z = (z,y), w ktérym zostaly okreslone dzialania +
oraz - w nastepujacy sposob:

(w1, 1) + (w2,72) = (21 + T2, 91 + ¥2)
(1’1,91) : (952,92) = (xwz — Y1Y2, T1Y2 + 90291)

Nietrudno sprawdzi¢, ze (C,+,-) jest algebraiczny ciatem, tzw. ciatem liczb
zespolonych.

Niech R oznacza ciato liczb rzeczywistych. Kazdej liczbie rzeczywistej x
przyporzadkowujemy pare (z,0). Liczby zespolone postaci (0, y) nazywamy
liczbami czysto urojonymi, Jesli przyjmiemy i = (0, 1), to kazda liczbe ze-
spolong mozemy zapisa¢ w postaci z =z + 1y, x,y € R. Wtedy

r = Rez,

y = Imz

Sprzezeniem liczby zespolonej z = x + 1y nazywamy liczbe Z = x —iy. Modut
liczby z = x + 1y okreslony jest wzorem

|z| = \/2? + 2.

Latwo sprawdzic, ze

|z|°=2-2
Jesli z # 0, to

1z

z |

mamy tez

1 1
Rez = 5(2 +2z), Imz= Z(Z —Z).

Wlasnosci modulu
o |21+ 29| < |z1| + |22|  (nieréwnosé trojkata),
o |21 — 2| > [|21] — |22]],

o |z120] = |21]|22],

Z1
22

=2l (dla 2, #£0)

P




o [Rez| <f, [lmz] < |2],
o 2] < [Rez| + [Im
Dla z € C\ {0} okre$lmy

argz = {¢ € R: Rez = |z|cosp, Imz = |z|sinp}.

Jak wiadomo z analizy rzeczywistej zbiér arg z jest niepusty. Kazdy jego
element nazywamy argumentem liczby zespolonej z. Kazde dwa argumenty
liczby z r6znig sie o catkowity wielokrotnosé liczby 2.

Cwiczenie. Wykazaé, ze jesli zq, zo # 0 oraz

21 = ri(cos 1 + isin ¢q),

29 = 19(COS g + i Sin pg),

to
21 - 22 = r17a(cos(p1 + 2) + isin(pr + ¢2)),

z r .
L. T—l(cos(wl — o) +isin(p; — ¢2)).
2

Z9

Dla 7 > 012 € C kolem (otwartym) o $srodku w 2z, i promieniu r

nazywamy zbior
K(zp,7)={2€C:|z— 2| <r}.

Zbior A C C nazywamy ograniczonym, jesli istnieje r > 0 takie, ze
AC KO,r)=A{z:|z| <r}.

Niech z1, 29 € C oraz z; # 2z5. Odcinkiem o koncach zi, z, nazywamy
zbiér punktéw postaci:

Z:Zl+t(22—21), tGR,O<t<1

Zbioér
{z:2=214+t(20 — z1), teR}

nazywamy prosta wyznaczona przez 2z i zs.



1 Plaszczyzna domknieta. Sfera Riemanna

Ptaszczyzna domknieta C powstaje przez dotaczenie do ptaszczyzny (otwar-
tej ) C jednego punktu oco. Zatem

C = C U {oo}.

Punkty C poprzez rzut stereograficzny moga byé¢ utozsamiane ze sferg w R3.
Niech
S = {(9517552,5163) cR3: x% +x§ +g;§ = 1}_

N(0,0,1)

X, +iX,

Z=X+Hy =5
3

o

Ptaszczyzne C bedziemy identyfikowac z ptaszczyzna x3 = 0. Przez biegun
péinocny N(0,0,1) i punkt z = x+iy prowadzimy prosta. Prosta ta przecina
sfere S w punkcie o wspotrzednych:

2z 2y 122 —1
|22+ 1 2 |22+ 17 8 |22+ 1

€

Na odwrdt: majac punkt na sferze S o wspolrzednych (xq,xo,z3) pro-
wadzimy przez ten punkt i biegun N prosta; prosta ta przecina ptaszczyzne




14172
1—x3

ktory utozsamiamy z punktem z = ptaszczyzny C. Biegunowi N przy-
porzadkowujemy punkt oo.

Na plaszczyznie domknietej C odlegtoéé miedzy punktami z, 2/, d(z, 2'),
definiujemy jako odlegloéé euklidesowa w R3 pomiedzy ich obrazami sfe-
rycznymi; d(z,z') nazywamy metryka sferyczna. Latwo sprawdzié¢, ze dla
2,2 € C:

2 S
d(z,2') = |z — 7] 7z
(T +[2[2)(1 +[2]?))
oraz
d(z,00) = 2
S e ETe

Przestrzen metryczna (C,d) jest przestrzenia zwarta.

2 Pochodna funkcji zespolonej i jej interpre-

tacja geometryczna

Niech D bedzie zbiorem otwartym plaszczyzny zespolonej C. Méwimy, ze
funkcja f : D — C ma pochodna w punkcie zg € D jedli istnieje skonczona

granica:

lim f(Z) B f(ZO) _ f/(Z[))-

zZ—20 z — ZO
Jesli funkcja f ma pochodna w kazdym punkcie zbioru D, to f nazywamy
funkcja analityczna (lub holomorficzna) w D. Zbiér wszystkich funkcji holo-
morficznych w D oznaczamy przez H(D). Jesli f € H(C), to méwimy, ze f
jest funkcja catkowita.

Dla funkcji holomorficznych prawdziwe sa wzory na pochodna sumy, ilo-
czynu, ilorazu oraz na pochodng funkcji ztozonej takie same jak na pochodne
funkcji rzeczywistych.

Na ogét bedziemy zaktada¢, ze dziedzing funkcji jest zbiér otwarty i
spéjny (obszar) ptaszczyzny C.

Zalozmy, ze krzywa v : z = z(t), t € [, (3] jest krzywa klasy C*' (gtadka)
zawarta w obszarze D, za$ f € H(D). Wtedy obrazem krzywej v poprzez
funkcje f jest krzywa fo~ o réwnaniu: w = f(z(t), t € [a, §]. Ponadto mamy

(f 0 2)'(t) = f'(2(2) ().
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Jesli zg = z(to) oraz f'(zy) # 0, to oczywiscie mamy:

(f 0 2)'(to) = f'(20)2'(to),

przy czym lewa strona tej rownosci przedstawia wektor styczny do krzywej
f(v) w punkcie wy = f(z0), a prawa strone tej réwnosci mozemy interpreto-
wac jako wektor na plaszczyznie, ktoérego argument wynosi

arg f'(zo) + arg zo.

Jesli wiec f'(z0) # 0, to arg f'(z0) mozna interpretowad jako kqt lokalnego
obrotu przy odwzorowaniu f krzywych przechodzgcych przez punkt zg

Z powyzszej interpretacji argumentu pochodnej zespolonej wynika fakt
zachowanie katow pomiedzy krzywymi przy odwzorowaniach realizowanych
przez funkcje analityczne. Jedli rozpatrzymy dwie krzywe regularne ~;, 7o
zawarte w obszarze D i przecinajace sie w punkcie zg, a funkcja analityczna
f w D ma niezerujaca sie w tym obszarze pochodna, to krzywe f(v1), f(72)
beda krzywymi regularnymi przecinajacymi sie w punkcie wy = f(20), przy
czym styczne do tych krzywych w tym punkcie powstang poprzez obrot stycz-
nych do 71 1 72 w punkcie zy o ten sam kat réwny arg f’(z). Poniewaz kat
miedzy dwiema krzywymi przecinajacymi si¢ jest katem miedzy ich stycz-
nymi w punkcie przeciecia, to kat miedzy krzywymi v;, v9 W 2o jest taki sam
jak kat miedzy krzywymi f(71), f(72) w punkcie f(zp). Wykazaliémy wiec
nastepujacg wlasnosé funkcji holomorficznych:

Jesli f jest funkcjg analityczng w obszarze D o pochodnej stale réznej od
zera, to odwzorowanief zachowuje kqty miedzy krzywymi

Odwzorowania réznowartosciowe w obszarze D zachowujace katy miedzy
krzywymi nazywamy odwzorowaniem konforemnym.

Wielko$¢ | f'(zo)| ma réwniez prosta interpretacje geometryczna. Poniewaz

1 (z0)] = Tim L) = (0]

Y
=20 |z — 2

a wielko$¢ | f(z) — f(z0)| oznacza odleglo$é obrazéw punktéw z i zg poprzez
funkcje f, to |f'(z0)| oznacza lokalng deformacje odlegtosci w punkcie zp;
zauwazmy, ze deformacja ta jest niezalezna od kierunku.



3 Roéwnania Cauchy-Riemanna

Z istnienia pochodnej w punkcie z funkeji zespolonej f(z) = u(z, y)+iv(z,y), z =
x + 1y, mozna otrzymac¢ dwa rownania charakteryzujace cze$¢ rzeczywista i
urojong funkcji f. Réwnania te nosza nazwe réwnan Cauchy-Riemanna (C-
R). Pochodna funkcji f w punkcie z wyraza sie wzorem

h—0 h

Jesli h dazy do zera wzdluz osi rzeczywistej, czyli po prostu w powyzszym
wzorze h € R, to

fz+h) = f(2)

f(z) = fim h
— lim <U(x+ hyy) —u(z,y) vt hy) - v(x,y)>
h—0 h h

= (z,y) + wl(z,y)
Natomiast jesli h dazy do zera wzdtuz osi urojonej, tzn. h = ik, k € R, to

flz+ik) - f(2)

fi(z) = lim -
= lim U(I’y_’_kj)_u(x?y) _i_l-v(%y'f'kj)—v(x,y)
k0 ik 1k

Poréwnujac otrzymane wyrazenia dostajemy tzw. rownania Chauchy-Riemanna

(C-R):

Uy (2, y) = vy (2, y)

U;(l’, y) = _U:/E<'r7 y)

Zatem jesli funkcja f = u + v jest holomorficzna w obszarze D ptaszczyzny
zespolonej, to w obszarze tym spelnione sg rownania C-R. Réwnania te,
nie sg na ogdl warunkiem dostatecznym istnienia pochodnej zespolonej. Sa
one réwniez warunkiem dostatecznym przy dodatkowym zatozeniu ciaglosci
pochodnych czastkowych funkcji u i v.



4 Homografie

Homografig (przeksztatceniem Mobiusa) nazywamy funkcje h : C — C okre-

slong wzorem
az+b d
dlaz € C,z # —¢

cz+d
h(z) =414 dla z =
00 dla z = —¢

c’

(1)

gdzie a,b,c,d € C, ad — bc # 0 oraz ¢ # 0. Je$li ¢ = 0, to d # 0 , gdyz

ad — bc # 0 a funkcja okreslona wzorem (1) jest postaci

b
h(z):%z—l—g:AszB,

czyli jest funkcja liniowa . W tym przypadku mamy tez:

Wtasnosci homografii

h(o0) = 0.

1) Przeksztatcenie homograficzne jest réznowartosciowym, ciagtym prze-

ksztatceniem plaszczyzny domknietej C na siebie.

2) Zbiér wszystkich przeksztatceni homograficznych tworzy grupe, jesli za

dziatanie grupowe przyjmiemy sktadanie przeksztaltcen.

3) Jesli dane sg trzy punkty z1, 22, 23 € C oraz wy, wy, w3 € C, to istnieje
doktadnie jedna homografia h taka, ze h(zx) = wy, k= 1,2, 3.

Dowdd wlasnosci 3) Zatézmy, ze zaden z punktow zj, wy nie oo i niech

az+b
cz+d’

h(z) =
gdzie ad — bc # 0, oraz h(z) = wy, k = 1,2, 3. Poniewaz

(z — z1)(ad — b)
— = =1.2
W Wk (cz+d)(cz, +d)’ K T

to
w—wy  (czz+d)(z — 22)
w—ws (cza+d)(z — z3)
oraz
wy —wy (cz3 +d) (21 — 22)
wy —ws  (czo+d)(21 — 23)

7
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Zatem dostajemy

w— Wy W — W3 Z— 29 R — X3

W— w3 W —Wy Z—23 2 — 29

Wryliczajac z ostatniej rownosci w wyznaczamy w sposob jednoznaczny ho-
mografie h.

Jesli np. z3 = oo, to przyjmujemy

w— W2 W1 — W2 zZ — 29

w—ws wW; — W3 21 — 23

i podobnie traktujemy pozostate przypadki.

Definicja. Wyrazenie

Z1 — k3 R92 — 23
(21722723724> — :
Rl T R4 k2T 24

nazywamy dwustosunkiem czterech (rézinych) punktéw.

Zauwazmy, ze z powyzszych rozwazan wynika, ze dwustosunek (z1, 2o, 23, 24)
jest obrazem punktu z; poprzez homografie przeprowadzajaca punkty zs, 23, 24

odpowiednio na punkty 1,0, co. Rzeczywiscie homografia taka jest okreslona
wzorem

—0 1-—
(Z7227Z37'Z4) = (’LU, 1707 OO) = = ’ =

1-0

= w.

Mamy wiec nastepujaca wlasno$é homografii:
4) Dwustosunek czterech punktéw jest niezmiennikiem homografii, tzn
(Zb 22, %3, 24) - (h(zl)a h(22)7 h(Zg), h(24))
5) Kazda homografia jest zlozeniem przeksztatcen liniowych i odwrotno-
Sci.

Istotnie, przy zatozeniu ¢ # 0 mamy:

h— ad
h(z):az+b_a

C

cz+d c+cz+d'

Poniewaz przy rzucie stereograficznym zarowno okregom jak i prostym
na ptlaszczyznie C odpowiadaja okregi na sferze Riemanna, to okregiem na
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C (albo okregiem w szerszym sensie) bedziemy nazywaé¢ dowolny okrag lub
prosta na C.
Nastepna wlasnosé jest wnioskiem z wlasnosci 5)

6) Homografie przeksztalcaja okregi na C na okregi na C.
Ponadto mamy

Whniosek 1. Dwustosunek czterech punktow jest liczbg rzeczywistq wtedy 4

tylko wtedy, gdy punkty te lezg na jednej prostej lub na jednym okregu.

Punkty symetryczne

Definicja. Mowimy, Ze punkty z i zx sq symetryczne wzgledem okregu A na

C przechodzgceqgo przez punkty z1, zs, 25 wtedy i tylko wtedy, gdy

(2%, 21, 22, 23) = (%, 21, 22, 23) (2)

Zauwazmy, ze jesli z € A, to zx = z.

Mozna réwniez wykazaé, ze powyzsza definicja punktéw symetrycznych
zalezy tylko od okregu A, a nie zalezy od wyboru punktow zi, 2o, 23 tego
okregu.

Zaloézmy najpierw, ze A jest prostg na C. Wtedy mozemy przyjaé np
z3 = 00 1 réwnanie (2) zapisaé zapisa¢ w postaci

2% —29 Z— 29

21— 2o H—Z

Stad wynika , ze

Z% —2o| = |z — 2|
oraz
Z* =29 Z — 29 Z* —Z9 Z — Z9
Im = —Im , Re = Re .
21 — %2 21 — %2 21— %2 21— 22

Z ostatniej réwnosci wynika, ze




CO oznacza, ze
Z% —Z

=it, teR,
21 — 22

czyli

arg(z * —z) = g + arg(z; — 22).
7 rozwazan tych wynika wiec, ze punkty z i zx sg symetryczne w zwyktym
sensie wzgledem prostej przechodzacej przez punkty 27 i 29, tzn punkty z, zx
leza na prostej prostopadlej do prostej przechodzacej przez punkty z; i 2o w
jednakowej odlegltosci od tej proste;.

Zatozmy teraz, ze A jest okregiem wyznaczonym przez trzy niewspot-
liniowe punkty zj,29,23 o réwnaniu: |z — a| = R. Wtedy, korzystajac z
niezmienniczosci dwustosunku przy odwzorowaniach homograficznych dosta-
jemy

(Z*,Z1,Z272’3) (Z 21722723) (Z 2172’2,23)

(z—a,71—a,% —a,z3 —a) = (_ _,Zl—a,ZQ—CL,Zg—a>
a

RZ
= <_ - +a721>22723>-

Z—a

Stad wynika, ze punkt symetryczny do z wzgledem okregu |z —a| = R wyraza
sie wzorem

7) Zasada symetrii. Jesli homografia przeprowadza okrag w szerszym
sensie I' na okrag (w szerszym sensie) I', to punkty symetryczne wzgledem
okregu I' sa przeksztatcane na punkty symetryczne wzgledem okregu I'.

Dowéd wlasnosci 7) Niech 21, 25,23 € I' i niech z, zx beda punktami sy-
metrycznymi wzgledem I'. Wtedy h(z1), h(22), h(z3) € h(I') = I oraz mamy

(h(z%), h(z1), h(22), h(z3)) = (2%, 21, 22, 23) = (2, 21, 22, 23)

(
= (h(2), h(21), h(z2), h(z3))
= ((h(2))%, h(z1), h(22), h(z5)),

co oznacza, ze h(zx) = (h(z))x*.



Przyktad. Znalez¢é homografie h przeprowadzajace okrag jednostkowy
|z] = 1 na siebie i takie, ze h(zp) =0, |20] < 1.

Ze wzoru na punkty symetryczne wzgledem okregu |z| = 1 wynika, ze
punkt symetryczny do zg wyraza si¢ wzorem zg*x = % Poniewaz h(zy) = 0,
to h (%) = o0 (gdyz punktem symetrycznym do srodka okregu jest oo).
Zatem

Z— 20 _ 22
h(Z) =A = —AZO —.
1
z— = 1— 22
Z0
Ponadto homografia h spetnia warunek
[A(e”)] =1,
CO oznacza, ze
i0 —if
_ eV =z ol —e Pz o
_A207,9 = —AZOG’Leii,G = | — AZ[)€ZG| =1.
1 — zye? 1 — zye?

Lo

Mozemy wiec przyjaé, ze —AzZy = €', a € R i ogdlng posta¢ homografii
przeksztatcajacych koto jednostkowe na siebie zapisa¢ w postaci:
zZ— 20

h(z) = e , e R, < 1.
(2) =e 1 — % |20]

5 Szeregi potegowe

W przestrzeni C z metryka d(z1, 22) = |21 — 23|, ktéra jest wlasciwie metryka
euklidesowa na plaszczyznie R?, mozemy rozpatrywacé ciagi {a,} jak i sze-
regi - a, o wyrazach zespolonych. Szereg > > | a,, nazywamy zbieznym jesli
istnieje skoniczona granica ciagu {S,}, gdzie S, = a1 +az + -+ + ay,.

Dwa ponizsze twierdzenia (znane z analizy rzeczywistej) prawdziwe sg
rowniez dla szeregdw o wyrazach zespolonych.

Twierdzenie. Jesli szereg > a,, , a, € C ma zbiezng majorante, tzn |a,| <

A, i YA, < o0, to szereg Y a, jest zbieiny bezwzglednie.

Twierdzenie. (Mertensa) Jesli szeregi > 02 o an, Yoo bn Sq 2biezne, przy

czym co najmniej jeden z nich jest zbiezny bezwzglednie © ich sumy sqg rowne
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odpowiedni A i B, to szereg
Z Cns gdzie ¢, = agb, + a1b,_1 + -+ + aybg
n=0

jest zbiezny i jego suma wynosi AB
Szereg Y o ¢, Wystepujacy w powyzszym twierdzeniu nazywamy iloczy-
nem Cauchy’ego szeregow > 77 a, 1 Y07 by.
Definicja. Szeregiem potegowym o srodku w punkcie zy € C nazywamy szereg
postaci
ian(z—zo)", a, €C, n=0,1,.... (3)
n=0

Twierdzenie. Niech bedzie dany szereg potegowy postaci (3). Istnieje wtedy

R € [0, 00] takie, ze

(a) szereg (3) jest zbieiny bezwzglednie w kole {z : |z — z| < 7} i jedno-

stagnie zbieiny w kole {z : |z — 20| < p}, p < R,
(b) cigg {|an||z — 20|™} jest nieograniczony dla |z — z| > R,

(c)

R

1
 lim SUP,, oo /] an]

Dowdéd. Niech
R =sup{r:r € [0,00): ciag r"|a,| jest ograniczony}.
Jesli wiec |z — 29| > R, to z definicji supremum wynika, ze ciag
{lan|lz — 20["}

jest nieograniczony.
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Jesli |z — zo| < R, to istnieje r takie, ze |z — 29| < < R i ciag {|a,|r"}

jest ograniczony np. przez M, czyli

N lan|r™ < M.

neN

n n
Z — Z Z — Z
|an(2_20)n|:|an|rn<| - 0|> <M<| 0|> 7

r

Wtedy

co oznacza zbieznos$¢ bezwzgledna w kole |z — 29| < R.

Jesli |z — 29| < p < R, to biorac r takie, ze p < r < R mamy

lan(z — 20)"| < M (f) :
co oznacza zbiezno$é jednostajna w kole |z — 2| < p.
Jesli 0 <r < R, to
N lan|r™ < M(r) € (0, 00).
neN

Zatem

—_

Ja] ™ < (M (1))

<

Przechodzac do granicy n — oo otrzymujemy

lim sup {/|a,| <

n—oo

S|

Poniewaz ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa dla wszystkich r € (0, R), to

1
lim sup {/|a,| < = (i)

n—oo

Jesli R = 400, to z powyzszej nierownosci wynika natychmiast réwnosc¢.
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Jesli R < oo, to dla r > R, ciag |a,|r" jest nieograniczony, a wiec w
szczegblnosci nieskonczenie wiele wyrazow tego ciagu jest wiekszych niz 1, co

oznacza, ze

1
li lan| = — dlar > R.
imsup {/|ay,| . ar

n—oo

Zatem

1
limsup {/|a,| > = (ii)

Ostatecznie (i) i (ii) daja
1

limsup {/|a,| =

O

n

Twierdzenie. Jesli szereg potegowy Y02 an(z — 2z0)™ ma dodatni promien

zbieznosci R, to funkcja

o0

flz) = Z an(z — z)"

n=0

jest okreslona w kole K (zo, R) = {z : |z — 20| < R} i ma w tym kole pochodng

f(2) =" ann(z — z)" .
n=1
Dowdéd. Bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze zp = 0. Zaldézmy
wiec, ze
f(z)=> a,2", |z| <R
n=0
Niech
9(z) = na,2""', || <R
n=1
Niech w € K(0, R) bedzie dowolnie ustalone. Wtedy dla z € K(0, R) \ {w}

mamy



Wyrazenie w ostatnim nawiasie = 0 dla n = 1. Natomiast dla n > 2 mamy

Aowt nw" =" w4 ™ —

Z—w
=" =" (=) e (2w = w™ T
=(z —w) ((Z”_2 Fw" B )
Fw(z" e ") )

=(z—w)(Z" 7+ 2w" + 3w 2"+ (n— D"

n—1
=(z—w))_ kwk—1zn k-t
k=1

Jesli ponadto z,w € K(0,r), Or < R, to

g kwk—lzn—k—l < 75:1 k’l“k_l’f‘n_k_l _ Tn—2n(n — 1)
k=1 k=1 2
. Zatem
£(2) — Sl R . .
T ) < B S - a0
n=2

Poniewaz promien zbieznosci szeregu 2%, n(n — 1)a, 2" 2 wynosi R, to dla
0 < r < R suma szeregu > 22, n(n — 1)|a,|r" % jest skoriczona. Ostatecz-
nie przechodzac w nieréwnosci (i) do granicy przy z — w otrzymujemy, ze

pochodna f'(w) istnieje i jest réwna g(w). O

6 Funkcja wykladnicza

Funkcje wyktadnicza z — e* okreslamy wzorem



Poniewaz promien zbieznosci powyzszego szeregu potegowego wynosi oo,
to funkcja wyktadnicza jest okreslona i ma pochodng na catej ptaszczyznie

C.

Funkcja wyktadnicza e* ma nastepujace wtasnosci:

1) (e =
2)
/\ €Z1+Z2 — 621 . 6Z2
Zl,ZQG(C
3)
Z1 —

z
2 jest liczbag catkowita.
e

el = e &
4) funkcja wyktadnicza zawezona do zbioru liczb rzeczywistych jest funk-
cja $cisle rosnaca oraz odwzorowuje R na (0, +00),
5) dla t € R mamy: e = cost + isint.
6) funkcja e* odwzorowuje C na C\ {0}.
Dowdd 1). Z twierdzenia o pochodnej szeregu potegowego wynika, ze
= n -1 = n+1 o
z:: 7' nz_:o (n+1)!
=3 L
— !

Dowdd 2). Stosujac twierdzenie Mertensa o iloczynie Cauchy;ego szeregéw

otrzymujemy:

n=0 n=0
_n*O n! (kz:;) kl(n — k)'2122 >
0.)
_ Z 7(21 + 22)71 _ €Z1+ZQ
n:OTﬂ
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Dowdd 4). Poniewaz e* = €7 | to dla € R mamy e € R. Ponadto jesli
x>0, to

n

ez:1+zx—|.1+x,
n:ln'

a wiec lim, ., e* = +00. Ponadto, na mocy wtasnosci 2)

Zatem

oraz lim,_,_, e = 0.
Z whasnodci 2) wynika réwniez, ze e* # 0 dla z € C. Rzeczywiscie, gdyby
e* = 0 dla pewnego z € C, to poniewaz e*-e~* = 1, dostalibySmy sprzeczno$¢.
Jesli ¢ € R to jak pokazalismy e® € R, ale mamy tez

ex:@% .@% = (e%)2 >0,

co oznacza, ze €* > 0 dla x € R. Ponadto poniewaz obraz R poprzez funkcje
e” jest zbiorem spojnym, to z powyzszych rozwazan wynika, ze jest on prze-
dziatem (0,00). W konicu poniewaz (€)' = e* > 0, to e” jest funkcja Scisle
rosnaca na R.
Dowdd 5). Podstawiajac z = it, t € R, dostajemy
it Attt atd

it D . _
e TR T TR TR N

Zatem

y 2t
Re(e ):1—§+a—~-:cost
oraz
it o, :
Im(e ):t—§+a—~-:slnt.

Uwaga. Dla z = = + iy mamy
e* = " = ¢%(cosy + isiny),

a wiec |e*| = e” oraz arge® = y.
Z okresowosci funkcji trygonometrycznych sin i cos wynika, ze dla do-
wolnej liczby catkowitej £ mamy

ez+2k7r -
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6.1 Logarytmy

Definicja. Logarytmem naturalnym liczby zespolonej z # 0 nazywamy liczbe

zespolong w o tej wlasnosci, ze

Piszemy wtedy
w=Inz ub w=logz.

Ze wzgledu na okresowos¢ funkcji w — e* dla dowolnej liczby z istnieje
nieskonczenie wiele jej logarytméw naturalnych, rézniacych sie¢ miedzy soba
o wielokrotnos¢ liczby 2mi. Mamy bowiem

w o €w+2k7ri

€ =z

Niech w = In z i niech z = re = r(cos 0+isinf), gdzier = |z| , 0 = arg z.
Jesli w = x + iy, to z rownosci

el — exeiy — Tei@
wynika, ze
r=e'=xz=Inr=Inlz|
oraz
y =0+ 2km = arg z.
Mamy wigc

Inz=In|z|+iargz.
Poniewaz funkcja wyktadnicza z — e* jest réznowartosciowa w pasie
Imz| <7
i odwzorowuje ten pas na
Q=C\ (—o00,0],

a wiec w tym obszarze mozemy okresli¢ funkcje (jednoznaczna) logz (lub
Logz). Ta funkcja jest nazywana logarytmem glownym, lub gatezia gtoéwna
logarytmu i jest analityczna w €2 oraz

1
log 2) = —.
(log 2) .
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Definicja Jesli G C C jest obszarem (zbiorem otwartym i spéjnym) i
f: G — C jest ciggly funkcjg w G i takg, e ef®) = 2, to f jest galezig
logarytmiczng .

Oczywiscie 0 € G.

Jesli Q = C\ (—00,0], to f(re??) = logr + 6, |0] < , jest galezia
logarytmiczna.

Réwniez f(z) + 2nki, k € Z, jest galtezia logarytmiczna w €.

Pochodna dowolnej gatezi logarytmicznej wynosi %

Galaz logarytmiczna nie moze by¢ okreslona w zbiorze Q = C\ {0}.

Potegi. Dla z # 0 oraz a € C definiujemy

SO — ealogz'

Zauwazmy, ze
e funkcja 2z jest funkcja (jednoznaczna) wtedy i tylko wtedy, gdya € Z.
e 2Y/"ma zawsze n réznych wartosci.

Przyklad. Wyznaczy¢ wszystkie wartodci 7°.

7 Caltki krzywoliniowe

Jesli funkcja o wartosciach zespolonych f = u + v jest okreslona na prze-
dziale [a, b] C R, to catke Riemanna funkcji f po przedziale [a, b] definiujemy
wzorem

/abf(t)dt - /abu(t)dtﬂ'/bv(t)dt.

a

Zatem f jest calkowalna w sensie Riemanna na [a,b] wtedy i tylko wtedy,
gdy funkcje rzeczywqiste u = Ref oraz v = Imf sg catkowalne w sensie
Riemanna. Poniewaz f'(t) = iv'(t) + i/(t), wiec jesli F'(t) = f(t) na [a,b],
to

/bf(t)dt — Fa) — F(b).

Krzywa ~ na plaszczyznie C nazywamy funkcje ciagta v : [a,b] — C, gdzie
[a,b] C R:
v=7(t), te€lab] (4)

19



Jesli v(a) = ~(b), to krzywa nazywamy zamknieta. Kazda krzywa 7 ma
orientacje (uporzadkowanie punktéw krzywej) odpowiadajaca wzrostowi pa-
rametru ¢.

Jesli krzywa —v opiszemy réwnaniem

—y=7(a+b-1), telab],

to orientacja —v jest przeciwna do orientacji vy opisanej (4).

Jesli 1, 72 sa krzywymi takimi, ze koniec ; jest jednocze$nie poczat-
kiem s, to krzywa mozemy utworzy¢ krzywa bedaca ich suma v = v + 7».
Méwimy, ze krzywa v jest gltadka (regularna) jesli

yiz=2z2(t), te€la,b

oraz funkcja z(t) jest klasy C' na [a, b].

Jesli krzywa ~ jest taka jak powyzej krzywa gtadks na ptaszczyznie C, a
f jest funkcja zespolong okreslong na ~, to catke krzywoliniowg funkcji f po
krzywej v definiujemy wzorem

Lf@ﬂwjﬁf@@%@ﬁ.

a

Jesli
Y=t T Ty

gdzie v, k =1,...,n s krzywymi gtadkimi, to méwimy, ze v jest kawatkami
gtadka. Dla takiej krzywej v przyjmujemy

Lf(z)dz = kZ:/% f(z)dz.

7.1 Wlasnosci catek krzywoliniowych
1)
dz = d d
[ +oydz = [ jaz+ [ gz

(przy zalozeniu, ze calki po prawej stronie rownosci istnieja)

2) dla dowolnej statej ¢ € C:

/cfdz:c/fdz
g g
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/7fdz:_/vde’

gdzie —v oznacza krzywa majaca orientacje przeciwng do krzywej ~.
4) Jedliy: 2z = z(t), t € [a,b], to
/ f(z)dz
ol

gdzie M = max{|f(z)| : z € v} , a l(y) oznacza dtugos¢ krzywej
dang wzorem

< Ml(vy),

b
1) = [ 12 (0)ld.
Dowdéd wtasnosci 4). Mamy

[ remz i < [reol ol

Af(z)dz

< [(1 e = i)

8 Calka krzywoliniowa a funkcja pierwotna

Definicja. Mowimy, ze funkcja f okreslona w obszarze D C C ma funkcje
pierwotng F w tym obszarze, jesl F' jest funkcjq analityczng w D oraz dla
z€ D mamy f(z) = F'(z).

Nastepne twierdzenie mowi, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym
istnienia funkcji pierwotnej funkcji f ciaglej w obszarze jest zerowanie sie
catek tej funkcji po krzywych zamknietych zawartych w tym obszarze.

Twierdzenie. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by funcja f
cigglta w obszarze D miata w tym obszarze funkcje pierwotng jest by dla

kazdej krzywej (kawatkami reqularnej) zamknietej v C D

/vf(z)dz = 0.
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Zatozmy najpierw, ze F' jest funkcjg pierwotna funkcji f w obszarze D,

czyli, ze
N F'(z) = f(2).

zeD

Niech v C D bedzie krzywa zamknieta opisang rownaniem
v z=2z2(t), t €a,b],

przy czy mamy z(a) = z(b).
Wtedy

Zatbézmy teraz, ze
/ f(2)dz=0
gl

dla dowolnej krzywej zamknietej v C D. Niech a, 2z € D beda dowolnie usta-
lonymi punktami. Z ciggtosci funkcji f w punkcie z wynika, ze dla dowolnego
e > 0 istnieje takie d > 0 takie, ze K(z,0) C D oraz

Fe+h) = f) <e jesli |n] <d.

Zdefiniujmy funkcje F' wzorem

gdzie 7, jest dowolnie wybrang krzywa zawarta w D o poczatku w a i koncu
w. Zauwazmy, ze przy ustalonym a funkcja F'(w) jets dobrze zdefiniowana,
tzn. warto$¢ F'9w) nie zalezy od wyboru krzywej laczacej punkty a i w.
Istotnie jesli 7/, jest inna taka krzywa, to v, — 7., jest krzywa zamknieta w
D, a wiec
0= Q= [ f@dc— [ .
YtV Yw Yew

CO 0znacza, ze

| rdc= [ rcc

w
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Wykazemy teraz, ze F'(z) = f(z). Dla dostatecznie matych |h| mamy

F(z+h) = 7f )d¢ + f(Q)d¢.

[z,2+h]
paten F(z+h)—F(z) 1
z — z
h h [z,z+h]F(od<'
Stad, dla |h| < § mamy
F(z+h) — F(z) 1 B B
)| = |, 0O = e < et =<

9 Twierdzenie calkowe Cauchy’ego

Twierdzenie catkowe méwi ogolnie, ze catka z funkcji holomorficznej w ob-
szarze D po odpowiedniej krzywej zamknietej wynosi zero. Jedng z najprost-
szych wersji tego twierdzenia jest nastepujacy

Lemat Goursata. Jesli funkcja [ jest holomorficzna w obszarze D 1 nie-
zdegenerowany trojkat T o wierzcholkach z1, 29,23 (czyli T = {z : z =
AMz1 + Aozg + A3z, A = 0, A+ Ao + A3 = 1}) zawiera sie w obszarze
D, to

/an(z)dz =0

Definicja. Obszar G C C nazywamy guiaZdzistym wzgledem punktu a jesh
wraz z kazdym punktem z2€ G caly odcinek |a, z zawiera sie w G.

Nastepne twierdzenie nosi nazwe twierdzenia Cauchy’ego dla obszaréow
gwiazdzistych
Twierdzenie. Jesli funkcja f jest holomorficzna w obszarze gwiaZdzistym G

to dla dowolnej krzywej zamknietej v kawatkami gladkiej lezgce) w obszarze

G
/vf(z)dz = 0.
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Dowaod. Zatdézmy, ze obszar G jest gwiazdzisty wzgledem punktu a € G.

Rozwazmy funkcje
Fe)= | FOc

. Wykazemy, ze F' jest funkcja pierwotna dla funkcji f w obszarze G. Niech
z € G bedzie dowolnie wybranym punktem obszaru GG. Niech 7.0 bedzie takie,
ze K(z,r) C G. wtedy jesli |h| < r, to odcinek [z, z+h] C G oraz caly trojkat
T o w wierzchotkach a, z, z + h zawiera sic w GG. Z lematu Goursata wynika,
VAS

0= [ SQdc=[ FQdc+ [ FQdck [ Qe
Zatem

Fleh) = F@)= [ fOdc

Z ciagltosci funkcji f w punkcie z wynika, ze dla dowolnego € > 0 istnieje

takie 0 < 0 < r takie, ze

IF(Q) = ()l <e Jesli |z = (] <0

Oznacza to, ze jesli |h| < 0, to

f(Q) = f(z) +e(Q), edze [e(¢) <e

dla ¢ € [z, 2z + h|. Zatem

Fleh) =F@)= [ (FE)+eO)c=F@h+ [ (Qdc

[z,2+h]
Stad

1

_ 1 1
I

<
Id

e|lh| = e.

[ e
[2,2+h]
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Wykazali$my wiec, ze F'(z) = f(z). Na mocy twierdzenia o funkcji pierwot-
nej mamy
/ f(z)dz=0
gl
Uwaga. Obszar D C C nazywamy jednospoéjnym jesli C \ D jest zbiorem
spojnym.
Mozna wykazaé, ze teza ostatniego twierdzenia jest prawdziwa przy zatozeniu

jednospéjnosci obszaru.

O

Uwaga. Obszar D C C nazywamy jednospéjnym jesli C\ D jest zbiorem
spojnym.
Mozna wykazaé, ze teza ostatniego twierdzenia jest prawdziwa przy zatozeniu
jednospéjnosci obszaru.
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