Wyktlad 3 (13.03.2023)
Rodzaje punktéw osobliwych

Przypomnijmy, ze jesli funkcja f jest analityczna w naktutym otoczeniu
punktu a € C, to a nazywamy (odosobnionym) punktem osobliwym

Definicja. Mowimy, ze funkcja f analityczna w naklutym otoczeniu punktu
a ma biequn rzedu k, jesli

lim f(2)(z — a)® = A # 0, cc.

zZ—a

Twierdzenie 1. Jesli a jest izolowanym punktem osobliwym funkcji f ta-
kim, ze lim,_,, f(z) = oo, to istnieje naturalna liczba k taka,ze a jest biegu-
nem rzedu k.

Dowdd. Jesli f(z) — oo przy z — a, to g(z) = ﬁ jest funkcja
ograniczong w pewnym naklutym otoczeniu punktu a. Z twierdzenia Rie-
manna wynika, ze funkcja g ma osobliwos¢ pozorng w punkcie a i moze byé
rozszerzona jako funkcja analityczna na otoczenie tego punktu. Zatem dla
|z —al| <0,

g(z):f(lz) =agtai(z—a)+...

Wtedy lim,_,, g(2) = ap = 0. Zauwazmy, ze gdyby wszystkie wspdlczynniki
an byly réwne zeru, to f(z) = oo w pewnym otoczeniu a.

Zalbézmy, ze ap jest pierwszym niezerowym wspdlczynnikiem taylorow-
skim funkcji g. Wtedy

9(z) = f(lz) = ap(z — a)" + app1(z — a)F T + L.
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Whniosek. Jesli funkcja f ma biegun w punkcie a, to w pewnym naklutym
otoczeniu tego punktu

o0

f2)= Y anlz—a)", ap £0,

n=—=k
gdzie k jest rzedem bieguna.

Dowédd. Jedli f ma biegun rzedu k, to

lim f(2)(z — a)® = A # 0, cc.

zZ—a

Zatem f(z)(z — a)* jest funkcja analityczna w otoczeniu a. Z twierdzenia
Taylora wynika, ze

fEE-a)f =3 culz—a)
n=0
Zatem -
f(z) = Z en(z —a)" k.
n=0

Rodzaje punktéw osobliwych:
(a) punkty pozornie osobliwe

(b) bieguny; izolowany punkt osobliwy a funkcji f nazywamy biegunem
jesli
lim f(z) = o0
(c) izolowane punkty osobliwe, ktére nie sa ani biegunami ani punktami
pozornie osobliwymi nazywamy punktami istotnie osobliwymi.

Uwaga. Jedli a jest punktem istotnie osobliwym funkcji f, to czesé
gléwna jej szeregu Laurenta w otoczeniu punktu a zawiera nieskonczenie
wiele wyrazéw.

Przypomnijmy, ze jesli f jest analityczna w naklutym otoczeniu P punktu
a,tzn P={z:0<|z—a| <r},todlaz e P
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przy czym C' jest okregiem |z —al = < r.

Zauwazmy jeszcze, ze okrag ten moze byé¢ zastapiony przez dowolng
krzywa Jordana I' zawarta w P i taka, ze a lezy w jej wnetrzu. Istotnie,
mozemy utworzy¢ dwie krzywe zamkniete L1 i Lo zlozone z czesci krzy-
wej v, z nacieé laczacych krzywa v z okregiem C' oraz z czeSci okregu C
(zorientowanego ujemnie) w ten sposob, ze

f(z f(z f(z f(z
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gdyz suma catek po nacieciach w Lj i Ly wynosi zero. Ponadto poniewaz
kazda z funkcji podcatkowych jest analityczna w pewnym obszarze jedno-
spéjnym zawierajacym L1 lub Lo, wiec kazda z calek po prawej stronie
ostatniej rownosci wynosi 0. Zatem

f(z f(z
/Y(Z _(a))nJrl dz + /_C 7(2 _(a))nH dz =0,

€O oznacza, ze
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W szczegblnym przypadku n = —1 mamy

1
a_1 = 27TZ,Lf(z)dz.

Wspdlczynnik a_q szeregu Laurenta nazywamy residuum funkcji f w punk-
cie a i oznaczamy

res(a; f).
Przyktad 1. Obliczy¢
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gdzie I jest krzywa Jordana, zawierajaca 0 w swoim wnetrzu. Mamy
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a wicc res(0, e'/#) = 1 oraz
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Przyktad 2. Dla z € C definiujemy
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Wykazaé, ze

Dla z # 0 mamy
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