Wyktlad 2 (6.03.2023)

Uwagi do twierdzenia Laurenta.

1. Z twierdzenia Laurenta wynika, ze jesli f jest analityczna w naklutym
otoczeniu, P = {z : 0 < |z — a|] < J} punktu a, to f jest suma szeregu
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2. Rozwiniecie w szereg Laurenta, podobnie jak rozwiniecie w szereg Taylora
jest jedyne dla danej funkcji (analitycznej w pierscieniu lub kole). Istotnie
jeSlidlaze P={z:7r<|z—a|] < R},
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to ze wzoru na wspdélczynniki Laurenta
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gdzie C = |z —a|] = p, r < p < R. Ze zbieznosci jednostajnej szeregu
Laurenta na C, wynika, ze
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Przyklad. Rozwinaé w szereg Laurenta funkcje
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Izolowane punkty osobliwe
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Definicja. Jesli funkcja f jest analityczna w pewnym naktutym otoczeniu
punktu a, P ={z:0 < |z —a| < d}, 6 >0, to punkt a nazywamy odosob-
nionym (izolowanym) punktem osobliwym funkcji f.

Wykazemy najpierw

Twierdzenie Riemanna. Jesli a jest izolowanym punktem osobliwym
funkcji f , to warunkiem koniecznym i dostatecznym na to,by funkcja ta
miala analityczne rozszerzenie na pewne koto K(a,d), jest by

lim (= — ) /(=) = 0.

Dowdd. Jedli funkcja f jest analityczna w pewnym kole K(a,d) = {2z €
C : |z — a| < d}, to z twierdzenia Taylora wynika, ze f jest suma szeregu
potegowego w tym kole, czyli

f(z) =ap+ai(z —a)+as(z—a)+...,

a wiec istnieje skoniczona granica lim, ., f(z) = ag, co z kolei implikuje, ze
lim, ,(z —a)f(z) =0.

Zalézmy teraz, ze a jest odosobnionym (izolowanym) punktem osobli-
wym funkcji f i funkcja f jest analityczna w P = {z : 0 < |z — a|] < ¢},
6 >0, oraz

lim(z —a)f(z) = 0.
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Wtedy dla dowolnego ¢ € P,
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gdzie C; jest okregiem |z —a| = 01 < 0, a Cp: |z —a|l = 6y < 61109 <
la — ¢| < 1. Przypomnijmy, ze warto$¢ prawej strony ostatniej réwnosci nie
zalezy od wyboru konkretnych wartosci 01 i dg. Pokazemy teraz, ze warto$é
catki po okregu Cy dazy do zera przy dg — O.



Niech € > 0 bedzie dowolnie ustalone. Z zalozenia wynika, ze istnieje
dp > 0 takie, ze |f(2)| < reay 68l 0 < |z —a] < dp. Wtedy dla z € Cp mamy
z—(|=|z—a+a— (] >]a—C|— o, oraz
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Widzimy wiec, ze przy ustalonym ( warto$¢ bezwzgledna tej catki moze by¢
dowolnie mala przy dostatecznie matym .
Przechodzac wigc w (1) do granicy przy dg — 0 otrzymujemy
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Powtarzajac odpowiednia cze$¢ rozumowania z dowodu twierdzenia Lau-
renta widzimy, ze
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co oznacza, ze f w kole K(a,0) jest suma szeregu potegowego, a wiec jest
funkcja analityczna w tym kole.
O

Uwaga. W tym wypadku punkt a nazywamy punktem pozornie osobli-
wym funkcji f.

Przyktad. Punkt a = 0 jest pozornie osobliwym punktem izolowanym
dla funkcji f(z) = % Mamy bowiem,

lim zf(z) = lim(e* — 1) =0
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