Wyktlad 1(27.02.2023)
Przypomnienie wlasnoéci funkcji analitycznych w obszarze ptaszczyzny
zespolone;j.

1. Twierdzenie Cauchy’ego.

Jedli funkcja f jest holomorficzna w obszarze jednospdjnym D to dla
dowolnej krzywej zamknietej v kawaltkami gladkiej lezacej w tym ob-
szarze

Lf(z)dz =0.

Definicja. Obszar D C C nazywamy jednospéjnym jesli C \ D jest
zbiorem spdjnym.

2. Wzér catkowy Cauchy’ego

Jesli f jest funkcjg holomorficzng w obszarze D zawierajgcym dodat-
nio zorientowanqg krzywg Jordana oraz jej wnetrze, to dla dowolnego
punktu zg wewngtrz v oraz dowolnego n € N,

F (z) = n! L( f(z)dz

- 2mi )y (2 — z0)n T

3. Twierdzenie Taylora. Zalozmy, Ze f jest funkcja analityczng w ob-
szarze D C C oraz zg € D. Jesli 6 = dist(zg, 0D), to dla |z — zg| < 0

£&) = fa)+ 3 T g
n=1 :

Szeregi Laurenta

Szereg postaci
o

Y an(z—a)" (1)

n=—oo

nazywamy szeregiem Laurenta i traktujemy go jako sume dwdéch szeregdw
o o0
Z an(z —a)" oraz Z a_n(z —a)™". (2)
n=0 n=1

Szereg Laurenta jest zbiezny jesli zbiezne sa oba ostatnie szeregi.



Pierwszy z szeregéw w (2) nazywany czescia regularna szeregu Laurenta
(1), i jest zwyklym szeregiem potegowym, ktérego promien zbieznosci R
wyraza sie wzorem

1

 limsup,, .., V]an|

Drugi z szeregéw w (2) nazywamy czeScia gléwna szeregu Laurenta (1) i
szereg ten jest zbiezny dla |z — a| > r, gdzie r = limsup,, o V/|a—n|-
Istotnie jedli ¢ = (z — a) ™!, to szereg ten moze by¢é zapisany jako szereg

potegowy
o0
Z an, Cn’
n=1

ktory jest zbiezny w kole |¢| < 7/, gdzie ' = (limsup,,_,., ¥/]a_n])~!. Stad
1 < 1
|z—a| ~ limsup,_ . V]a_n|

R

czyli |z —a| > L =7
Zatem jesli r < R, to szereg Laurenta (1) jest zbiezny w pierscieniu

{z:r <]z —a|] < R}

Jesli r = 0, to pierscien ten redukuje sie do naklutego kota {z : 0 < |z —a| <
R.
Ponadto, z wczedniejszych rozwazan wynika, ze funkcja okreslona wzo-

rem
o0

f2)= ) an(z—a)"

n=-—00
jest analityczna w pierscieniu {z : r < |z — a| < R}.

Twierdzenie Laurenta moéwi, ze kazda funkcja analityczna w pierscieniu
jest suma pewnego szeregu Laurenta.

Twierdzenie Laurenta. Zaldzmy, zZe funkcja f jest analityczna w pier-
Scieniu P ={z:r <|z—a| < R} (0<r < R < o0). Wtedy f jest sumqg
szerequ Laurenta w P,

f(z) = Z an(z—a)", r<|z—a| <R,

gdzie

an:% C(Z_a)n+1 Z,

oraz C : |z —a|=p,mr < p<R.

n=0,+1,+2 ...,



W dowodzie twierdzenia Laurenta skorzystamy z nastepujacego twier-
dzenia o przechodzeniu do granicy dla catek krzywoliniowych

Twierdzenie 1. Jesli cigg funkcji zespolonych {f,} ciaglych na krzywej
jest jednostajnie zbiezny na v do funkcji f,to

lim Lfn(z)dz:/yglrgofn(z)dz:/vf(z)dz

n—oo

Whiosek. Jesli {f,} jest ciggiem funkcji cigglych na krzywej v oraz szereg
Yomeo [n(2) jest zbieiny jednostajnie na vy, to

Z:O ( /7 fn(Z)dz> - /7 (2 fn(z)> dz

Dowdd. Zbieznosé jednostajna szeregu > o2 fn(z) na - oznacza, ze ciag
Sn(z) = X F—o fr(z) jest zbiezny jednostajnie na 7. Stosujac powyzsze twier-
dzenie do ciagu S,(z), dostajemy

ni ([ #ue1az) = nl;ngoé ([ eteriz) = tim, [ 5,210
= nangoSn(z)dz:/ (i fn(z)> dz
7 \n=0

~

O

Dowéd twierdzenia Laurenta. Niech ¢ € P bedzie dowolnie ustalone.
Wybierzmy r’ oraz R’ tak by

r<r <|(—a|<R <R

i niech C': |z —a| = R, oraz Cy : |z — a] = v’ Niech ponadto ¢ bedzie tak
male, ze kolo K = {z : |z — (| < 1o} jest zawarte w pierScieniu P’ = {z :
" < |z —al < R'}.Wtedy funkcja

G

z=¢
jest analityczna w P\ {z : |z — (| < 79/2}. Poprzez dokonanie odpowiednich
nacie¢ mozna utworzy¢ dwie krzywe zamknicte,zawarte w tym obszarze ta-
kie, ze suma catek krzywoliniowych z powyzszej funkcji po tych krzywych
daje catke po C' — Cy — 0K. Zatem

cz—¢( c z2—C oK 2 —(

(2) dz (2) dz (2) dz=0

3



Stad i ze wzoru catkowego Cauchy’ego:

ByR CPREERYS CmyCva

2mi oK 2 —( 2w \Joc 2z —( B c, z2—C

f(Q) = (3)

Zauwazmy teraz, ze dlaz € C mamy |z—a| = R’ > |a—(|, czyli ij:g: < 1.
Zatem

Poniewaz szereg > o0
wynika, ze

=0 % jest jednostajnie zbiezny na C, z Wniosku

1

o cz—¢C 27TZ/Z z—a"Jrl Z/ z—a”Jrl dz
Z n
Z/ n+1dz§—a)

Podobnie, jedli z € C1, to |z —a| = r < la — (], to

B = (z—a)" B (z—a
_Z(C_a)nﬂ_z (C_a)n

n=0 n=1
> ((—a)" — ((—a)"
R D= Rl DY e

Stad i ze zbieznoéci jednostajnej ostatniego szeregu dostajemy

1 fz) , 1 - f(z)
T Z /01 (Z_C)nJrle

Cor clz—(

Zatem ze wzoru (3) wynika, ze



gdzie
1 f(z)
an—2m/c(z_a)n+1dz, dlan:0,l,...
oraz

an:i/ Ldz, dlan=-1,-2,....
27i Jo, (z — a)ntl

Teraz wystarczy zauwazyé, ze w powyzszych catkach C' oraz Ci moga
by¢ zastapione przez dowolny okrag |z —a| = p, r < p < R.

Uwagi.
7 twierdzenia Laurenta wynika, ze jesli f jest analityczna w naklutym
otoczeniu, P = {z : 0 < |z — a|] < ¢} punktu a, to f jest suma szeregu

Laurenta
o

f(z) = Z an(z —a)".
n=-—o0o
Poniewaz rozwiniecie w szereg potegowy funkcji analitycznej w kole jest
jednoznaczne, z definicji szeregu Laurenta wynika, ze rozwiniecie funkcji ana-
litycznej w pierécieniu (lub w naklutym otoczeniu punktu) w szereg Laurenta
jest tez jednoznaczne.



