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Wstep

Gruzlica jest jednym z gléwnych zagrozen zdrowia publicznego na catym
$wiecie. Jak podaje Swiatowa Organizacja Zdrowia w 2015 roku okolto 10,4
mln ludzi zostato zainfekowanych pratkami gruzlicy i az 1,8 mln zmarto z tego
powodu. Chociaz w ostatnim dziesiecioleciu obserwowano tendencje spadkowsa
w zakresie zachorowalnosci na gruzlice, to jest to wcigz powazny problem z
jakim borykaja sie gtéwnie kraje stabo rozwiniete.

Modelowanie matematyczne moze pomoc zrozumie¢ dynamike przebiegu
choroby, a ponadto moze okaza¢ si¢ uzytecznym narzedziem stuzacym do pre-
dykcji rozwoju epidemii. W niniejszej pracy zostalty omdéwione dwa modele
gruzlicy uwzgledniajace szybki i wolny rozwoj choroby. Praca zostata podzie-
lona na cztery rozdziaty.

Pierwszy rozdzial zawiera najwazniejsze informacje dotyczace gruzlicy. Zo-
staly w nim opisane przebieg choroby, sposoby leczenia oraz zapobiegania.
Wiedza ta jest niezbedna do prawidtowego zrozumienia i interpretacji przed-
stawionych modeli epidemiologicznych.

Rozdziat drugi ma charakter pomocniczy. Zawarte zostaty w nim podstawo-
we definicje i twierdzenia z zakresu réwnan rézniczkowych oraz zostato wpro-
wadzone pojecie stopy reprodukeji epidemii.

Kolejne dwa rozdziaty koncentrujg sie na matematycznych modelach gruz-
licy - prostym oraz szczegétowym. W rozpatrywanych modelach osobniki w
populacji podzielone sa na klasy ze wzgledu na ich stan zdrowia w kontekscie
epidemiologicznym. Kazdy z modeli zostal zadany przy pomocy uktadu réwnan
rozniczkowych zwyczajnych i opisuje dynamike przechodzenia osobnikéw po-
miedzy klasami. Gtownym celem pracy byto zbadanie wtasnosci modeli, takich
jak stabilnos¢ rozwiazan oraz zostata wyznaczona stopa reprodukcji epidemii.

Do sporzadzenia pracy wykorzystano publikacje dotyczace modelowania
epidemii gruzlicy, literature z zakresu biomatematyki oraz réwnan roéznicznko-

wych, a ponadto raporty sporzadzone przez Swiatowa Organizacje Zdrowia.



Rozdziatl 1
Gruzlica - opis choroby

Gruzlica jest choroba wywolywana przez bakteri¢ o nazwie Mycobacterium
tuberculosis, ktora najczedciej atakuje ptuca. Jest ona uleczalna i mozna jej
zapobiec (stosujac szczepionki).

Do zarazenia gruzlicg dochodzi drogg wziewna. Kiedy osoby z gruzlicg ptuc
kaszla, kichaja badz dmuchaja nos, wydzielaja pratki gruzlicy do powietrza,
ktore moga przedosta¢ sie do organizmu czlowieka wraz z wdychanym tle-
nem. Do wystapienia infekcji wystarczy niewielka ilo$é¢ tych drobnoustrojow.
Okoto 1/3 populacji cierpi na tzw. gruzlice utajona, co oznacza, ze sa zain-
fekowani, ale nie wystepuja wyrazne objawy choroby. Co wazne, osoby te nie
moga zaraza¢. Nie oznacza to jednak, ze stan uspienia nie moze przejs¢ w
stan aktywny choroby. U takich oséb ryzyko zachorowania na aktywna postac
gruzlicy utrzymuje si¢ przez cale zycie.” Wybudzene” i dalszy postep choroby
sg spowodowane gtéwnie ostabieniem uktadu odpornosciowego, co sprzyja roz-
mnarzaniu sie praktéw gruzlicy w organizmie. Szacuje sie, ze jedynie w ok. 3-8
% przypadkach zakazenia pratkiem gruzlicy dochodzi do rozwoju choroby w
postac¢ aktywna.

Przez pierwsze miesiace trwania choroby, objawy (kaszel, goraczka, utrata
wagi) moga by¢ bardzo tagodne, co utatwia rozwéj choroby oraz proces prze-
noszenia bakterii na innych. Osoby chore na gruzlice moga zarazi¢ 10 — 15
0sOb rocznie poprzez bliski kontakt. Bez odpowiedniego leczenia ok. 45% osob
chorych na gruzlice umiera.

Gruzlica w wiekszosci przypadkéw dotyka dorostych jednakze wszystkie
grupy wiekowe sg narazone na zachorowanie. Ponad 95% przypadkéw zacho-
rowan i zgonow odnotowuje sie w krajach rozwijajacych sie.

Kluczowe fakty dotyczace gruzlicy:

e Gruzlica jest jedna z 10 najczestszych przyczyn zgonéw na $wiecie;
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W 2015 roku odnotowano 10,4 mln zachorowan i 1,8 zgonéw spowodowa-
nych gruzlica. Ponad 95% zgonéw odnotowano w krajach nisko i $rednio

rozwinietych;

e Indonezja, Chiny, Nigeria, Pakistan, Potudniowa Afryka na czele z In-
diami to kraje, ktére stanowia 60% ogdtu jesli chodzi o obszary objete

chorobag;

e Gruzlica jest gtéwna przyczyng sSmiertelnosci wsrod nosicieli wirusa HIV
— w 2015 roku 35% nosicieli HIV zmarto w wyniku zachorowania na

gruzlice;
e Zachorowalnos$é¢ na gruzlice spada od 2000 roku o $rednio 1,5% rocznie;

e Szacuje si¢, ze w okresie miedzy 2000 a 2015 rokiem okoto 49 mln osoéb

zostato ocalonych w wyniku szybkiej diagnozy i odpowiedniej terapii;

e Wyeliminowanie epidemii gruzlicy do roku 2030 jest jednym nowoprzy-

jetych Celow Zréwnowazonego Rozwoju.

1.1 Objawy i diagnoza gruzlicy

Typowymi objawami gruzlicy ptuc sa kaszel z plwocing i krwig, bol klatki
piersiowej, ostabienie, utrata masy ciala, goraczka oraz pocenie nocne. W celu
zdiagnozowania gruzlicy wiele krajow wcigz polega na mikroskopowym badaniu
rozmazu plwociny, ktére weryfikuje istnienie pratkéw gruzlicy w wydzielinie.
Jednakze metoda ta jest skuteczna jedynie w polowie przypadkow, a kolejna
jego wada jest to, ze nie wykrywa lekoodpornosci (w niektorych przypadkach
gruzlica jest odporna na leczenie farmakologiczne).

Bardziej skuteczna metoda diagnozowania gruzlicy jest test Xpert MTB/RIF®),
ktory zaréwno wykrywa istnienie bakterii w organizmie, jak i odpornos¢ na ri-
fampicin - najczesciej stosowany w leczeniu gruzlicy. Diagnoza jest gotowa po
dwoéch godzinach po wykonaniu badania. Test Xpert MTB/RIF®) jest reko-
mendowany przez Swiatowa Organizacje Zdrowia do wstepnej diagnozy u 0séb
u ktorych wystepuja symptomy gruzlicy.

Sytuacja komplikuje sie w przypadku, gdy mamy do czynienia z lekood-
pornoscig na nie tylko rifampicin, ale tez na inne farmaceutyki stosowane w
leczeniu gruzlicy, a takze w przypadku nosicieli HIV. Diagnoza jest wtedy bar-

dzo skomplikowana i kosztowna. W roku 2016 Swiatowa Organizacja Zdrowia



zarekomendowala cztery nowe testy diagnostyczne, ktére mogg by¢ stosowane
w peryferyjnych osrodkach zdrowia, gdzie Xpert MTB/RIF® nie moze by¢
uzywany oraz trzy testy do wykrywania odpornosci na leki pierwszego i dru-
giego rzutu.

Diagnoza gruzlicy jest szczegélnie trudna w przypadku dzieci. W takiej

sytuacji jedynym rozwiazaniem jest test Xpert MTB/RIF®).

1.2 Leczenie gruzlicy

Jak juz wezesniej wspomniano gruzlica jest chorobg uleczalng. W przypad-
ku gdy u chorego nie wystepuje lekoodpornos¢ typowa kuracja trwa szes¢ mie-
siecy i polega na przyjmowaniu czterech przeciwbakteryjnych lekarstw. Wazne
jest aby leki byly stosowane $cisle z zaleceniami lekarza, w przeciwnym razie
kuracja ta moze okaza¢ si¢ nieskuteczna, a choroba dalej postepowac. Miedzy
2000 a 2015 rokiem 49 milionéw oséb zakazonych gruzlica zostato ocalonych

dzieki odpowiedniej diagnozie i leczeniu.

1.3 Szczepienia przeciwgruzlicze

Waznym punktem w prewencji gruzlicy jest szczepienie. Powinno ono nasta-
pi¢ w pierwszych dniach po narodzeniu dziecka. Jedna dawka zapewnia ochrone
na co najmniej 15 — 20 lat. Obecnie stosowana szczepionka jest BCG (Ba-
cillus Calmette-Guérin). Nazwa ta pochodzi od nazwisk odkrywcéw bakterii
Mycobacterium bovis uzywanej do produkcji tej szczepionki. Jednakze istnieje
wyrazne zapotrzebowanie na szczepionke bardziej skuteczng od BCG, w szcze-
golnosci do zredukowania zachorowan na gruzlice wsrod dorostych. Chociaz sa
juz pewne propozycje to nie spodziewa sie wprowadzenia nowej szczepionki
przeciwgruzliczej w najblizszej przysztosci.

Szczepionka BCG zostata wskazana w celu zapobiegania chorobom rozsia-
nym, do ktoérych zalicza sie gruzlicze zapalenie mozgu oraz gruzlice proséwko-

wa, ktére zwiagzane sa z wysoka $miertelnoscia u niemowlat i matych dzieci.



Rozdziat 2

Pojecia wstepne

2.1 Pojecia dotyczace réwnan rézniczkowych

W tym podrozdziale wyjasnimy kilka zagadnien dotyczacych réwnan réz-
niczkowych, ktore pojawia sie w dalszej czesci pracy.
Niech f : D — R"™ bedzie funkcjg klasy C!, gdzie D C R™ jest zbiorem

otwartym. Rozwazmy réwnanie rézniczkowe autonomiczne

(2.1) ¥ = f(x)

z warunkiem poczatkowym

(2.2) z(0) = .

Bedziemy zakladaé, ze przy zadanym warunku poczatkowym (2.2), réwnanie
to posiada doktadnie jedno rozwiazanie x(t), okreslone dla wszystkich ¢ > 0 o
warto$ciach w zbiorze D. Zat6zmy ponadto, ze 0 € D jest punktem rownowagi

dla réwnania (2.1).

Definicja 2.1. Funkcja Lapunowa dla réwnania rézniczkowego (2.1) nazywa-

my funkcje V : D — R, ktoéra jest klasy C! oraz spelnia warunki:



Twierdzenie 2.1. Jesli dla réwnania rézniczkowego (2.1) istnieje funkcja
Lapunowa, to punkt rownowagi 0 jest stabilny. Dodatkowo jesli dla kazdego
z € D\ {0}

V'(x) =gradV - f <0,
to wtedy punkt réwnowagi 0 jest asymptotycznie stabilne.

Twierdzenie 2.2 (Zasada LaSalle’a). Rozwazmy zbior zwarty oraz dodatnio
niezmienniczy @ C D C R"™ wzgledem réwnania x' = f(x). Niech funkcja
V : D — R bedzie klasy Ct, takq ze V'(x) < 0 w zbiorze Q. Zalézmy, ze M jest
najwiekszym zbiorem niezmienniczym zawartym w E = {x € Q : V'(z) = 0}.
Wtedy dla kazdego rozwigzania startujgcego z Q0 zachodzi

lim (inf | (t) z|y> — 0.

2.2 Stopa reprodukcji epidemii

2.2.1 Wprowadzenie

Wiele modeli epidemiologicznych opisanych przy pomocy réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych posiada punkt réwnowagi odpowiadajacy sytuacji, w kto-
rej epidemia nie wystepuje. Punkt ten w literaturze anglojezycznej nazywany
jest disease-free equilibrium w skrécie DF'E. Dla takich modeli mozna zazwy-
czaj wyznaczy¢ pewien parametr progowy Ry, zwany stopa reprodukcji epide-
mii. W zaleznosci od tego jaka warto$é przyjmuje mozna pokazaé, ze w danej
populacji epidemia rozprzestrzenia si¢ lub wygasa. Wspotezynnik Ry mozna
rozumie¢ jako $rednig liczbe zarazen, jaka generuje osobnik zainfekowany w
ciggu trwania choroby.

Rozwazmy populacje, ktorej jednostki mozna podzieli¢ na n klas. Niech
r = (x1,...,2,)", gdzie z; jest dodatnie dla i = 1,2,...,n i oznacza liczbe
osobnikow w klasie 7. Bez straty ogoélnosci bedziemy zakltadaé¢, ze pierwsze
m klas odpowiada osobnikom zainfekowanym. Wéwczas mozemy wprowadzi¢

nastepujace oznaczenie
Xs={x>0z; =0,i=1,...,m}.

Zbhior X, odpowiada sytuacji, w ktorej m pierwszych klas nie zawiera osobni-
kow zainfekowanych. Rozwazmy uktad rownan rézniczkowych opisujacy prze-

plyw osobnikéw pomiedzy klasami



(2.3) z; = filx) = Fi(z) = Vi(x),

gdzie i = 1,...,n, Vi(x) = V; () — V" (z). Przyjmujemy, ze funkcja F;(x) od-
powiada pojawianiu si¢ nowych osobnikéw zainfekowanych w klasie i, V;" ()
opisuje przypltyw osobnikéow do klasy ¢ z powoddéw innych niz infekcja, nato-
miast V; (x) odptyw jednostek z klasy i do innej. Bedziemy zaktadaé, ze kazda
z tych funkcji jest rézniczkowalna w sposéb ciagly przynajmniej dwa razy ze
wzgledu na kazda zmienna.

Ponadto bedziemy zaktadaé, ze spelnione sg nastepujace zatozenia
(A1) Jesliz >0, to 7, V",V > 0dlai=1,...n.

(A2) Jedli & = 0, to V; = 0. W szczegdlnosei jesli z € X, to V7 = 0

dlaz=1,...,m.

Warunek (A2) oznacza, ze jesli w danej klasie nie ma osobnikéw, to od-

plyw osobnikéw z tej klasy nie jest mozliwy.
(A3) F; =0dlai>m.

Zaltozenie to oznacza, ze do klas nie zwigzanych z infekcjg nie moga na-

plywaé osobniki zainfekowane.
(Ad) Jesliz € X, to Fi(x) =01V (x)=0dlai=1,...m.

Konsekwencja tego zatozenia jest fakt, ze jesli populacja jest wolna od

choroby to juz taka pozostaje.

(A5) Niech z( bedzie punktem réwnowagi typu DFE dla uktadu (2.3). Wéw-
czas, jesli F(x) = 0, to wartosci wlasne macierzy Jacobiego D f(xy) maja

ujemne czesci rzeczywiste.

Zalozenie to oznacza, ze zadamy, aby DFFE byl punktem réwnowagi lo-
kalnie asymptotycznie stabilnym dla uktadu (2.3).
Zauwazmy, ze z warunkow (A1) i (A2) wynika, ze zbiér R} = {(x1, 22, ..., z,,)

x; > 0dlai =1,2,...,n} jest dodatnio niezmienniczy. Rzeczywiscie, jesli z; = 0



to z warunkéw (A1) i (A2) wynika, ze fi(z) > 0 dla i = 1,2,...,n. Ponadto
funkcje f;(z), 1 =1,2,...,n sa klasy C'. Stad wynika, ze istnieje doktadnie jed-
no rozwiazanie uktadu (2.3) przy zadanym warunku poczatkowym na maksy-
malnym przedziale i rozwigzanie to jest nieujemne, o ile startuje z nieujemnego

warunku poczatkowego.

Definicja 2.2. Macierz A o wymiarach n X n nazywamy Z-macierza, jesli
A = (a;5), gdzie a;; < 0 dla kazdego i # j.

Definicja 2.3. Niech macierz A o wymiarach n x n bedzie Z-macierzg rze-
czywista, to znaczy A = (a;;), gdzie a;; < 0 dla kazdego i # 7,1 < i,j < n.
Macierz A nazywamy M-macierza, jesli mozna ja wyrazi¢ w postaci A = sI—B,
przy czym B = (b;;), b;; > 0,1 <4,j <nis>p(B), gdzie p(B) jest promie-

niem spektralnym macierzy B.

Uwaga 2.1. Jedli zalozymy, ze s > p(B), to macierz A bedzie nieosobliwa

M-macierza.

Lemat 2.1. Jesli xg jest typu DFE dla ukltadu (2.3) oraz funkcje f; spelniajg
warunki (A1)-(A5), wtedy pochodne DF (zo) oraz DV(xo) mogq byé przedsta-

wione w nastepujgcy sposob

,Dv<xo>={v 0],

3 4

0

gdzie F 1V sqg macierzami o wymiarach m X m zdefiniowanymi wzoramsi

Ponadto F jest nieujemna, V jest nieosobliwg M-macierzq, wszystkie wartosci

wtasne macierzy J4 majq dodatnie czeSci rzeczywiste.

2.2.2 Istota wspoélczynnika R,

Jednym z najwazniejszych zagadnien w epidemiologii jest wyznaczanie spot-
czynnika Ry nazywanego stopa reprodukeji epidemii (ang. basic reproduction
number). Moze by¢ on iterpretowany jako liczba zarazen jaka srednio generuje
jeden osobnik zainfekowany w ciggu trwania choroby. Wspotczynnik ten jest
wazny, poniewaz pomaga okresli¢ czy dana choroba rozprzestrzenia si¢ w po-

pulacji. Jesli Ry < 1, wtedy osobnik zainfekowany jest zastepowany $rednio
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przez mniej niz jedna osobe zainfekowana, a co za tym idzie - epidemia wy-
gasa. W przeciwnym wypadku, jesli Ry > 1, epidemia rozrasta si¢, poniewaz
osobnik zainfekowany jest zastepowany srednio przez wiecej niz jedna osobe
zainfekowana. W przypadku modeli, w ktérych wystepuje tylko jedna klasa
zwiazana z infekcja, wspotczynnik Ry jest iloczynem wspoédtezynnika zapadal-
nosci na choroba i sredniego czasu trwania choroby. Jednakze dla bardziej
ztozonych modeli z kilkoma klasami majacymi zwigzek z infekcjg definicja ta
jest niedostateczna.

W celu wyjasnienia istoty wspotczynnika Ry rozwazmy uktad zlinearyzo-
wany w punkcie xy dla uktadu (2.3) przy zatozeniu, ze ponowne zarazenie jest

niemozliwe, tzn.

(2.4) ' = —DV(xo)(z — x0).

Zgodnie z zatozeniem (A5), punkt DFE jest lokalnie asymptotycznie stabilny.
Wobec tego uktad (2.4) mozemy wykorzysta¢ do wyjasnienia sytuacji, w kto-
rej do populacji wolnej od choroby wprowadzamy niewielka liczbe osobnikow
zainfekowanych. Niech v;(0) bedzie liczba osobnikéw zainfekowanych w kla-
sie ¢ w chwili poczatkowej t = 0 oraz niech ¥ (t) = (¢1(t), ..., ¥m(t))" bedzie
liczba osobnikow zainfekowanych w klasach zwigzanych z infekcjg po czasie t.

Poniewaz DV(xy) mozna przedstawi¢ w postaci

DV(I()) = [ ;; ;4 j|,

to 1(t) spetia réwnanie

P(t) = =Vip(t),

ktérego rozwiazaniem jest

o(t) = ¢(0) exp™".

Na mocy lematu (2.1), V jest niecosobliwa M-macierza dlatego tez jest odwra-
calna i wszystkie jej wartosci wtasne maja dodatnie czesci rzeczywiste. Zatem
catkujac Fo(t) w przedziale od 0 do nieskoniczonosci otrzymujemy $rednia licz-
be nowych infekcji, wywotanych przez osobniki zainfekowane wprowadzone do
populacji wolnej od choroby w chwili 0, ktére sg reprezentowane przez wektor
FV~1$(0). Poniewaz F jest nieujemna i V jest nieosobliwg M-macierza, to

V! jest nieujemna, a tym samym FV ! jest réwniez nieujemna.
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Zeby zinterpretowa¢ macierz FV~! i jednoczeénie sformutowaé ogélng defi-
nicje wspotczynnika R, rozwazmy sytuacje, w ktorej do klasy k£ wprowadzamy
osobnika zainfekowanego, przy czym klasa k jest wolna od choroby. Element o
indeksie (7, k) macierzy V! jest $rednig dtugoscig czasu, jaki jednostka spedza
w klasie j w ciagu trwania jej zycia, przy zatozeniu ze klasy zwiazane z infek-
cja sa malo liczne, oraz ze reinfekcja nie jest mozliwa.Element o indeksie (i, j)
macierzy F opisuje tempo z jakim osobniki zainfekowane z klasy j zarazaja
nowe jednostki z klasy i. Stad wynika, ze element o indeksie (i, k) macierzy
FV~! jest érednig liczbg nowych infekcji w klasie 7, wynikajacych z kontaktu
z osobnikiem zainfekowanym wprowadzonym do klasy k£ na poczatku. Dlatego
tez stope reprodukcji epidemii mozemy zdefiniowa¢ jako promien spektralny

macierzy FV 1, tzn.

(2.5) Ro = p(FV7),

gdzie p(A) oznacza promien spektralny macierzy A.

Punkt z( typu jest lokalnie asymptotycznie stabilny, jesli wszystkie wartosci
wlasne macierzy D f(x¢) maja ujemne czesci rzeczywiste oraz jest niestabliny,
jesli jakakolwiek wartos¢ wlasna D f(x¢) ma dodatnia cze$¢ rzeczywista. Zgod-
nie z lematem 2.1, wartosci wtasne D f(z() moga by¢ podzielone na dwa zbiory
odpowiadajace klasom, w ktérych infekcja wystepuje oraz klasom, w ktorych
infekcji nie ma. Zbiory te sg wartosciami wtasnymi macierzy F — 'V oraz —J .
7 lematu 2.1 wynika, ze wszystkie wartosci wlasne macierzy —J, maja ujemne
czesci rzeczywiste, a zatem stablinos¢ punktu DF'E jest uzaleznoiona od war-
tosci wlasnych macierzy F — V. Nastepujace twierdzenie pokazuje, ze R jest

parametrem istotnym w okresleniu stabilnosci punktu DF'E.

Twierdzenie 2.3. Zaléimy, Ze funkcja [ spelnia warunki (A1)-(A5) oraz
niech xqy bedzie punktem réwnowagi typu DFE dla ukladu (2.3). Wtedy punkt
xg jest lokalnie asymptotycznie stabliny jesli Ro < 1, a niestabilny jesli Ry > 1.

Zanim przejdziemy do udowodnienia twierdzenia 2.3, wprowadzimy dwa

lematy pomocnicze.

Lemat 2.2. Niech H bedzie nieosobliwg M-macierzq oraz niech B i BH™! bedg
Z-macierzami. Wowczas B jest nieosobliwg M-macierzg wtedy i tylko wtedy,

gdy BH™! jest nieosobliwg M-macierzq.
Lemat 2.3. Niech H bedzie nieosobliwg M-macierzq oraz K > 0. Wowczas
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1. (H-K) jest nieosobliwg M-macierzq wtedy i tylko wtedy, gdy (H—K)H™!

jest nieosobliwg M-macierzq,

2. (H—K) jest osobliwg M-macierzqg wtedy i tylko wtedy, gdy (H—K)H™!

jest osobliwg M-macierzg.

Dowod Twierdzenia 2.3. Niech J; = F — V. Poniewaz V jest nieosobliwg M-

macierzg oraz F jest nieujemna, to —J; =V — F jest Z-macierza. Zatem
s(J1) < 0 & —J; jest nieosobliwa M-macierza,

gdzie s(J;) oznacza maksimum z czesci rzeczywistych wartosci wlasnych ma-
cierzy J,. Poniewaz macierz FV~! jest nieujemna, to macierz —J; V™! =
I - FV ! jest Z-macierza. Stosujac lemat (2.2) przy zatozeniu, ze H = V
oraz B=—-J; =V — F, dostajemy

—J; jest nieosobliwg M-macierza < I — FV ! jest nieosobliwa M-macieerza.

Poniewaz FV ™! jest macierza nieujemna, to wszystkie wartosci wlasne tej

macierzy sa mniejsze lub réwne p(FV™1). Zatem
I — FV ! jest nieosobliwa M-macierza < p(FV™') < 1.

Stad s(J;) < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy Ro < 1.

Podobnie mozemy pokaza¢ nastepujace zaleznosci

1. s(J1) =0 < —J; jest osobliwa M-macierza,

2. —J; jest osobliwg M-macierzg < I — FV ™! jest osobliwa M-macierza,
3. I —FV ! jest osobliwag M-macierza < p(FV™') = 1.

Druga réwnowazno$¢ wynika z lematu (2.3) przy zalozeniu, ze H = V oraz
K = F. Pozostate rownowaznosci mozna pokazac¢ analogicznie jak w przypadku
nieosobliwej M-macierzy. Stad s(J;) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy Ro =1, a z
tego wynika, ze s(J;) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy Ro > 1. [
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Rozdziat 3

Prosty model gruzlicy z szybka i

wolng progresja

3.1 Zalozenia modelu

Rozwazamy model, w ktérym osobniki w populacji sa podzielone na trzy

klasy:

e S - podatni (susceptible) — jednostki potencjalnie narazone na dziatanie

bakterii wywotujacej gruzlice;
e F - zakazeni latentnie (ezposed);
e [ - chorzy na gruzlice (infectious).
Przyjmiemy nastepujace zaltozenia:
1. Choroba jest przekazywana przez bezposredni kontakt z osobg chorg.

2. Osobnik podatny w momencie zainfekowania moze przejs¢ do klasy E
lub I, przy czym p oznacza odsetek osobnikow przechodzacych do klasy
I (szybka progresja - bezposrednie przejscie w postaé¢ aktywna choroby),
natomiast 1 — p oznacza odsetek osobnikéw przechodzacych do klasy F

(wolna progresja - zachorowanie nastepuje po okresie latencji.)

3. Zaktada sie, ze okres latencji ma rozkltad wyktadniczy przy srednim czasie

oczekiwania i, zatem jednostki przechodza z klasy E do I z szybkoscia

%)
kE.

Dynamika przechodzenia osobnikéw pomiedzy poszczegdlnymi klasami mo-

ze by¢ opisana nastepujacym uktadem réwnan roézniczkowych:
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pBsI

A (1-p)BSI kE
— — —

JIAY HE fre+ell

Rysunek 3.1: Diagram opisujacy dynamike przechodzenia osobnkéw w popu-

lacji pomiedzy klasami w prostym modelu gruzlicy

S = AN—pSI—puS
(3.1) E = (1-p)pSI—(k+pnkFE
I' = pBSI+kE — (d+ p)l,

przy czym:
e A - wspotezynnik wzrostu liczebno$ci populacji w klasie podatnych,

e 1 - wspélezynnik Smiertelnosci (Smieré wywotana czynnikami pozacho-

robowymi),

e d - wspétczynnik $miertelnosci w klasie chorych (Smieré w wyniku cho-

roby),
e 3 - prawdopodobienstwo zainfekowania.

Bedziemy zakladaé, ze wszystkie wspotezynniki uktadu (3.1) sa dodatnie.
Uktad (3.1) bedziemy rozwazaé¢ w zbiorze

D={(S,E,])eR,: S+ E+ 1< 3},
ktory jest dodatnio niezmienniczy, gdzie

R;o = {(x1,22,23) ER® 1 2; > 0,1 = 1,2, 3}.
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3.2 Stopa reprodukcji epidemii dla prostego

modelu gruzlicy

Badanie uktadu (3.1) rozpoczniemy od wyznaczenia punktow réwnowagi
oraz zbadania ich lokalnej stabilno$ci.
Poszukiwanie punktow réwnowagi sprowadza si¢ do rozwigzania uktadu

réwnan

A—BSI—puS = 0
(1-p)BSI— (k+wE = 0
pBSI +kE — (d+p) = 0.

bLatwo zauwazy¢, ze uklad rownan (3.1) posiada doktadnie dwa punkty réw-

A
nowagi: Py = (—,0,0) € Di P* = (S*, E*, I*) € D, gdzie
L

d+ p)(k + p)
B(pp + k)

I Alpp+ k) 0

(d+p)k+pn) B

. L (App+k) (d+pp pi(d + ) (k + p)
b= ( k+p 3 pA Bpp + k) >

k
Punkt P, odpowiada sytuacji, gdy epidemia w populacji nie wystepuje. W

o

literaturze anglojezycznej nazywany jest disease free equilibrium i oznaczany
przez DFE.

Nawiazujac do metody P. van den Driessche i J. Watmough’a opisanej
w rozdziale drugim, wyznaczymy stope reprodukeji epidemii Ry dla modelu
opisanego uktadem réwnan (3.1). W tym celu wystarczy rozwazy¢ jedynie te
rownania, w ktorych wystepuja klasy zwigzane z infekcja, a wiec £ i I. W

zwigzku z tym rozwazmy nastepujacy uktad réwnan

E' = (1-p)BSI—(k+p)E

(3.2)
I' = pBSI+kE —(d+ p)l.

Z uktadu (3.2) wynika, ze F i V sa dane nastepujaco

P [ (1-p)ssI
pBSI
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(k+pE
—kE + (d+p)I

Woéwcezas macierze F i 'V maja postac

V:

[ (L—p)BA
F = H
A
o B
I I
oraz ]
k
V — +u 0
|~k d+p
Stad
T 1 0
-1 _ 1 d+p k _ k+p
(k+ud+p) | 0 k+p k 1
k+p)(d+p) d+p
Wéwcezas

(1—-p)BAk (1 —p)BA

B k d d
Fv-1— | H iﬁ%k+ﬂ) “%ENO

plk +p)(d+p)  pld+p)
Aby wyznaczyé p(FV™!) musimy obliczyé wartosci wtasne macierzy FV 1.

Rownanie charakterystyczne ma postac

(1-p)BAE (1 —p)BA
@t(k+M%ﬂﬁm %&H{ —0,

(k+w(d+pp  pld+p)
a to oznacza, ze

_A P
pd+p

(1 —-p)k
k+p

AIX ( +p)] =0,

Stad mamy dwie wartosci wlasne macierzy FV ™!

N B k+kp
Copd+pk+p
W efekcie otrzymalismy, ze stopa reprodukcji epidemii R dla uktadu rownan

A=0VA

(3.1) ma postac

AN B k+kp
O_Md—i—u k+u
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Uwaga 3.1. Jesli Ry < 1, to uktad ma dokltadnie jeden punkt réwnowagi P,
ktory jest typu DFE. Jesli Ry > 1, to wowczas uklad posiada dwa punkty
rownowagi Py oraz P*. Ponadto kazde rozwigzanie startujace z warunku po-
czatkowego w R;O, dla ktorego E + I > 0 zmierza do punktu wewnatrz R‘;O.
Innymi stowy, jesli warunek poczatkowy z R2 spetnia réwnosé E =1 =0, to

rozwiazanie uktadu jest zbiezne do F,.

3.3 Globalna stabilnosé

W tym rozdziale zajmiemy sie badaniem stabilnosci punktéw réwnowagi
uktadu (3.1).

Twierdzenie 3.1. Jesli Ry < 1, to punkt rownowagi Py jest globalnie asymp-

totycznie stabilny w R

Dowdd. Rozwazmy nastepujaca funkcje Lapunova

U(S,E,I) =kE + (k+ p)l.

Stosujac wzor . . . .
a0 _ 000  9UOE  oUor
dt  0S ot OFE ot Ol ot

otrzymujemy

U =kE + (k+p)I' = (k+ p)(d+ p)l <<ki(i)t;i)u)5— 1) :

W zbiorze D zachodzi nieréwnosé S < 2, a wiec mam
o

= B(k + pp)A
U' < (l<;+u)(d+u)[<<k+u)(al+’u

e 1) = (k+p)(d+ p)I(Ry—1),

przy czym rownosé zachodzi w punkcie Fy. Wobec tego jesli Rg < 1, to mamy

U <0,
przy czym réwnosé zachodzi gdy I = 0. Zatem na mocy zasady La Salle’a
granica kazdego rozwigzania nalezy do najwigckszego zbioru niezmienniczego
zawartego w zbiorze, dla ktorego I = 0. To oznacza, ze kazde rozwiazanie jest
zbiezne do P,
O
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Twierdzenie 3.2. Jesli Ry > 1 to punkt P* jest globalnie asymptotycznie
stabilny w zbiorze R\ {(S, E,I) : E =1 = 0}.

Dowdéd. Zauwazmy, ze punkt P* jako punkt réwnowagi uktadu (3.1) spetnia

zaleznosci:
(3.3) A= p35*I" + usS~,
1 E*
A4 = k
(3.4) f=17 p( +u) o
E*
(3.5) d+ = pBS” o
W efekcie dostajemy
p * *
: d =——(k k—.
(3.6) =gkt Ry

Zauwazmy, ze réwnania (3.4) i (3.6) maja sens, gdy p # 1. Funkcja Lapu-
nowa, ktéra bedziemy rozwaza¢ implikuje réwniez stabilnos¢ uktadu dla p = 1.

Rozwazmy nastepujaca funkcje Lapunowa

(3.7)  U(S,E,I)=(5—5"IS)+A(E—E*nE)+ B(I —I*InI),

gdzie A i B sg pewnymi stalymi, ktére zdefiniujemy ponizej. Rozniczkujac

(3.7) wzgledem zmiennej ¢, otrzymujemy

R R L
( 5:9>A p5I = /‘SHA(l—i;)((l—p)ﬁSl—(k+M)E)
+B<1—;>(551+kE (d+p)I).

Korzystajac z (3.3), (3.4) oraz (3.6) mamy

0= (1- ) (551 ~ ST~ (s - 5))
A

(-5 (oo ive )

I SI I I
B(1-4 B Bl by B — kB
+5( I><1— R A A 1*)
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Przeksztatcajac dostajemy

S _SS*)2 N ip(k+u)E (1 - i) <1 - SSﬁ)
E*
A+ e (1- ) (S*I* E)
I* k E I ko1
+ B(k+p)E ( -7 <1fp5*f* k,_,_uE*lfp[*_k—i-uI*)
SRS "+ 1) (o, 55p),
gdzie (z,y,2) = (Si, %, Ii) oraz funkcja f zdefiniowana jest nastepujaco

f(z,y,2;p) = (1 - ;) (I—=zz)+(1-pA (1 - ;) (xz —y)

+pB(1—i)(mz—z)—l—(1— )k_{k_B(l—i)(y—z)

T

1
:<1——xz+z>+(1—p)A<:cz—m—y+1>
Y
b pBlaz—a— 2+ 1)+ (1 —p)—— Bly-2-2+1)
P k+ p - '

Pokazemy teraz, ze mozna dobra¢ A = A(p) i B = B(p) takie, ze funkcja
f jest nieujemna dla kazdych z,y, z € Ryy. Aby wspotczynniki przy z, y oraz

xz byty réwne 0 musza by¢ spetnione rownosci

—14+pB+A(1l—p) = 0

k
l1—pB—(1—p)B—— = 0
pB —(1—p) K
k
Al —p)+ (1 —p)B—— = 0,
(1—=p)+(1—p) Ko

z ktérych wynika, ze

k _ kt+p
A= k+pp 1B = k+pp”

Po podstawieniu otrzymujemy

1 1—-p)k
38 flagzp =2t D (Hx_m_y)_
Roézniczkujac po p dostaniemy
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ap  (k+pp)?

Jesli z, y 1 z sg ustalone, to g—ﬁ ma staly znak dla p € [0,1]. Z tego wynika, ze

af — k(k+p) <1+x xz y)l

f osiaga warto$¢ maksymalna w p =0 lub p = 1.
Zalozmy, ze p = 1. Wtedy

1
f=2———u.

x
Korzystajac z nierownosci pomiedzy $rednig arytmetyczng a geometryczng

otrzymujemy

x4 1
s 2 \%
z+ 21
;. =1
1
r+-—- = 2
x
1
2—xr—— < 0.
x

To oznacza, ze f < 0, przy czym réwnos¢ zachodzi, gdy z = 1. Podobnie w

przypadku, gdy p = 0 mamy

r oy oz

1 Tz Y
sttt Ty
3 r Yy z
Ly
Yy 2 1
3
1 zz vy

—+Z4+2 >3
3— - -7 < 0,

co oznacza, ze [ < 0, przy czym réwnosé wystepuje wtedy i tylko wtedy gdy
r=1iy=z.

7 powyzszego wynika, ze U’ < 0 z réwnoscia w przypadku, gdy S = S*.
Zgodnie z zasadg LaSalle’a rozwigzania, ktore startuja z wnetrza R2, s zbiez-
ne do P*. Zatem P* jest globalnie asymptotycznie stabilny dla wszystkich
nieujemnych warunkéw poczatkowych dla ktorych E(0) + 1(0) > 0. O
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Rozdziat 4

Szczegéltowy model gruzlicy z

szybka 1 wolng progresja

4.1 Zalozenia modelu

W tym rozdziale przedstawimy bardziej rozbudowany model gruzlicy z
szybka i wolng progresja. Bedziemy rozwazamy populacje, ktorej osobniki moz-
na podzieli¢ na pig¢ klas: S - osobniki podatne, E - osobniki zakazone latentnie,

I - osobniki chore oraz dodatkowo
e R - osobniki, ktére wyzdrowialy (recovered),

e T' - osobniki chore na aktywna posta¢ gruzlicy, ale niegenerujace nowych

infekcji (actively infected but not infectious).
Ponadto bedzimy przyjmowac¢ nastepujace zatozenia:

1. Osobnik podatny moze przejs¢ do klasy E, I, T'. Zaktadamy, ze odsetek p
tych osobnikow trafia do klas 117" (szybka progresja), natomiast odsetek
1 — p trafia do klasy E (wolna progresja).

2. W wyniku szybkiej progresji osobniki podatne moga przejsé¢ do klasy [
lub T'. Przy czym odsetek f tych osobnikéw trafia do klasy I (generuje
nowe zachorowania), a 1 — f trafia do klasy 7' (nie generuje nowych

zachorowan).

3. W wyniku wolnej progresji osobniki po okresie latencji moga przejsé¢ do
klasy I lub T'. Przy czym ¢ oznacza odsetek tych osobnikéw, ktére prze-
szty do klasy I, natomiast 1 — ¢ oznacza odsetek tych osobnikéw, ktore

przeszty do klasy T
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4. Podobnie jak w przypadku prostego modelu gruzlicy zaktada sig, ze okres

latencji ma rozktad wyktadniczy przy érednim czasie oczekiwania + s za-

tem jednostki z klasy F przechodza do klas I lub T" z szybkoscig kE.

I iti=a)I
DSt

{1-pifiST

_f..@_. @_,

@4

m T

Rysunek 4.1: Diagram opisujacy dynamike przechodzenia osobnkéw w popu-

lacji pomiedzy klasami w szczegdétowym modelu gruzlicy

Ponizszy uktad rownan rézniczkowych opisuje dynamike przechodzenia osob-

nikow pomiedzy poszczegdlnymi klasami

S'" = A—B3SI—puS
E' = (1-p)8SI—(k+p)E

(4.1) I' = pfBSI+qkE+ wR— (c+d+p)l

T = p(1—f)BSI+(1—q)kE+wR — (c+d+pn)T
R = c¢(I+T)— (u+2w)R,

gdzie

e ¢ - wspoOtezynnik wyzdrowien,

e 2w - wspotezynnik ponownego zachorowania,

a pozostate wspotezynniki rozumiemy tak samo jak w prostym modelu gruzlicy.

Dodatkowo zatadamy, ze wspétezynniki uktadu (4.1) sa dodatnie. Uktad (4.1)

bedziemy rozwaza¢ w zbiorze
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_ 5 . A
B={(S,E,I,T\R)cR,: S+ E+I+T+R< M},
ktory jest dodatnio niezmienniczy, przy czym

R%y = {(z1,22, ..., x5) €ER® 12, > 0,i = 1,2,...,5}.

4.2 Stopa reprodukcji epidemii dla szczegé6to-

wego modelu gruzlicy

Analogicznie do prostego model gruzlicy, swoje rozwazania zaczniemy od

wyznaczenia punktéw rownowagi dla uktadu (4.1). Rozwiazujac uktad réwnan

A—BSI—uS =
(1=p)BSI = (k+pE
(4.2) pfBSI + ¢kE +wR — (c+d+ p)l

p(l—NBSI+ (1 - qkE+wR— (c+d+p)T
cI+T)—(p+2w)R =

S O O O O

otrzymamy dwa punkty rownowagi (Qy = (%, 0,0,0, 0) 1Q* = (S*, E*, I*", T* R"),
przy czym punkt (g jest typu DFE.

Wyznaczymy teraz stope reprodukcji epidemii Ry dla modelu opisanego
uktadem ( 4.1). Podobnie jak w przypadku prostego modelu gruzlicy, skorzy-
stamy z metody opisanej w rozdziale drugim. Wobec tego wystarczy rozwazy¢

uktad ztozony z rownan, ktore sa zwigzane z infekcja

E' = (1-p)BSI—(k+pE

I' = pfBSI+qkE+wR— (c+d+p)l

T = p(1—=f)BSI+ (11— QkE+wR - (c+d+ )T
R = c(I+T)—(p+2w)R,

(4.3)

a wiec F, V sg postaci

(1 —p)BSI
pfBSI
p(1— f)BSI
0

)
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(k+wnE
—qkE —wR+ (c+d+p)l

V:
(q—1DEE —wR+ (c+d+p)T
—c(I+T)+ (p+2w)R
Wtedy
] 1 — 18A ]
o 1-pBA
F = 1
pA=fAE
il
0 0 0 0 |
oraz
kE+p 0 0 0
vV — —qk  c+d+p 0 —Ww
(g — 1)k 0 ct+td+p  —w
0 —c —c i+ 2w
Stad
Aa Ab Aé Ad
Ba Bb Bé Bd
Fv-i=| ¢ ¢ Bd 1

Ca Cb Cé¢ Cd
o 0 0 0
gdzie state A, B, C' sg zdefiniowane nastepujaco

(L=p)BA o _pfBA . _ p(1—[)BA

)

I ft I

A=

oraz

qk(c+d+ p)(p+2w) — we(q — 1)k — wegk
(k+w)(c+d+ p)((c+d+ p)(p+ 2w) — 2we)’

Q

~ 1 wc
b= + ,
ctd+p (c+d+p)((c+d+ p)(p+ 2w) — 2we)
G— wce
(et d+p)((c+d+ p)(p+2w) — 2we)’
CZ: w

(c+d+ p)(p+2w) — 2we’
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Rozwigzujac rownanie charakterystyczne

Aa— )\ Ab A Ad
Ba Bb—)\ B¢ Bd

det - - | =0,
Ca Ch Cé—) Cd

0 0 0 0—A

otrzymujemy dwie wartoéci wlasne macierzy FV ™!
A=0

lub

_ __ A kq(1—p) we k(1—p)
A= pu(p+d+c) (pf + k+p + (ctd+u) (pt2w)—2we (p+ k+p ))

A wiec wspoétezynnik Ry dla uktadu réwnan (4.1) jest postaci

_ AB kq(1—p) we k(1—p)
Ro = arara (pf T Tk T o dm (praw) 2w (p T Thu ))

Uwaga 4.1. Dla kazdej wartosci Ry istnieje punkt réwnowagi (Qg, ktory jest
typu DFE. Jesli Ry > 1, to istnieje dodatkowo drugi punkt réwnowagi Q* =
(S*, E*, I*,T*, R*) € B, ktéry ma $cisle dodatnie wspétrzedne. Punkt ten od-
powiada sytuacji, w ktoérej epidemia wystepuje. Ponadto kazde rozwigzanie,
ktore startuje z warunku poczatkowego w ]R“;O, dla ktérego E+1+T+ R >0
dazy do punktu wewnatrz Rgo. 7 drugiej strony, jesli warunek poczatkowy z
Rgo spelnia ¥ = I =T = R = 0, to rozwigzanie uktadu jest zbiezne do punktu

Qo-

4.3 Globalna stabilnos¢

W tym rozdziale zajmiemy sie badaniem globalnej stabilnosci rozwigzan
uktadu (4.1).

Twierdzenie 4.1. Jesli Ry < 1, to punkt réwnowagi Qg jest globalnie asymp-

totycznie stabilny w zbiorze B.

Dowdéd. Rozwazmy funkcje Lapunowa o nastepujacej postaci

V =k(qH + we)E + (k+ p)(H + we)Il + we(k + p)T + w(k + p)(c+ p+ d)R,
gdzie H jest stala zdefiniowana nastepujaco
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H=(p+2w)(c+p+d) —2we.
Zauwazmy, ze H > 0. Stosujac wzor
av _ovos  ovop ovor ovor  ovom
dt  9Sot OE Ot oIt OT ot  OR Ot
dostajemy

V' = k(qH + we)E' + (k + p)(H + we) I’ + wek + )T + w(k 4+ p)(c + p+ d)R’

Bf +a(l —p)gi + 0+ L -PEgH)
c+pu+d '

:H(k+u)(c—l—u+d)l(

Poniewaz na zbiorze B mamy, ze S < %, wiec

—p)Fk _ )k we
V“zHMA/U@+u+dﬂ(ﬁ@f+“1 mﬁizﬁjwl mHﬂH»2_1>
= H(k+p)(c+p+d)I(Ry—1)

z réwnoscig tylko w punkcie )g. Zatem dla Ry < 1 mamy

V' <0
z réwnoscia, gdy I = 0. Z zasady LaSalle’a, granica kazdego rozwiazania ukta-

du (4.1) nalezy do najwiekszego zbioru niezmienniczego, dla ktérego I = 0,

a to oznacza, ze kazde rozwigzanie jest zbiezne do zbioru jednoelementowego

{Qo}- ]

Twierdzenie 4.2. Jesli Ry > 1, wtedy punkt QQ* jest globalnie asymptotycznie
stabilny w zbiorze RIG\{E =1 =T = R = 0}.

Dowdd. Rozwazmy nastepujaca funkcje Lapunowa

V(S,E,1,T,R)=(S—S"InS)+ A(E—E*InE)+ B(I — I"Inl)
+C(T—T*InT)+D(R—R'InR),

gdzie A, B, C, D sa pewnymi stalymi dodatnimi, ktére beda zdefiniowane p6z-

niej. Korzystajac z faktu, ze Q* jest punktem réwnowagi uktadu (4.1), mamy

A = BS*T* + uS*,
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(k + p)E

5:m7

pfBS*I* + gk E* + wR*

d=
c+u+ I

lub

(1 — f)BST* + (1 — q)kE* + wR*
T !

c+u+d:p

(1 + 2w)R*
I+ T
Roézniczkujac funkcje Lapunowa V' wzgledem czasu ¢ otrzymujemy

(55 (k+pE”
S 1—p

V= —u F(S,E,I,T,R),

gdzie

P (o503
(-5 (5L )
Bor (1-7) (

ST _I)
stioamt () (F 1)
SN
ol D p),
¢ Z+u : <1 B T> ( >

st
EE)
P (]lerMu)E* (1_ )( >

(4.4)

+ o+ 4+ o+ o+

+

+

I*
4T~

gdzie a = Stad wynika, ze a jest postaci

pf(k+u)+(1fp)qu + we

_ k+pp
(4:5) “= (c+;+d)(u+2w) '

Pokazemy teraz, ze V' < 0 z réwnoscig jedynie w punkcie S = S*. W tym

celu wykazemy, ze F' < 0. Dla utatwienia wprowadzimy nastepujace oznacze-

- _ E _ I _ T _ R : N .
na:r = g, Y= 55, %2= 7, W= 77, U= 5. Natomiast wyrazenie &= moze
, . . . - R k4p
by¢ zapisane w nastepujacej postaci = EG’ przy czym
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c(k +pp)

(4.6) St

Po podstawieniu do (4.4) otrzymujemy

1
F = <1——xz+z)

Xz

A(l—p) (xz—y—+1>
Bng( z)—z—x—ir

1 qk
B k4 p < a +1>

Cp(1—f) <x2—w—+1)
R

BwG u—z—u—i-l)
z

Cw@G u—w—u+1>
w

D(,u+2w)G<az—|—(1—oz)w—u—ozZ—(1—(1)1:—|—1>.

=
2
+ o+ 4+ o+ o+ o+ 4+ 4

Przeksztalcajac (4.7) dostajemy

(4.8)

F = 1+ A(—-p)+Bpf+B (1= )1 = p)k

k+p

(1 —p)qk
k+
BwG 4 CwG + D(pu+ 2w)G

2 (1 — Bpf — pll=rdk _ g + Doy + 2w)G>
!

+Cp(1—f)+C

k +
zz(—1+ A(l —p)+ Bpf + Cp(1 — f))

n
n
N
N y(_A(l_p>+B(1—p)qk+C(1—q)(1—p)k’>
n
n

k+p kE+p
u (BwG + CwG — D(p + 2w)G)
w (—Cp(l - o= fo —

- l—f—A(l—10)%+Bpfm—|—3ﬂy+0 (1 f)azz>
x Y v w

k+
B oGk [ el O L e LA e A
k4 p w z w

— (D +2w)a (az (- @Z)).

Dobieramy state A, B, C'i D, tak zeby wspotczynniki przy z, zz, y, uiw w

b _ CwG + D(1 —a)(p+ 2w)G>

wyrazeniu (4.8) byty réwne 0. Wéwezas mamy
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k(qH + we)

wk +p)(c+p+d)
+ wce

w(c—é—u—i—d)

ct+u+d
w(k + 1)

(b + 2w)(k + pp)a’

S Q & =
I

Ponadto A, B, C, i D sg dodatnie, co jest warunkiem koniecznym do tego aby
funkcja V byla dodatnio okreslona na R,

Stosujac wzor (4.5) dostajemy

w(k +p)(c+p+d)
(pf(k+p) + (1= p)gk)H + (k + pp)we

(4.10) D=

Zatem mamy

(4.11)
(1—p)gk (1—q)(1 —p)k
F = 1+ A(1—- B B————+Cp(1 — C
+AQ—p) + Bpf + B——= =+ Cp(1 - f) + Py
+ BwG+ CwG + D(p+ 2w)G
1 Tz (1 —p)gky xz
x—i—A(l p)y—l—Bpfx—l—B KT Z+C’p(1 f)w
_ (=20 =Pky gty cut
k+p w z w

— (Dt 20)Gla +(1- Q)Z’)>,

gdzie A, B,C, D sa dane wzorami (4.9), a G jest zadane wzorem (4.6). Aby

pokazaé, ze funkcja F jest niedodatnia zdefiniujemy pomocniczo funkce F

Wzoremnl

. k+p)(c+p+d
(4.12) po el “)(g K )Fzélpf+52pq+53p+54q+557
gdzie
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o = (k‘+u)<wc<m+w—z—x>+[—](2——x
wooouu x
1

& = k wc<y+—w—y>+H<+m+y—3

z u u w r oy oz
03 = wc(wcu<4——w—u—z +Hu<4__acz_u_w)>

H w z U
b b y_“_l)
y  w w

5 — k%<wc<4_w_U_Z_U)+H<5_1_M_y_w_U>>_
H uow Uz xr Yy w u oz

Zauwazmy, ze wspotczynniki 6;, j = 1,..., 5 sg niezalezne od p, ¢ i f. Co wiecej,
F ma taki sam znak jak F.

Jesli z, y, z, u, w sy ustalone to funkcja

(4.14) F = 61pf + 0apq + d3p + 049 + 0,

moze osigga¢ wartos¢ maksymalna dla f = 0 lub f = 1, gdyz pochodna
% = 4;p ma staly znak. Podobnie %—I; = 0op + 04 = 0o(p — 1) ma staly
znak. Zatem F' moze osiaga¢ maksimum dla ¢ = 0 lub ¢ = 1. Ponadto jesli
zalozymy, ze f i g sa stale, to funkcja F' jest funkcjg monotoniczng zmiennej
p i moze osigga¢ maksimum dla p = 0 lub p = 1. Zatem funkcja F(p,q, f)
osigga maksimum w jednym z wierzcholkéw szescianu jednostkowego [0, 1]3.
Pokazemy, ze F jest niedodatnia w kazdym z wierzchotkéw tego szescianu, a
wiec réwniez niedodatnia w kazdym jego punkcie. To oznacza, ze V' < 0 dla
kazdego punktu szescianu jednostkowego [0, 1]3.

Zalormy, e p = q¢ = f = 0. Wtedy F(p,q,f) = 05. Z twierdzenia o

nierownosci miedzy Srednig arytmetyczng a geometryczng otrzymujemy

wou oz u
4E,E_E,E<u+w+u+z
~ Y
U ow o ou oz 4
a stad
woou o zu
uow U 2
co daje nieré6wnosc
wooou oz
4———————— <0
uw z



Podobnie mamy

co daje

Zatem [(0,0,0) < 0 z réwnoscig, gdy © = 11y = z = u = w. Podobnie jest
w przypadku pozostatych wierzchotkéw, co daje ze F (p,q, f) < 0 z réwnoscia,

gdyr=11iz=u=w.

A zatem V' < 0 przy czym rowno$é zachodzi, gdy S = S* oraz EE =
IL* = % = %. Zgodnie z zasada LaSalle’a, granica kazdego rozwiazania ukta-

du (4.1) nalezy do najwiekszego zbioru niezmienniczego zawartego w C =

{(S,E,I,R,T) : S =8"£ =+ =L = K} Poniewaz S musi by¢ stale

to S’ = 0. To implikuje, ze I = I*, a co za tym idzie IL =1.Azatem T =T"1i

R = R*. Z tego, ze I' = 0 wynika, ze E = E*. To oznacza, ze jedynym zbiorem

niezmienniczym zawartym w C jest zbiér jednoelementowy {Q*}. ]
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