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Uwaga 1
Warunki zaliczenia:

© =zaliczone éwiczenia

@ zdany egzamin

Uwaga 2
5 ECTS = 125-150 godzin, czyli po 7-10 godzin pracy tygodniowo!

Uwaga 3
Materiaty do zaje¢ dostepne sa na Wirtualnym Kampusie
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Dlaczego
,Jezyki i paradygmaty programowania”,
a nie

. Paradygmaty i jezyki programowania’?

O jakie jezyki chodzi?
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Proces tworzenia programu:
© cel — co program ma robic
@ projekt — dobér algorytmu
© opis — dobdr gtéwnego paradygmatu
@ technika — dobér technik programowania
© narzedzia — wybdr jezyka programowania
@ wykonanie — napisanie kodu, sprawdzenie, uruchomienie

Punkty 1-5 to praca koncepcyjna, dopiero ostatni punkt to klepanie
w klawiature.
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Paradygmat okresla ogdlny sposéb podejscia do opisu problemu. Jesli

@ znam algorytm, ktéry jest liniowy (ew. drzewiasty) i niezbyt ztozony,
to wybieram czysty paradygmat imperatywny

@ algorytm zawiera wiele powtarzajacych sie fragmentéw, wygodnie jest
siegnac po paradygmat strukturalny/proceduralny

@ algorytm zawiera klasy abstrakcji, klasyfikujace dane po ich
wiasciwosciach — paradygmat obiektowy

@ nie wiem jak, ale wiem z czym startuje, co moge zrobi¢ i co chce
uzyskaé na koncu — paradygmat deklaratywny

» moge wszystko sprowadzi¢ do matematycznego opisu — paradygmat
deklaratywny funkcyjny

» moge wszystko sprowadzi¢ do wyrazen Boole'a — paradygmat
deklaratywny w logice
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Nie jest prawda, ze kazdy jezyk programowania jest tak samo dobry do
realizacji danego zadania, co inny. Istnieja wyspecjalizowane jezyki
utatwiajace rozwigzywanie konkretnych typéw probleméw.

Wybér odpowiedniego narzedzia jest wazny! |

Przyktad: wyswietl drugie i trzecie pole kazdej linii (pola oddzielane sa
dwukropkiem) pliku tekstowego

awk ’BEGIN{FS=":"};{print $2,$3}’ plik.txt

A teraz prosze napisaé to samo w C.
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Skoro konstrukcja jezyka programowania podlega paradygmatowi, dlaczego
.Jezyki i paradygmaty programowania”,
a nie
., Paradygmaty i jezyki programowania’?
Poniewaz zajmowa¢ sie bedziemy gtéwnie abstrakcyjnymi strukturami
i wtasciwosciami jezykéw formalnych opisujacych automaty, wyrazenia
regularne i gramatyki. Te struktury pozwalaja na stworzenie spéjnego
jezyka programowania, ale moga stuzy¢ réwniez do opisu jezykdw
naturalnych i innych.

To nie jest kolejny wyktad z jezyka programowanial

Chociaz dwa nowe jezyki sie pojawia...
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Plan wyktadéw

@ Maszyny programowalne, jezyki programowania
@ Podstawowe paradygmaty programowania:

» imperatywny

» imperatywny obiektowy, Ruby —7J[2.4]

» deklaratywny funkcyjny, Haskell —7J[8.x]

» deklaratywny w logice, Prolog —7J[4.X]

Automaty, alfabety, jezyki —AUT[1.5]
Automaty deterministyczne —AUT[2.2]
Automaty niedeterministyczne —AuT[2.3],[2.5]
Wyrazenia regularne —AuT[3.1]-[3.4]
Gramatyki bezkontekstowe —AUT[5.1],[5.2]

Kompilator i interpreter. Analiza leksykalna i syntaktyczna kodu
—AuT[5.3] i inne
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Wieloznacznos$¢ gramatyk — AUT[5.4]
Automaty ze stosem —AUT[6.1]-[6.4]
Zmienne i typy danych

Programowanie funkcyjne: rachunek lambda

°
°
°
°
@ Programowanie funkcyjne: monady —7J[8.4]
e Programowanie funkcyjne: Haskell —7J[8.1]-[8.5] i inne
@ Programowanie w logice: klauzule Horna, funkcje i relacje
@ Programowanie w logice: nawracanie

@ Programowanie w logice: wnioskowanie géra-dét i dét-gora
°

Programowanie w logice: Prolog —7J[4.1]-[4.5] i inne
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Przeglad paradygmatéw programowania

Programowanie maszyn
@ sprzet musi by¢ programowalny
» nie kazdy uktad elektroniczny to procesor
» sam procesor to jeszcze nie komputer
@ zazwyczaj nie programujemy elektroniki bezposrednio — warstwy
abstrakcji oddzielajace uzytkownika od sprzetu
» systemy wbudowane (np. kontrolery przemystowe, telefony komérkowe)
» systemy operacyjne (np. bankomaty, komputery)
e do wydawania instrukcji uzywany jest jezyk programowania (oparty
o jaki$ paradygmat)
> jezyk maszynowy — asembler
> jezyki wyzszego poziomu
» kompilator
> interpreter
» maszyna wirtualna
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Przeglad paradygmatéw programowania

Architektura Princeton (koncepcja von Neumanna)

CPU

[T+ N

@ pamieé przechowuje zaréwno dane jak i instrukcje

@ CPU nie moze jednocze$nie pobra¢ instrukcji i wykona¢ operacji na
danych
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Przeglad paradygmatéw programowania

Architektura Harward

CPU

BN -, prvm
_out Ja

@ pamie¢ danych i pamieé rozkazéw s3g rozdzielone
e CPU moze jednoczesnie dokonywaé odczytu/zapisu do pamieci
i wykonywac instrukcje programu
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Przeglad paradygmatéw programowania

Tradycyjnie méwi sig, ze jezyk programowania musi da¢ mozliwos¢

@ operowania na zmiennych
@ operowania na podstawowych strukturach danych
@ wykonania instrukcji warunkowej

@ wykonania petli lub ew. zdefiniowania struktur rekurencyjnych

tak, aby dato sie w nim zapisa¢ dowolny algorytm (jezyk uniwersalny).
Nie kazdy jezyk umozliwia programowanie:

@ jezyki znacznikowe (np. HTML)

@ czes¢ jezykdw skryptowych

@ wiekszo$¢ makrojezykow

Nie kazde podanie ciggu instrukcji jest programowaniem!
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Przeglad paradygmatéw programowania

Paradygmat
«przyjety sposob widzenia rzeczywistosci w danej dziedzinie, doktrynien

[sjp.pwn.pl]

Paradygmaty programowania
@ paradygmat jest to wzorzec, teoria i metodologia
@ co$ narzucone, dane odgérnie

@ na poczatku paradygmat programowania byt determinowany przez
architekture maszyny

@ obecnie ten problem zostat zepchniety na poziom kompilatora —
czesto jezyki s3 uniwersalne, kod jest przeno$ny pomiedzy maszynami

@ dobry przykfad: jadro linuksa (napisane w C, mozna skompilowa¢ na
kilkunastu réznych architekturach)
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Przeglad paradygmatéw programowania

Podstawowy podziat paradygmatéw

Imperatywny Deklaratywny

@ Scisle oparty na architekturze @ wzorowany na jezykach
von Neumanna naturalnych i ludzkich

@ zmiana stanu programu wraz procesach myslowych
z kolejnymi krokami @ nieliniowos$¢ wykonania,

@ struktury kontrolne programu komenda na koricu kodu moze
okreélaja kolejnoéé wywotah zmodyfikowaC wywotanie z jego
instrukgji poczatku

e programy przypominaja @ powszechne stosowanie
instrukcje obstugi, czyli musimy rekurencji w miejsce petli
zna¢ metode osiggniecia celu e definiuje problem (dane
(algorytm prowadzacy od i reguty) i poszukuje
danych do wyniku) odpowiedzi na zadane pytanie
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Przeglad paradygmatéw programowania

Dalszy podziat paradygmatu imperatywnego

e strukturalny — bazuje na strukturze kodu (bloki), pozbawiony jest
instrukcji skoku goto; kod jest czystszy i tatwiejszy do analizy,
program, za wyjatkiem petli, wykonywany jest po kolei

@ proceduralny — odmiana strukturalnego, w ktérej czes¢ kodu jest
zestawiana w podprogramy:

> procedury,

» funkcje;
podprogramy moga by¢ wywotywane wielokrotnie z gtéwnego
programu lub z innych podprograméw

o obiektowy — definiuje sie metody dziatania na klasach danych, nie na
pojedynczych instancjach; przynalezno$¢ do klasy, a wiec wtasciwosci,
obiekt dziedziczy hierarchicznie
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Przeglad paradygmatéw programowania

Dwa gtéwne nurty programowania deklaratywnego

o funkcyjne — zamiast instrukcji uzywa sie wyrazen, a wiec nie ma
pojecia stanu programu; caty algorytm sprowadza sie do obliczenia
wartosci pewnej (zazwyczaj ztozonej) funkcji matematycznej;

u podstaw programowania funkcyjnego lezy rachunek lambda

o w logice — zamiast instrukcji uzywa sie zdan logicznych, a wiec kazde
dziatanie sprowadza sie do okreslenia, czy rozwazane stwierdzenie jest
logicznie prawdziwe, czy fatszywe
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Przeglad paradygmatéw programowania

Obecnie wyrdznia sie cztery gtdwne paradygmaty, czesto traktowane jako
niezalezne:

@ imperatywny
@ obiektowy

o funkcyjny

o w logice

Wiekszos¢ jezykéw (niemal wszystkie nowoczesne) jest hybrydowa i nie
podlega doktadnie pod tylko jeden paradygmat.
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Przeglad paradygmatéw programowania

Program w jezyku imperatywnym
@ SciSle powiazany z koncepcja maszyny von Neumanna

@ polega na wydaniu sekwencji uszeregowanych czasowo rozkazéw,
zmieniajacych stan maszyny

@ stan maszyny oznacza stan jej procesora i zawartoS¢ pamieci oraz
rejestrow

jezyki niskiego poziomu (asemblery) operuja niemal bezposrednio na
jednostkach pamieci

jezyki wysokiego poziomu wprowadzaja twory abstrakcyjne
reprezentujace sktadowe maszyny, np. zmienne reprezentuja jednostki
pamiegci
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3

4

Przeglad paradygmatéw programowania

Przyktad: kod w Pascalu

Przyktad: kod w Fortranie

program silnia; 1 program silnia
var i, n, s: integer; 2 integer i, n,
begin 3 read(*,*) n

read(n) ; 4 s=1

s := 1; 5 do 10 i=2,n

for i := 2 to n do 6 s = s *x i

S := 8 * i; 710 continue

write (s) 8 write (*x,%) s

end. 9 end program

Jezyki czysto imperatywne: C, Pascal, Fortran, Basic, asemblery...
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Przeglad paradygmatéw programowania

Program w jezyku obiektowym

przede wszystkim jest to rodzina imperatywna, wiec struktura i logika
kodu jest taka sama

zmiana nastepuje na poziomie struktury danych: dane grupowane s3
z operacjami, ktére mozna na nich wykonaé, w nowy twér — obiekt
hermetyzacja (enkapsulacja) polega na ukryciu implementacji
obiektu, za$ udostepnieniu jedynie niektérych danych i metod

w postaci interfejsu

obiekty mozna grupowac w hierarchicznie definiowane klasy, ktére
maja pewne wspdlne cechy (mechanizm dziedziczenia w ramach
hierarchii)

hierarchia klas implikuje zawieranie sie, co prowadzi do polimorfizmu
dynamicznego — metody dobierane sg automatycznie zgodnie

z przynaleznoscia do klasy

abstrakcja danych pozwala na definiowanie klas w postaci ogdlnych
szablondéw, a na ich podstawie dopiero tworzenia szczegbtowszych
definicji
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Przeglad paradygmatéw programowania

Gtéwne pojecia zwigzane z paradygmatem obiektowym:

Klasa to abstrakcyjny typ danych, definiowany programowo poprzez
podanie dopuszczalnych na nim operacji oraz jego reprezentacje.

Obiekt to element nalezacy do pewnej klasy.

Klasa potomna (pochodna, podklasa) jest klasa wywiedziona
poprzez dziedziczenie z innej klasy.

Klasa macierzysta (nadrzedna, nadklasa) jest klasa, z ktére;
wywodzi sie klasa potomna.

Metoda to podprogram (operacja) dziatajacy na obiektach dane;
klasy zgodnie z jej i jego definicja.

Pole to zmienna zamknieta wewnatz obiektu.

Komunikat to wywotanie metody.

Protoké6t obiektu to zbiér sposobéw odwotania sie do obiektu.
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Przeglad paradygmatéw programowania

To, co jest w ramach danego obiektu ukryte, a co dostepne, okreslaja
kwalifikatory przy metodach i polach:

@ public oznacza nieograniczong dostepnosé z zewnatrz

@ private oznacza ukrycie przed dostepem z zewnatrz i pozwala przez
to na definiowanie typdéw abstrakcyjnych

@ protected oznacza ukrycie dla wszystkich za wyjatkiem klas
potomnych

W wielu jezykach kwalifikatory przyjmuja domyslne state wartosci i jawnie
sie ich nie uzywa.
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Przeglad paradygmatéw programowania

Przyktad: kod w C++

unsigned int factorial (unsigned int x)

{

unsigned int value = 1;
for (unsigned int i = 2; i <=

{

value = value * i;

+
return value;

}

X3

i++)

Jesli nie wykorzystuje sie obiektéw, jezyk obiektowy jest nie do odréznienia
od czystego jezyka imperatywnego.
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Przeglad paradygmatéw programowania 7] [2.4]

Przyktad: kod w Ruby

1 class Song

2 def initialize(name, artist, duration)
3 @name = name

4 Q@artist = artist

5 @duration = duration

6 end

7 end

o aSong = Song.new("Bicylops", "Fleck", 260)
1o aSong.inspect

Jezyki obiektowe: C++, C#, Delphi / Object Pascal, Java, Ada, Python,
Ruby...
Jest to dominujacy obecnie paradygmat.
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Przeglad paradygmatéw programowania 7] [2.4]

Ruby jest jezykiem niezwykle elastycznym, do tego stopnia, ze struktura
klas nie jest sztywna. Méwi sie, ze Ruby posiada otwarte klasy:

@ definicje klas i metod s3 dostepne dla programisty
@ mozna je (niemal) dowolnie modyfikowac...
@ ... ponoszac konsekwencje naruszenia struktury

Ingerencja w klasy i metody jest czasami bardzo wygodna, ale programista
musi pamietaé, ze z powodu dziedziczenia, zmiany w klasie nadrzednej
beda sie propagowaty do klas potomnych. Moze to prowadzi¢ do trudnych
do wykrycia bteddéw.
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Przeglad paradygmatéw programowania 7] [2.4]
Przyktad: przedefiniowanie operatora + w obrebie klasy Fixnum
piotrsarnacki.com/2008/01/08/otwarte-klasy-w-rubim-i-ich-praktyczne-wykorzystanie/

Plik klasa.rb

1 # -*- coding: t150-8859-2 -*-
> class Fixnum

3 alias old_plus +

4

5 def +(wyrazenie)

6 (self.old_plus wyrazenie) % 7
7 end

s end

0 a =4+ 4
11 puts a

Uruchomienie programu

1 [bash]$ ruby klasa.rb
> 1
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Przeglad paradygmatéw programowania  7J [4.x] [8.x]

Programowanie deklaratywne (funkcyjne i logiczne) bedzie omawiane
doktadniej w dalszej czesci wyktadu. Na razie przyktady:

Definicja funkcji silnia w Haskellu

1 silnia :: Integer -> Integer
1
x * silnia (x-1)

2 silnia O
3 silnia x

Definicja predykatu silnia w Prologu

1 silnia(0,X) :- X=1, !.
2 silnia(N,X) :- N>0, L is N-1,
3 silnia(L,Y), X is Y*N.

W jezykach deklaratywnych bardzo czesto efektywniejsze sg algorytmy
rekurencyjne, niz te oparte o petle. Niekiedy petli nie da sie w ogdle
zdefiniowac ze wzgledu na brak mozliwosci uzycia zmiennych sterujacych
przebiegiem petli.
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Przeglad paradygmatéw programowania  7J [4.x] [8.x]

UWAGA |

Jak na razie wszystkie komputery*) oparte s3 na imperatywnej
architekturze von Neumanna. Dlatego tez, niezaleznie od uzytego jezyka
programowania, kompilator i tak ttumaczy kazdy kod na zestaw
uszeregowanych czasowo instrukcji zmieniajacych stan maszyny.

*) Wyjatkiem sa komputery kwantowe, ktdre sa oparte na zupetnie innej
zasadzie dziatania zaréwno pod wzgledem budowy, programowania jak

i realizacji algorytméw. W ich przypadku jednak pdki co nie istnieja jezyki
programowania, podobnie jak nie istnieja jeszcze uniwersalne
programowalne komputery kwantowe.
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Podstawowe pojecia teorii automatéw  AuT [1.5]

Automaty

Automat to abstrakcyjny model opisu pewnej klasy maszyn
obliczeniowych i oprogramowania. Jest uzyteczny w przypadku proceséw,
w ktérych mozna wyodrebni¢ zbiér parametréw w catosci je definiujacy.
W przypadku oprogramowania moze symulowaé instrukcje warunkowe,
skoki i petle/rekurencje.

Automat sktada sie ze zbioru standw i regut przejscia miedzy nimi:
@ stan jest definiowany wartoSciami parametréw opisujacych caty uktad;
mozna go poréwnaé z potozeniem zatrzymanego uktadu trybdéw
w mechanizmie, stanu napiecia sprezyn, stanu wahadta itd.
o reguty przejScia okreslaja, jak zmienig sie parametry aby dokonato
sie przejscie z pewnego stanu do innego (nie wszystkie przejscia
musza by¢ dozwolone)
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Podstawowe pojecia teorii automatéw  AuT [1.5]

Automat skonczony zawiera skonczona liczbe stanéw, w odréznieniu od
automatdéw nieskonczonych, ktére sa nieograniczone. Tymi drugimi nie
bedziemy sie zajmowac.

Przyktad: w(y)tacznik $wiatta

start

- zapalone zgaszone

@ ,zapalone" i ,,zgaszone"” to dwa mozliwe stany przetacznika

@ przejécie miedzy tymi stanami nastepuje poprzez zaistnienie sytuacji
»hacisénij

@ ta sytuacja jest odczytywana z wejscia automatu (nie zaznaczonego
na rysunku), czyli automat odczytuje, analizuje i reaguje na dane
wejSciowe
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Podstawowe pojecia teorii automatéw  AuT [1.5]
Podstawowe definicje
o Alfabet X to skonczony niepusty zbiér symboli.

e Stowo (tancuch) to cigg symboli wybranych z pewnego alfabetu.
Specjalnym stowem jest fancuch pusty ¢, ktéry nalezy do kazdego
alfabetu.

o Jezyk L to zbidr wszystkich stéw podlegajacych pewnej regule, jakie
mozna utozy¢ z danego alfabetu.

Przyktadowe alfabety
¥ =40,1,2,3,4,5,6,7,8,9} dziesietny

¥ ={0,1} binarny
Y =A{a,b,...,z} mate litery
¥ = ASCII znaki ASCII

Przyktadowe stowa w alfabecie binarnym ¥ = {0, 1}:
£,0,1,00,01,10,11,000,001,010,011, 100, 101, 110, 111, . . .
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Podstawowe pojecia teorii automatéw  AuT [1.5]

Woprowadza sie potegi alfabetu, oznaczajace wybor stéw pewnej dtugosci:

20 = {e}
Y={w:|jw=1}=%
Y2 ={w:|w =2} =¥%
yr=xlux?u...

(o)
=2 =xustus?u---={epunt
=0

Symbol ¥* w praktyce oznacza zbidr wszystkich stéw (réwniez stowa
pustego) nad alfabetem X. Okre$lenie , stowo nad alfabetem X" oznacza
~tancuch nalezacy do ¥*”
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Podstawowe pojecia teorii automatéw  AuT [1.5]

Stwierdzenie

Konkatenacja ab dwoch stéw a i b nad alfabetem X jest stowem nad
alfabetem X. Jedlia € X" i b€ ™, to ab € "™, Elementem
neutralnym konkatenacji jest e.

Stwierdzenie

Konkatenacja ab dwéch stéw a € X7 i b € X" jest stowem nad alfabetem
Yab = (Zg ULy).
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Podstawowe pojecia teorii automatéw  AuT [1.5]

Definicja: jezyk nad alfabetem
Jezykiem £ nad alfabetem X nazywamy kazde £ C ¥*.

o Jezyk nie musi wykorzystywaé wszystkich symboli alfabetu, dlatego £
pozostaje jezykiem nad kazdym alfabetem zawierajacym w sobie .

@ Zbiér pusty £ = () jest jezykiem nad dowolnym alfabetem.
e L = {e} réwniez jest jezykiem nad dowolnym alfabetem.

o Jezyk nie musi by¢ skonczony.

Réznica miedzy ¢, {¢} a )
@ ¢ jest fancuchem pustym, zawierajagcym zero symboli
o {c} jest zbiorem jednoelementowym, zawierajacym pusty fancuch

@ () jest zbiorem pustym, zeroelementowym
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Podstawowe pojecia teorii automatéw  AuT [1.5]

Przykfad 1:

Alfabetem jest alfabet tfacinski z polskimi znakami diakrytycznymi.
Jezykiem jest jezyk polski.

Reguta: Kazde poprawne po polsku stowo bedzie nalezato do omawianego
jezyka. Reguta przynaleznosci do jezyka determinowana wystepowaniem
stowa w stowniku.

Przyktad 2:

Alfabetem jest zbiér cyfr arabskich.

Jezykiem jest zbiér liczb parzystych.

Reguta: Kazdy ciag cyfr konczacy sie symbolem 0,2,4,6,8 nalezy do tego
jezyka.

¥ =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9)
L={zy:xeX* ye{0,2,4,6,8}}
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Podstawowe pojecia teorii automatéw  AuT [1.5]

Przykfad 3:

Alfabetem jest zbiér cyfr arabskich.

Jezykiem jest zbiér liczb naturalnych mniejszych od 1000.

Reguta: Kazdy ciag cyfr o dtugosci nie przekraczajacej 3 nalezy do tego

jezyka.
¥ =10,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
L={weX*:|w <3}
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Podstawowe pojecia teorii automatéw  AuT [1.5]

Przyktad 4:

Alfabetem jest alfabet tacinski wraz z cyframi i pewnymi znakami
specjalnymi.

Jezykiem jest zbiér poprawnych wyrazen jezyka fortran.

Reguta: musi istnie¢ stownik oraz pewne reguty konstruowania poprawnych
stéw (gramatyka)

Problem: jak sprawdzi¢, czy pewne wyrazenie jest poprawnym wyrazeniem
danego jezyka? Nalezy skonstruowa¢ automat rozpoznajacy poprawne
wyrazenia danego jezyka. Znacznie prosciej jest, jesli jezyk jest skonczony.
Dlatego tez w jezykach programowania stosuje sie reguty ograniczajace
programiste przy wyborze etykiet (nazw zmiennych, procedur...).
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne  AuT [2.2]

Automat deterministyczny to taki, w ktérym przejScia miedzy stanami
sg doktadnie okreslone, tj. dla danego wejscia istnieje doktadnie jeden stan
wyjSciowy. Automat taki zawsze znajduje sie w dobrze okreslonym stanie.

Przyktad: wtacznik $wiatta
start

__ | zapalone zgaszone

Automat niedeterministyczny to taki, w ktéym w danych warunkach
istnieja przejscia do kilku stanéw wyjsciowych. Automat taki moze
znajdowac sie w kilku stanach jednocze$nie.
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne Aur [2.2]

Definicja: deterministyczny automat skonczony |

Deterministyczny automat skonczony (DAS) to automat skoriczony,
deterministyczny, zdefiniowany poprzez (@, %, , qo, F'), gdzie

@ () to skonczony zbiér stanow

@ Y to skonczony zbiér symboli wejSciowych (alfabet)

0 to funkcje przejScia miedzy stanami, § : Q X X — Q
qo € @ to stan poczatkowy

F C Q to zbiér stanéw akceptujacych (stanéw korncowych)

Przyktad: wtacznik $wiatta
N Q@ ={qw,n}
start Y ={n}
d(qo,m) = q1, 0(q1,n) = qo
T—n F={q}
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne  AuT [2.2]

Przyktad: wtacznik Swiatta

n

T
o
—4qo | @1

‘\_/

*q1 || 90

Tu — oznacza stan wejsciowy, za$

znakuje stany akceptowalne.
Alfabet odczyta¢ mozna z opisu pierwszego rzedu, stany z pierwszej

kolumny, funkcje przejscia z tresci tabelki.

Mamy wiec trzy réwnowazne zapisy definiujgce DAS
@ zapis , pigtkowy”
@ diagram

@ tabela
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne  AuT [2.2]

Przykfad: Automat DAS Ay,..s rozpoznajacy w tekscie ciagg UMCS.
Alfabetem bedzie alfabet polski + znaki interpunkcyjne

Y={a,...,z A,..., 7 0,...,9, znaki specjalne}

Aymes nNajwygodniej zdefiniowaé diagramem:

T\{U} U b3

Gdyby DAS miat rozpoznawa¢ wyraz ,,UMCS" to nalezatoby zaczaé szukaé
dopasowania od znaku spacji, a zakonczy¢ na znaku spacji lub znaku
przestankowym.
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne  AuT [2.2]

Ten sam DAS okreélony za pomoca tabeli

Aumes [U M C S\ {UMCS}

—q0 |91 9 90 9o 9o
qir || 91 92 90 9o Qo

g2 1191 490 43 4o 4o

g3 11491 490 4o 944 4o
*q4 | 94 G4 94 44 Q4

Definicje stanéw:
@ (o nie przeczytatem niczego interesujacego
@ g1 przeczytatem U
@ (o przeczytatem UM
@ g3 przeczytatem UMC
@ ¢4 przeczytatem UMCS
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne Aur [2.2]

Umowa |

Reguty rysowania diagraméw (graféw) definiujacych DAS:

o

2]
o
o

kazdemu stanowi z () odpowiada jeden wierzchotek; wierzchotki sa
podpisane oznaczeniem stanu i rysujemy je w postaci kdtka

na stan wejéciowy wskazuje strzatka z napisem START

stany akceptujace oznaczane s3 podwdjnym kétkiem

jesli istnieje funkcja przejscia 0(g;, s) = g¢;, to stan g; taczymy strzatka
ze stanem ¢, a strzatke podpisujemy symbolem s (ew. lista symboli,
jesli wiecej niz jeden symbol powoduje takie przejscie)

dla kazdego stanu musz3 istnie¢ funkcje § od kazdego symbolu
uzywanego alfabetu

fragmenty diagramu, do ktérych nie mozna sie dostac ze stanu
poczatkowego, s3 z niego usuwane
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne  AuT [2.2]

Niekiedy wygodnie jest okresli¢ funkcje przejscia od tancucha, a nie
pojedynczego symbolu.

Definicja: rozszerzona funkcja przejscia DAS |

Rozszerzona funkcja przejécia 6 zdefiniowana jest rekurencyjnie tak, ze
@ jesli m = [z jest tancuchem sktadajacym sie z tancucha [ i symbolu z
(le ¥ zel),
@ oraz jesli DAS bedacy w stanie g po przetworzeniu tancucha ! znajdzie
sie w stanie p,

to
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne  AuT [2.2]

Przyktadowo dla Aymes:

A

(5((]0, UMCS) = ({4,

A

0(gi,m) = qo dlai=0,1,2,3, m ZUMCS,

S

0(qq, m) = g4 dla m dowolnego.

UWAGA:
Rozszerzona funkcja przejscia od tancucha jednoelementowego redukuje
sie do normalnej funkcji przejscia

A

0(q,z) = 0(q, x)

Pamietajac o tym, mozna przyjaé to samo oznaczenie na obie funkcje. Dla
klarownosci nie bedziemy tego tutaj robic.
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne Aur [2.2]

Rozszerzone funkcje przejScia moga postuzy¢ do zdefiniowania jezyka DAS.

Definicja: jezyk DAS |
Jezykiem DAS L(A) nazywamy zbidr tancuchéw przeprowadzajacych
stan poczatkowy automatu A w jeden z jego stanéw akceptujacych:

L(A) = {w : (qo, w) € F}
Kontynuujac poprzedni przyktad, £(Aumes) = {UMCS}.

Definicja: jezyk regularny |
Jedli dla danego jezyka L istnieje taki DAS A, ze £ = L(A), to jezyk L
nazywany jest jezykiem regularnym. Innymi stowy, jezyk jest regularny
jesli jest jezykiem jakiego$ DAS.
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne Aur [2.3]

Definicja: niedeterministyczny automat skonczony |

Niedeterministyczny automat skoniczony (NAS) to automat skoriczony,
niedeterministyczny, zdefiniowany poprzez (Q, X, 9, qo, F'), gdzie

@ () to skonczony zbidr stanow

Y to skonczony zbiér symboli wejsciowych (alfabet)

J to ,funkcje” przejécia miedzy stanami, 6 : Q@ x X —» Q', Q' CQ
qo € @ to stan poczatkowy

F C @ to zbiér stanéw akceptujacych (stanéw koncowych)
Jedyna réznica w definicjach DAS i NAS to posta¢ funkgcji przejécia §:

(DAS) §: Q@ x X — Q

(NAS)6:QxYX—=Q, QcCcQ
W przypadku NAS odwzorowanie 4 mapuje stan i symbol na zbiér standw,
nie jest wiec funkcja, chociaz takiej nazwy sie uzywa.
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne  AuT [2.3]

Jak dziataja odwzorowania § w przypadku NAS?
@ automat z pojedynczego stanu przechodzi do jednego lub kilku stanéw
@ oznacza to, ze moze znajdowac sie w kilku stanach jednoczesnie

@ analizuje symultanicznie kilka mozliwych Sciezek wedréwki po grafie;
niektére prowadza do stanéw akceptowalnych, inne sie koncza na
stanach nieakceptowalnych
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne  AuT [2.3]

Przyktad: NAS rozstrzygajacy, czy liczba jest parzysta. Dla utatwienia,
zapiszemy liczbe w postaci binarnej. Wtedy zadanie NAS sprowadza sie do

sprawdzenia, czy ciag binarny konczy sie symbolem 0.

Diagram: Uwagi:
0.1 @ z gy wychodza dwie linie
znakowane 0 i jedna 1

start 0 @ NAS konczy dziatanie wraz z
kofAcem analizowanego
tafncucha

Tabelka:
H 0 1 Pytanie: czy datoby sie skonstruowad
DAS wykonujacy to samo zadanie?
—qo || {90,01} {0}
*q1 0 0
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne  AuT [2.3]

Definicja: rozszerzona funkcja przejscia NAS |

Rozszerzona funkcja przejscia $ zdefiniowana jest rekurencyjnie tak, ze
o jesli m = lx jest tancuchem sktadajacym sie z tancucha [ i symbolu x
(le¥ zel),
@ oraz jesli NAS bedacy w stanie g po przetworzeniu tancucha ! znajdzie
sie w stanach {p1,...,pr},
to

A

5(Q7 6) =q
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne  AuT [2.3]

Definicja: jezyk NAS |

Jezykiem NAS L(A) nazywamy zbidr tancuchéw w przeprowadzajacych
stan poczatkowy automatu A w zbiér standw, zawierajacy co najmniej
jeden stan akceptujacy:

£(4) = {w : 3(qo,w) N F # 0}

@ w tym wypadku, w zbiorze wszystkich stanéw posrednich, jakie
generuje tancuch w, musi sie znalez¢ taki podzbidr, ktéry utworzy w
grafie Sciezke taczaca stan poczatkowy qg z ktéryms$ ze standw
akceptujacych

o fakt istnienia w zbiorze koncowym wielu stanéw & F' nie gra roli

o fakt istnienia wielu $ciezek, ktére nie koncza sie stanem
akceptujacym, réwniez nie ma znaczenia
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne  AuT [2.3]

Twierdzenie (nieformalne) o réwnowaznosci NAS i DAS

Kazdy jezyk, ktéry da sie opisaé za pomocg pewnego NAS, mozna opisac
rowniez za pomoca pewnego DAS. Automaty te s3 sobie réwnowazne.

Uwagi:
@ istnieja problemy, ktére tatwiej opisa¢ DAS, a inne za pomoca NAS,
ale jest to jedynie kwestia wygody i ew. elegancji zapisu
@ réownowaznos¢ dziata oczywiscie w obie strony DAS«+>NAS

@ z grubsza kazdemu zbiorowi stanéw NAS przypisuje sie nowy stan
DAS i na tej podstawie konstruuje funkcje przejécia &

@ jesli NAS ma n standéw, to konstrukcja formalnie przewiduje 2™
stanéw dla DAS

@ w praktyce wiele z tych stanéw jest nieosiggalnych (tworza cze$é
grafu roztaczna ze stanem poczatkowym) i powinno sie je usunaé,
dlatego czesto liczba stanéw NAS i DAS jest poréwnywalna
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne  AuT [2.3]

Przyktad: NAS rozpoznajacy liczby parzyste byt zdefiniowany tabelka

NAS | 0 1

—qo || {e0,01} {ao}
*q1 0 0

Mozna z niej wyodrebni¢ 4 r6zne stany: 0, qo, q1, {qo,q1}. Petna wersja
tej tabelki przybiera posta¢ (uwaga na 3. linie!):

NAS| © 1
—q || {9001} {0}
*q1 0 0
g0, a1} || {90,1} {0}
0 0 0

Wida¢, ze zaczynajac ze stanu g nie osiggniemy stanu gq; w postaci
»czystej”, a jedynie posrednio poprzez stan {qo, q1 }. Podobnie stan () staje
sie niepotrzebny. Mozna wiec usuna¢ linie druga i czwarta z tabeli.
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne  AuT [2.3]

Po uporzadkowaniu otrzymujemy przeksztatcong tabele w postaci
odpowiedniej dla DAS

DAS| 0 1
= qo | {90, a1} {a0}
#{qo0, 1} || {a0. a1} {qo}
Lepiej to widaé po zmianie nazw i narysowaniu diagramu

1
DAS[ 0 1
1 9o start 0
q1 4o

Powyzsza analiza jest przyktadem tzw. konstrukcji podzbioréw.

— qo
*q1
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne  AuT [2.3]

Konstrukcja podzbioréw
@ jest ogblng metoda przeksztatcenia NAS — DAS
@ polega na utworzeniu ze zbioru stanéw NAS nowego stanu DAS
@ na tej podstawie konstruuje sie funkcje przejscia DAS

@ operacja jest powtarzana do momentu, az wszystkie stany zostana
opisane, a funkcja przejscia bedzie przeprowadzata automat
z dowolnego stanu w doktadnie jeden stan wyjsciowy
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne  AuT [2.3]

Twierdzenie o rownowaznos$ci NAS i DAS

Majac dany automat NAS N = (Qn, X, 0w, qo, Fv) i skonstruowany na
jego podstawie za pomocg konstrukcji podzbioréw automat DAS
D = (Qp,%,6p, qo, Fp), zachodzi réwnos¢ jezykéw L(D) = L(N).

Aby udowodni¢ to twierdzenie nalezy pokaza¢, ze z konstrukcji podzbioréw
wynika réwnos¢
0p(qo,m) = dn (g0, m)

dla dowolnego stowa m.
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne  AuT [2.3]

Szkic dowodu:
Niech m = [z, za$ stany p; s3 osiaggane przez N ze stanu gy po
przetworzeniu tancucha [. Konstrukcja podzbioréw daje przepis:

k
Sp({p1, o} ) = | On(pi, ).
i—1

Automat DAS traktuje {p1, ..., pr} jako pojedynczy stan, wiec zgodnie
z definicja rozszerzonej funkcji przejécia dla DAS

Sp({p1, .y}, ) = 6p(q0,m).

Analogiczna definicja dla NAS méwi, ze

k
U 5N(p1,7$) = 5N(q07m)
i=1

Marek Gézdz (26 lutego 2026) Jezyki i paradygmaty programowania 59 /331



Automaty deterministyczne i niedeterministyczne  AuT [2.3]

Ostatecznie wiec otrzymujemy zadana réwnosé
0p(go,m) = on(qo, m).

@ Automat NN akceptuje m jesli zbi6r SN(qo,m) zawiera stan z Fly.
@ Automat D akceptuje m jedli stan 5D(q0,m) zawiera stan z Fp.

@ Na podstawie udowodnionej réwnosci mamy Fy = Fp.

Whiosek: jezyki opisujace oba automaty s3 identyczne, £L(D) = L(N).

UWAGA:
Petny dowéd — patrz AUT, rozdz. 2.3.5.
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne Aur [2.3]

Jak na razie twierdzenie méwi tylko, ze z kazdego NAS mozna zbudowaé
(metoda konstrukeji podzbioréw) taki DAS, ze jezyki akceptowane przez
oba automaty s3 identyczne.

Obserwacja: DAS jest szczegdlnag postaciag NAS |

Kazdy DAS mozna interpretowaé jako szczegdlny NAS o funkcjach
przejscia definiujacych zawsze zbidér jednoelementowy:

ép(¢,2z) =p = on(g,2) = {p}

i przez analogie

A A

op(go,m)=p = on(q,m) = {p}.

Powyzsza konstrukcja nie zmienia automatu, a co za tym idzie, jego jezyka
i polega jedynie na reinterpretacji elementéw automatu.
Automaty NAS i DAS sa réwnowazne.
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne  AuT [2.3]

Twierdzenie o regularnosci jezykdéw

Jezyk L jest akceptowany przez pewien DAS wtedy i tylko wtedy, gdy jest
akceptowany przez pewien NAS.

Dowdd: wynika wprost z twierdzenia o réwnowaznoéci DAS i NAS:
@ jezyk jest regularny jedli istnieje akceptujacy go DAS
@ DAS i NAS s3 sobie réwnowazne
@ = jezyk jest regularny jesli istnieje akceptujacy go NAS
@ L[ jest akceptowany przez DAS < L jest akceptowany przez NAS
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne  AuT [2.5]

Problem: automat ma rozpoznawa¢ liczby catkowite. Przyktadowe postaci
to: 1, 12, -1, —12. Tak wiec dtugo$¢ ciagu cyfr jest nieznana, za$ znak
minus jest opcjonalny (moze wystapi¢ lub nie).

Alfabet (minimalny):

¥ ={-,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Wygodnie bytoby dopusci¢ przejécia od tancucha pustego, a wiec 6(q, €),
aby uwzgledni¢ ewentualny znak minus!
@ rozszerzenie automatu o przejscia z tancuchem pustym oznacza
wprowadzenie ¢ jako dozwolonego argumentu funkcji przejscia
@ oznacza to, ze automat moze spontanicznie zmieni¢ stan, podazajac
Sciezka diagramu podpisana €
@ nie oznacza to, ze wiaczamy e do alfabetu ¥ (patrz uwaga pod
definicjg e-NAS)
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne  AuT [2.5]

Majac do dyspozycji e-przejscia, automat mozemy skonstruowaé
nastepujaco:

Diagram: Tabela:

0,....9 e-NAS H € - 0,...,9
—qo || {on} {ar} 0

start[ g9 | =€ %0,---,9 q1 0 0 {qu}
\_/ I 0

Jest to przyktad niedeterministycznego automatu skonczonego z
g-przejéciami:

@ niedeterministyczno$¢ pozwala nie zna¢ dtugosci ciagdw wejsciowych

@ c-przejscia pozwalaja uwzgledni¢ opcjonalny znak minus
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne Aur [2.5]

Definicja: NAS z e-przejSciami |
Niedeterministyczny automat skonczony z ¢-przejSciami (s-NAS) to
automat skonczony, niedeterministyczny, zdefiniowany poprzez

(Q,%,0,q, F), gdzie
@ () to skonczony zbiér stanow
@ Y to skonczony zbiér symboli wejSciowych (alfabet)
@ 0 to ,funkcje” przej$cia miedzy stanami,
§:QxXU{et = {Q}CcQ
@ ¢o € () to stan poczatkowy
e I C @ to zbiér stanéw akceptujacych (stanéw koncowych)

UWAGA: ¥ jest zbiorem symboli mogacych pojawic¢ sie na wejsciu
automatu. Co prawda ¢ formalnie nalezy do kazdego alfabetu, ale

w przypadku e-NAS wyklucza sie ten symbol z X. Stad zapis ¥ U {¢}
w definicji funkgji przejscia.
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne  AuT [2.5]

Definicja: e-domkniecie stanu
e-domknieciem stanu ¢ nazywamy zbiér stanéw osiggalnych z ¢ poprzez
e-przejscia. Definicja rekurencyjna:

q € edomk(q)
[p € edomk(q)] A [Fr: §(p,e) = r] = [r € edomk(q)]

Analogicznie do poprzednich przypadkéw definiuje sie dla e-NAS
rozszerzone funkcje przejécia i jezyk.
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne  AuT [2.5]

Definicja: rozszerzona funkcja przejscia e-NAS |
Rozszerzona funkcja przejscia $ zdefiniowana jest rekurencyjnie tak, ze
@ jesli m = lx jest tancuchem sktadajacym sie z tancucha [ i symbolu x
(leX* zey),
@ oraz jesli e-NAS bedacy w stanie g po przetworzeniu tanicucha !
znajdzie si¢ w stanach {p1,...,px},
@ oraz jesli symbol x zamienia stany {p1,...,pr} — {r1,.
5:1 d(pisx) ={r1,...,rs},

., 1rs}, czyli

to

5(g,€) = edomk(q)

(g,m) = U edomk(7;)
j=1 )

S
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne  AuT [2.5]

Definicja: jezyk e-NAS
Jezykiem e-NAS L(A) nazywamy zbidr tancuchéw w przeprowadzajacych
stan poczatkowy automatu A w zbiér stanéw, zawierajacy co najmniej

jeden stan akceptujacy:
L(A) = {w: (g0, w) N F # 0}

Formalnie definicja ta ma taka samg postac jak definicja dla NAS
i analogiczna do definicji dla DAS. Réznica polega na uwzglednieniu

w funkcjach § e-przejsé.
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne  AuT [2.5]

Twierdzenie o réwnowaznosci DAS i e-NAS

Jezyk L jest akceptowany przez pewien e-NAS wtedy i tylko wtedy, gdy
jest regularny (czyli jest akceptowany przez pewien DAS).

Aby to pokazaé wystarczy udowodnié, ze kazdy e-NAS mozna sprowadzi¢
do NAS. Poniewaz NAS i DAS s3 réwnowazne, otrzymamy powyzsze
twierdzenie.

Oznacza ono, ze dla kazdego e-NAS mozemy podaé réwnowazny mu DAS.
Procedura wymaga:

@ pozbycia sie przejs¢ e (otrzymujemy NAS)

o przeksztatcenia NAS na DAS wg schematu konstrukcji podzbioréw

Formalna procedura eliminacji e-przej$¢ — patrz AUT rozdz. 2.5.5.
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne  AuT [2.5]

Przyktad réwnowaznych automatéw e-NAS i DAS

@ przejscie z £ powoduje
0,..,9 rozgatezienie grafu DAS
@ mamy dwa stany
akceptujace DAS,
odpowiadajace liczbom
dodatnim i ujemnym

@ mamy stan pusty ()
(zielona cze$¢), ktérego
sie zazwyczaj nie rysuje;
reprezentuje on
niewtasciwy ciag i nie
jest stanem
akceptowalnym, chociaz
na nim DAS moze
skonczy¢ dziatanie
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne  AuT [2.5]

Podsumowanie

@ ¢-NAS pozwala na najbardziej kompaktowe zakodowanie
skomplikowanych operacji

o kazde e-przejScie w e-NAS oznacza rozgatezienie Sciezek w NAS
(i duplikacje czesci stanéw powtarzajacych sie w roztacznych
Sciezkach)

@ znalezienie DAS réwnowaznego danemu NAS jest trudniejsze
(procedura konstrukeji podzbioréw)

o tak skonstruowane DAS moga wymagaé wprowadzenia stanu pustego

@ czesci diagramu nieosiagalne ze stanu poczatkowego formalnie
istnieja, ale czesto sie je pomija, przez co (pozornie!) diagram DAS
moze wygladac¢ na niekompletny

@ nieosiagalno$¢ ze stanu poczatkowego moze wynikaé z zewnetrznych
warunkéw, np. z narzuconych postaci tancuchéw wejsciowych

PokazaliSmy wiec, ze wszystkie trzy typy automatéow: DAS, NAS i e-NAS
moga by¢ w siebie wzajemnie przeksztatcane.
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Wyrazenia regularne  Aur [3.1]

Wyrazenia regularne

Wyrazenia regularne (RE, regexp)
@ jezyk opisu wzorcéw czy wzorce opisujace jezyk?

@ s3 wykorzystywane w zadaniach dopasowania i rozpoznawania
tancuchéw, m.in. w wyszukiwarkach, parserach, analizatorach tresci...

@ technicznie, wyrazenie regularne jest przez aplikacje zamieniane na
odpowiedni automat

@ prowadzi to do (stusznego) podejrzenia, ze automaty i RE nawet jesli
nie s3 sobie rbwnowazne, to maja wiele wspdlnego

@ konkretne symbole uzywane do budowanie RE r6znig sie pomiedzy
aplikacjami i systemami, ale podstawowe zasady sg niezmienne
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Wyrazenia regularne  Aur [3.1]

Na jezykach mozna wykona¢ trzy podstawowe operacje. S3 to:

@ suma, ktéra definiuje sie jako sume zbioréw tancuchéw nalezacych do
obu jezykéw
Vala€ LV a e M] < [ae LUM]

e konkatenacja, ktéra definiuje sie jako zbiér tancuchéw utworzonych
jako konkatenacje tancuchédw nalezacych do obu jezykéw

Vapla € LAbE M| & [ab e LM)]

o domkniecie, ktére jest definiowane jako suma tancuchdw nalezacych
do kolejnych konkatenacji jezyka z samym sobg (suma poteg jezyka)

cr=J=luctuL’u- ={efuLuLLu...
=0
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Wyrazenia regularne  AuT [3.1]

Definicja: algebra RE

Algebre wyrazen regularnych definiuje sie nastepujaco:
@ ¢ jest RE reprezentujacym jezyk {e}, czyli L(e) = {¢}
@ () jest RE reprezentujacym jezyk 0, czyli L(0) =0
e jesli Ry i Ry sa RE, to:

(suma) L(R1 + Re) = L(R1) U L(Ry)
(konkatenacja) L(R1R2) = L(R1)L(R2)
(domkniecie) L(RY) = (L(Ry1))*

@ jesli R jest RE, to (R) jest réwniez RE reprezentujagcym ten sam jezyk
co R, L((R)) = L(R)
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Wyrazenia regularne  Aur [3.1]

UWAGI:
@ pojedyncze symbole alfabetu s RE
@ suma i konkatenacja RE (domkniecie (dopetnienie) jest kombinacja
obu tych operacji) tworza poprawne RE

@ RE mozemy grupowaé za pomoca nawiaséw

Kolejno$¢ wykonywania operacji na RE:
e domkniecie (,, potegowanie”)
e konkatenacja (,,mnozenie”)

@ sSuma
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Wyrazenia regularne  AuT [3.2]

Twierdzenie o odpowiedniosci automatu i RE

Jedli jezyk L jest akceptowany przez pewien automat, to istnieje wyrazenie
regularne, ktére opisuje ten jezyk.

Twierdzenie o odpowiedniosci RE i automatu

Jesli jezyk L jest opisywany przez wyrazenie regularne, to istnieje automat
e-NAS, ktéry akceptuje ten jezyk.

W potaczeniu z poprzednimi twierdzeniami, otrzymujemy réwnowazno$é
wszystkich czterech struktur:

o NAS / /
o -NAS
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Wyrazenia regularne  AuT [3.2]

Przykfad przejscia DAS — RE.
Rozwazmy automat DAS akceptujacy ciagi bitowe zawierajace co najmniej

jeden symbol 0
1 0,1

Ogdlny ciag akceptowany przez DAS ma
@ dowolnga liczbe 1 na poczatku
e 0
@ dowolng liczbe O lub 1 na koncu

co zapisa¢ mozna jako

1%0(0 + 1)* J
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Wyrazenia regularne  AuT [3.2]

Formalna procedura dla ogdlnego przypadku e-NAS — RE.

@ ponumerujmy stany automatu kolejnymi liczbami, 1,2, ...

@ oznaczmy przez Rg-L) RE, ktére umozliwia przejécie miedzy stanami
1 — j wykonujac skoki przez stany posrednie o numerach co najwyzej
réwnych n

o kazde RZ(;L) moze by¢ () lub zbiorem niepustym, z uwzglednieniem
ewentualnych e-przejsé

@ mozna pokaza¢ (— Aur [3.2]), ze

7J i in nj

R(”) — R(n—l) + R(n—l) (R%T:;l))* R(”_l) J

czyli przejscie i — j przez n mozna zrealizowa¢ bez odwiedzania
wezta n lub odwiedzajac wezet posredni n, z mozliwoscig zostania w
n dowolnie dtugo (symbol %)

@ na koniec sumuje sie RE prowadzace od stanu poczatkowego do stanu
akceptujacego automatu
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Wyrazenia regularne  AuT [3.2]
Wracajac do przyktadu, przejscia bez
wezfa posredniego mozna wyczytaé
bezposrednio z grafu: 1

0,1
R@:o start 0
Ry =0

RY =c+0+1=0+1

Z ogblnej reguty RS) = Rz(?) + RE?) (Rg‘}))* Rﬁ‘;) generujemy drugi rzad
przyblizenia, czyli przej$cia z jednym weztem posrednim ¢

RV = c4i4(c+1)(e+1)(e+1) =1*
Rl = 04 (e +1)(c +1)%0 = 1%0
RY = 0+0(c+1)"(c+1) =
RY = c+04+1+0(c+1)0 =0+1
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Wyrazenia regularne  AuT [3.2]

Analogicznie reguta REJ) R(l) + REQ) (Rélz)) Rgl) daje drugi rzad
przyblizenia z weztem posredmm q2

RY = 1% + 1%0(0 + 1)*0) =1
RY = 1:0+1%00+1)*(0+1) =100 +1)*
R = 0+ (0+1)(0+1)*D =0

RY = 0+1+(0+1)(0+1)*(0+1) = (0+1)*

Przejécie od stanu poczatkowego (g1) do akceptujacego (g2) opisywane
jest wyrazeniem Rg) =1*0(0+ 1)*, co konczy formalnie konstrukcje.
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Wyrazenia regularne  AuT [3.2]

Przeksztatcenie DAS — RE metoda eliminacji stanow
@ zamieniamy opisy etykiet z symboli alfabetu na RE
@ przeksztatcamy graf automatu usuwajac z niego po kolei stany
posrednie
@ rekompensujemy to, dodajac etykiety z RE odpowiadajace przejsciom
przez eliminowany stan posredni

R23 +
R2e (Ree)* Re3

R23
R2e
Re3

Rie O Ree R1e (Ree)* Re3
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Wyrazenia regularne  AuT [3.2]

@ po dojéciu do automatu jednostanowego (ze stanem akceptujacym)
otrzymane wyrazenie jest zapamietywane
@ redukcje prowadzi sie osobno dla kazdego stanu akceptujacego

@ na koniec dodajemy wyrazenia RE odpowiadajace stanom
akceptujacym

Metoda eliminacji stanéw sprowadza sie do:

@ znalezienia RE odpowiadajacych Sciezkom w grafie automatu
(dowolnego typu), prowadzacych od stanu poczatkowego do stanu
akceptujacego,

@ zsumowaniu tych RE dla wszystkich stanéw akceptujacych.

Jest to wiec konstrukcja jezyka automatu (patrz definicje jezykéw
i funkcji 0) i symboliczny jego zapis za pomoca umownych wyrazen (jezyk
automatu jest regularny, wiec te wyrazenia tez nazywaja sie regularne).
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Wyrazenia regularne  AuT [3.2]

Przeksztatcanie RE — s-NAS

Generalna strategia:
@ rozktadamy RE na najprostsze podwyrazenia
@ symbole RE odpowiadajg etykietom przej$¢ miedzy stanami
@ konkatenacja RE to cigg standéw potaczonych funkcja przejscia
@ suma RE to rozgatezienie grafu
o gwiazdka odpowiada petli zwrotnej

Szczegbtowe instrukcje — AUT[3.2.3]
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Wyrazenia regularne  AuT [3.2]

Dowdd twierdzenia réwnowaznoséci RE i e-NAS.

Cel: Wykazaé, ze dla dowolnego wyrazenia regularnego istnieje
odpowiadajacy mu automat (w sensie réwnosci jezykéw).

Dowéd: Zauwazmy, ze kazde wyrazenie regularne jest postaci:
@ prymitywnej — symbolu &, zbioru pustego () lub symbolu z € ¥
@ ztozonej — kombinacji powyzszych w formie sumy Ry + Ro,
konkatenacji Rj Ry lub gwiazdki (domkniecia) R*
@ wyrazenia regularne moga by¢ réwniez grupowane za pomoca
nawiaséw, (R)
Grupowanie nawiasami nie zmienia jezyka, tj. L(R) = L((R)), wiec nie
musimy sie tym osobno zajmowac.
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Wyrazenia regularne  AuT [3.2]

Automaty odpowiadajace prymitywnym postaciom RE

@ symbol €
] ‘.
1 8 )
|
! 1
! 1
N e e e e e e e e e e e e = == -
@ zbiér pusty ()
1 \
! I
. |
! I
N e e e e e e e e e e = ————
@ symbol z
.
I
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Wyrazenia regularne  AuT [3.2]

Automaty odpowiadajace ztozonym postaciom RE

@ suma R; + Ry

@ ztozenie R1 Ry

om
==
1
1
D,
—h
1
1
1
[m
=\
1
1
D,
N
1
1
_I
m

@ domkniecie R*
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Wyrazenia regularne  AuT [3.2]

Automat odpowiadajacy dowolnemu RE buduje sie

@ dokonujac dekompozycji RE tak dtugo, az otrzymamy zestaw operacji
wykonywanych na prymitywnych formach
@ podstawiajac pod kazdy element sktadowy odpowiedni automat
@ taczac wyjscia i wejscia automatéw zgodnie z kolejnoscia
wystepowania odpowiadajacych im fragmentéw w RE
@ redukcji ,,nadmiarowych” fragmentéw grafu:
> wiekszo$¢ e-przejsé
» bezposrednich éciezek do stanu ), a wiec takich, ktére odpowiadaja
stowom nie nalezagcym do jezyka automatu
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Wyrazenia regularne  AuT [3.2]

Przyktad: Konstrukcja automatu odpowiadajacego wyrazeniu
0" + 17 =00* + 11*.

Po zredukowaniu niczego
nie wnoszacych e-przejs¢
otrzymujemy wersje

z jednym (e-NAS) lub
dwoma (DAS) stanami
akceptujacymi.
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Wyrazenia regularne  AuT [3.3]

Korzystajac z regexp w praktyce, nie stosuje sie zapisu algebraicznego

@ symbol a+b oznacza ,,a lub b” i jest zastepowany zapisem z pionowa
kreska alb albo zapisem w nawiasach kwadratowych [ab]

@ rezygnuje sie z €
@ rezygnuje sie z ()
Przyktad:
(0+1)° = (ot (0f1)«

Sktadnia RE w réznych systemach i aplikacjach jest rézna. Istnieje pewien
standard, ktory jest rozszerzany i poprawiany przez programistéow na
uzytek konkretnego programu.
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Wyrazenia regularne  AuT [3.3]

Podstawowa sktadnia regexp w linuksie

pojedynczy znak

T* zero lub wiecej wystgpien r

r+ jedno lub wiecej wystapien r

r? zero lub jedno wystapienie r

r\{n\} doktadnie n powtdrzen r

r\{n,m\} co najmniej n ale nie wiecej niz m wystapiehn r
[abc] a lub b lub c

[Tabcl wszystko tylko nie a, b i ¢

[a-c] zakres (sprawdzany po kodach znakdw)
- poczatek linii

$ koniec linii

ri\|r2 rl lub r2

\( ... \) grupowanie RE
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Dodatkowo

grep i sed.

L B s S e IO e B e A s I e |

[:upper:

:alnum:
:alpha:
:blank:
:digit:
:lower:
:punct:
:space:

Wyrazenia regularne  AuT [3.3]

definiuje sie klasy, wykorzystywane przez aplikacje takie jak

—_ e

]

znaki alfanumeryczne (alfabet+liczby)
znaki alfabetu

znaki puste: SPC, TAB

cyfry

[a-z]

znaki specjalne i interpunkcyjne

TAB, NL, VT (vertical tab),

FF (form feed), CR, SPC

[A-Z]

Zaleta postugiwania sie klasa jest niewrazliwo$¢ RE na kolejnos¢ znakéw
w uzywanym kodowaniu, zaleznym czesto od ustawionej lokalizacji.

Marek Gézdz (26 lutego 2026) Jezyki i paradygmaty programowania

91/331



Wyrazenia regularne  AuT [3.3]

Przyktad regexp w konwencji uniksowej/linuksowej: adres email.
Warunki:

@ email zajmuje cata linie

@ format to login@host.domena.kod

@ login moze zawiera¢ mate litery, cyfry, kropki, podkreslenie i mysinik
(minus)

@ host.domena podobnie jak login

@ kod to kropka i doktadnie 2, 3 lub 4 litery (.pl, .com, .info)

Jedno z rozwigzan:

/~([a-z0-9_\.-1+)@([a-z0-9_\.-1+)\. ([a-z]{2,4}) 8/

Znajdz wady tego zapisu!
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Wyrazenia regularne  AuT [3.3]

Przyktad regexp w konwencji emacs, podobny do tego, jaki
wykorzystywany jest do wykrycia przez edytor konca zdania (wg systemu
anglosaskiego).
Warunki:

@ zdanie konczy sie odpowiednim znakiem przestankowym

@ zdanie lub jego koncéwka moga by¢ ujete w nawiasy lub cudzystowy —
wtedy zamykajacy nawias/cydzystéw stawia sie po znaku
przestankowym

C.2! 0N ) 3] *
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Wyrazenia regularne  AuT [3.3]

Przyktad bezposrednio z edytora. Wyszukiwanie w tekscie stéw pasujacych
do RE (skrét C-M-s, komenda M-x isearch-forward-regexp)

Plik Edycja Widok  Zakla

File Edit Options Buffers Tools Help
cr

cd

-222:**--F1 *scratch* All (2,4) (Text Fill Isearch) --

Regexp I-search: c[ad]+r
= marek: emacs
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Wyrazenia regularne  AuT [3.3]

Przyktady za www.emacswiki.com

Specjalne kombinacje z emacsa w tych przyktadach:

@ \w oznacza pojedyncze stowo

@ C-q C-j to kombinacja oznaczajaca przejscie do nowej linii

@ \< \> to znaki ograniczajace wyrazy

[-+[:digit:]]
NAR\-\)7[0-9]+\ (\. [0-9]+\) 7
VAw+\) +\1\>
\<[[:upper:]1]\w*

+$

\w\{20,\}

\w+ski\>

\(19\120\) [0-91\{2\}

~.\{6,\}
~[a-zA-Z0-9_1\{3,16\}$
<tag[™> C-q C-j 1*>\(.*7\)</tag>

cyfra, + lub -

liczba z kropks dziesietnag
powtarzajgace sie wyrazy
wyraz pisany wielka liters
spacje na koficu linii
wyraz, 20 liter lub wiece]j
wyraz kofczacy sie na ski
lata 1900-2099

6+ znakdéw na poczatku linii
przykiadowy login

znacznik HTML o nazwie tag
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Prawa algebraiczne dla regexp.
Niech £, M i N beda jezykami regularnymi. Obowiazuja wtedy dla nich
nastepujace prawa:
e przemienno$¢ sumy L+ M =M+ L
facznos$é sumy (L + M)+ N =L+ (M +N)
taczno$é konkatenacji (CM)N = L(MN)
element neutralny sumy ) + L =L+ 0 =L
element neutralny konkatenacji cL = Le = L
anihilator konkatenacji 0L = L0 =0

prawostronna rozdzielno$¢ konkatenacji wzgledem sumy
LM+N)=LM+ LN
o lewostronna rozdzielnos¢ konkatenacji wzgledem sumy

(M+N)L=ML+NL
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Poniewaz w regexp nie wystepuja jawnie symbole ¢ i (), ktére sa potrzebne
do zbudowania niektérych graféw opisujacych automaty, prawa dotyczace

@ elementdéw neutralnych
@ anihilatoréw

pozwalaja na upraszczanie wyrazen przy przejSciach e-NAS — regexp.

Dodatkowo trzeba podkresli¢, ze:
@ konkatenacja nie jest przemienna

@ suma nie posiada anihilatora
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Dalsze prawa i wtasciwosci:
o idempotentno$¢ sumy L+ L =L
e idempotentnosé domkniecia (£*)* = L*

e domknigcie zbioru pustego (* = {¢}, bo

LO%) = LO)* ={c}ULD)ULD)LB)U---={cJUdUD--- = {e}

domkniecie fancucha pustego ¢* = ¢
przemienno$¢ z wtasnym domknieciem LT = LL* = L*L
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Gramatyki

Do tej pory méwilismy o jezykach (regularnych), czyli zbiorach tancuchéw
symboli konstruowanych wedtug pewnej reguty. Jezyki tozsame sa
automatom i wyrazeniom regularnym.

Jezykiem moze by¢ dla pewnego jezyka (sic!) programowania zbiér etykiet
znakujacych zmienne, znakujacych state, zbiér stéw kluczowych, zbiér

symboli oznaczajacych operatory itd.

Potrzebna jest wiec szersza struktura, ktéra taczytaby w sobie wiele
Jezykéw, aby opisaé np. interpreter/kompilator jezyka programowania.
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Definicja: gramatyka bezkontekstowa |
Gramatyka bezkontekstowa G' nazywamy czwérke G = (V, T, P, S), gdzie
@ V to zbiér zmiennych — kazda zmienna jest tozsama z jednym
jezykiem; jedna ze zmiennych jest wyrézniona odpowiadajac
symbolowi poczatkowemu S, reszta to pomocnicze klasy tancuchéw
@ T to zbiér symboli koncowych — jest to niepusty zbidr skonczony,
zawierajacy tancuchy definiowanego jezyka
@ P to zbiér produkcji — skonczony zbiér regut pozwalajacych na
rekurencyjne definiowanie jezyka
@ S to symbol poczatkowy

Mozna to w zwarty sposéb zapisa¢ nastepujaco:

T#0 SeV
TNV =0 PCVx(TUV)*
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Stowniczek pojec:
@ zmienna = symbol nieterminalny
@ symbol kohcowy = symbol terminalny, terminal

o tancuch jezyka = leksem, token
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Kazda produkcja jest para (A, (), gdzie A € V jest pojedyncza zmienng
(symbolem nieterminalnym), ¢ € (T'UV)* jest dowolnym symbolem
terminalnym lub nieterminalnym, réwniez tancuchem pustym. Zapisuje sie

je w postaci:
A=

Innymi stowy produkcja jest reguta typu:
GLOWA — CIALO

gdzie

@ GLOWA to zmienna definiowana przez dana produkcje

@ CIALO to € lub tancuch utworzony ze zmiennych i terminali
Cata reguta okresla sposéb tworzenia tancuchéw w jezyku
reprezentowanym przez zmienng bedaca gtowa.
W praktyce produkcje tozsame sg wyrazeniom regularnym, jednak tych
ostatnich nie uzywa sie jawnie na poziomie gramatyk.
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Tak wiec gramatyka jest konstrukcja szersza*) niz omawiane do tej pory:
@ operuje na wiecej niz jednym jezyku, a wiec odpowiada jej caty
zestaw automatéw lub pojedynczy automat ztozony

@ RE spetniaja role wzorcéw tancuchédw akceptowanych przez ten
automat

@ produkcje wykorzystuja RE do okreslania regut budowania
akceptowanych tancuchéw

*), Szeroko$¢” gramatyki nie polega na tym, ze zawiera w sobie informacje,
ktérych nie ma w DAS i RE, ale informacje te podane s3 w sposéb jawny

poprzez produkcje, ktére mozna utworzy¢ rozkfadajac RE na czynniki
pierwsze.

Marek Gézdz (26 lutego 2026) Jezyki i paradygmaty programowania 103 /331



Gramatyki, skanery i parsery  AuT [5.1]

Przyktad: Gramatyka opisujaca liczby parzyste w zapisie binarnym.
Alfabetem binarnym jest ¥ = {0, 1}. Kazda liczba parzysta w zapisie
binarnym konczy sie symbolem 0. W zapisie regexp bedzie to:

(0+1)*0

Zbiorem zmiennych V jest wiec zbiér zawierajacy element reprezentujacy
liczbe parzysta w zapisie binarnym {lparz}. Poniewaz mamy tylko jedna
zmienna, petni ona automatycznie role symbolu poczatkowego S = lparz.
Zbiorem terminali T jest alfabet binarny {0, 1}.

Zbiér produkcji P nazwiemy Prod i zawiera on:

Iparz — O lparz
Iparz — 1 lparz
Ilparz — 0

Ostatecznie gramatyke zapisujemy jako:
G=(V,T,P,S) = ({lparz},{0,1}, Prod,lparz).
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Definicja: tancuch bezposrednio wyprowadzalny
Mamy dane gramatyke G = (V, T, P, S) oraz dwa tancuchy
¢,n € (TUV)* (byé moze puste). Lancuch 7 jest bezposrednio
wyprowadzalny z fancucha (:
=z

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja

e tancuchy o, 3,7 € (TUV)*

@ produkcja A —
takie, ze

¢ =aAp n=ayf
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Definicja: tancuch posrednio wyprowadzalny

tancuch 7 jest poSrednio wyprowadzalny z (, jesli istnieje ciag
tancuchdéw «;, i =1, ..., n, takich, ze

a; =( i = it ap =1

Innymi stowy:
@ fancuch bezposrednio wyprowadzalny jest mozliwy do osiggniecia
poprzez zastosowanie pojedynczej produkgji

@ fancuch posrednio wyprowadzalny jest mozliwy do osiggniecia po
zastosowaniu szeregu produkcji
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Do definiowania gramatyk uzywa sie najczesciej wyprowadzen, czyli
produkgji w kierunku GEOWA—CIALO. W ten sposéb z symboli/tancuchéw
nalezacych do jezyka danej zmiennej budujemy nowe, ktore sitg rzeczy
réwniez do tego jezyka naleza.

Mozna tez uzywaé wnioskowania rekurencyjnego, tj. odwroci¢ kierunek
produkcji GLOWA<—CIALO. Bierze sie wtedy wynikowy fancuch i
dopasowuje do niego istniejagce produkcje, rozktadajac go na podtancuchy.
Jesdli w ten sposéb da sie otrzymaé najprostsze symbole, analizowany
fancuch musi naleze¢ do jezyka gtowy produkcji.
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W analogii do uogdlnionych funkgcji przejscia 5, ktére przyjmowaty jako
argument cate tancuchy, a nie pojedyncze symbole, definiuje sie
uogolnione wyprowadzenie, oznaczajace zero lub wiecej krokéw
posrednich wyprowadzenia:

*
o =
= B
Zbiorczo oznacza to, ze:

@ przy zero krokach poérednich § bedzie tancuchem bezposrednio
wyprowadzalnym z «

@ przy jednym lub wiecej krokach posrednich 5 bedzie tafncuchem
posrednio wyprowadzalnym z «
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Przyktfad: Niech gramatyka G = (V, T, P, S) opisuje wyrazenia
arytmetyczne, zbudowane z trzech zmiennych (sic!) z,y, z i czterech
dziatah +, —, %, / oraz nawiaséw (, ).

Zbiér zmiennych (symboli nieterminalnych)

Mozemy wyodrebni¢ dwa typy obiektéw: zmienng i operator. Tak wiec
zbiér zmiennych sktada sie z

V' = {zmienna, operator, S}

gdzie S to symbol poczatkowy.

Zbiér symboli terminalnych

Terminalami sg wszystkie uzywane w zapisie wyrazen arytmetycznych
symbole, a wiec

T ={z,y,2,+ —*/,(,)}
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Produkcje
Reguty tworzenia nowych tancuchéw i decydowania, czy dany fancuch jest

poprawnym wyrazeniem arytmetycznym. Ogdlny schemat wyglada tak:

S — zmienna
S — S operator S
S = (9)

zmienna — X

zmienna — Yy

zmienna — 2

operator — +

operator — —

operator — *

operator — /
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Problem: sprawdzi¢, czy x + (y/x) jest poprawnym wyrazeniem
arytmetycznym w sensie omawianej gramatyki. Wyrazenie to bedzie
poprawne, jesli da sie poda¢ ciagg wyprowadzen, prowadzacy od symbolu
poczatkowego, do tego wyrazenia: S % z+ (y/x)

Przyktadowy ciag:

S =
¢

all ol ol ol ol al

S operator S ? S operator (5) :G> S operator (S operator S)
S operator (S/S) = S+ (5/5) = zmienna + (S/5)
zmienna + ( zmienna /)

zmienna + ( zmienna / zmienna )

x + ( zmienna / zmienna )

x + (y/ zmienna )

z+ (y/x)
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Podane wyprowadzenie jest ,,bataganiarskie” w kwestii kolejnosci zamiany
wyrazen i podstawien terminali.

Wyprowadzenie lewostronne to takie, w ktérym budujemy wyrazenie od
lewej do prawej. Pierwsza zmienna od lewej zastepowana jest jednym z ciat
jej produkgji.

Wyprowadzenie prawostronne to takie, w ktérym budujemy wyrazenie
od prawej do lewej. Pierwsza zmienna od prawej zastepowana jest jednym
z ciat jej produkgji.
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Poprzednie wyprowadzenie w wersji czysto lewostronnej:

S = S operator S

G,l

G?l zmienna operator S

= 1z operator S

G,l

= x4+ S5

G,l

= + (S

5 *t®)

= x4+ (5 tor S

of + (S operator S)

a + (zmienna operator S)

= tor S

of + (y operator S)

=

= ot (/)

= =
= + (y/zmienna) =t x4+ (y/x)
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Definicja: jezyk gramatyki |
Jezykiem gramatyki G = (V, T, P, S) nazywamy zbiér tancuchéw symboli
koncowych, dla ktérych istnieje wyprowadzenie z symbolu poczatkowego

E(G):{wGT*:S:Z;w}

Jedli G jest gramatyka bezkontekstowa, to L(G) jest jezykiem
bezkontekstowym.

Definicja: forma zdaniowa |

Wyprowadzenie z symbolu poczatkowego nazywane jest formg zdaniowa.
Wyréznia sie lewo- i prawostronne formy zdaniowe. Tak wiec £L(G) jest
zbiorem form zdaniowych, sktadajacych sie wytacznie z symboli koncowych.
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Do reprezentacji wyprowadzen uzywa sie grafu zwanego drzewem
wyprowadzenia. Jesli G = (V, T, P, S) jest gramatyka, to drzewa
wyprowadzen dla G podlegaja regutom

@ wierzchotki wewnetrzne opisane sg zmiennymi z V'
@ liscie opisane s3 zmiennymi, terminalami lub tancuchem pustym ¢
o jesli lis¢ opisany jest przez € to musi to by¢ jedyny li$¢ dla tego rodzica
@ jesli wierzchotek opisany zmienng A € V ma liécie opisane symbolami
X1, Xo, ..., X,, to musi istnie¢ produkcja A — X1 X5... X,
(Xi #¢)
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Przyktad: cze$¢ gramatyki opisujacej prefiksowe dziatanie operatora
dwuargumentowego.

Przyjmijmy, ze mamy Wyprowadzenie Odpowiadajace mu
dana gramatyke z lewostronne drzewo wyprowadzenia
symbolami kohcowymi

op2 (operator binarny, S
prefiksowy), var S C:;>l op2 § 5 /l\
(zmienna), +, a, b i by¢ = +S88 op2 S S
moze innymi. Istnieja Gl ‘ ‘ ‘

tez odpowiednie = + var S

{2
+
<
Q
<
Q

produkcje. Sprawdzamy,

. . = +af ‘ ‘
czy wyrazenie + a b jest Gl
poprawne w kontekscie (?l + a var a b
tej gramatyki. C:fl Lab
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Twierdzenie o réwnowaznosci
Niech G = (V, T, P, S) bedzie gramatyka. Ponizsze procedury

rozstrzygajace, czy tancuch koncowy w nalezy do jezyka zmiennej A sa
sobie réwnowazne:

@ wnioskowanie rekurencyjne
74 . . £
@ uogdlnione wyprowadzenie A z? w

7 . . £
@ uogdlnione wyprowadzenie lewostronne A = w

)

P 5 . *
@ uogdlnione wyprowadzenie prawostronne A g> w
’p

@ konstrukcja drzewa wyprowadzenia o korzeniu A i taincuchu
wynikowym w

Sciste dowody — AUT[5.2]
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Réwnowazno$¢ drzewa i wyprowadzenia lewostronnego — szkic dowodu.
Przypusémy, ze drzewo opisane jest korzeniem A € V i lis¢mi
w=wiwy...wg, w; €T.
Q Jedli wysokoé¢ drzewa n = 1, to musi istnie¢ produkcja A — w, ktéra
- . s . - *
jest jednocze$nie wyprowadzeniem lewostronnym A G?l w.

)

© Jesli wysokos¢ drzewa to n + 1 i po n krokach mamy

A= X1Xs...X
o, e k

to
» X jest albo elementem z T, wtedy w; = X;;
» X, jest gtowa produkcji X; — w;
© W obu przypadkach, postepujac w kierunku rosnacych ¢ otrzymamy
lewostronne wyprowadzenie tahcucha w.
Istnienie wyprowadzenia prawostronnego pokazuje sie w analogiczny
sposob. Istnienie wyprowadzenia nieuporzadkowanego wynika bezposrednio
z istnienia wyprowadzen lewo- i prawostronnych.
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Réwnowazno$é wyprowadzen i wnioskowania — szkic dowodu.

© Whnioskowanie rekurencyjne polega na sprawdzeniu, ze analizowany
symbol jest ciatem produkgcji, bezposrednio lub posrednio
wyprowadzalnym.

@ Jedli wiec istnieje wyprowadzenie, ktére dowodzi, ze dany fancuch
nalezy do jezyka gramatyki, to wystarczy odwrdéci¢ operacje, aby z
wyprowadzen otrzyma¢ wnioskowanie.

Formalnie dowdd przeprowadza sie rekurencyjnie wzgledem liczby krokéw
wyprowadzenia.
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Zastosowanie gramatyk w programowaniu
Jezyki programowania dzialg sie na dwa typy:
e interpretowane (np. AWK, Ruby, Bash, Python, Perl)
e kompilowane (np. C, Fortran, Java, Haskell)

Istnieja jeszcze jezyki znacznikowe (np. html, xml), ale nie sa to najczesciej
jezyki programowania w takim sensie, w jakim tego okreslenia uzywam na
wyktadzie.

Proces prowadzacy od odczytu kodu do jego wykonania zawiera kilka
etapéw. W fazie wstepnej mamy:

@ analize leksykalna
@ analize syntaktyczna
@ analize semantyczna

Po6zZniej albo dziata kompilator generujacy kod wykonywalny, albo
interpreter uruchamiajacy kod w locie.
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Analiza leksykalna
tokeny
@ jest wykonywana przez skaner wejsciowy
.{ y y P . cigg znakow

@ jest wykonywana na podstawie regut,
ktére do skanera dostarczone s3 z
zewnatrz (czyli kto§ musi taki skaner
najpierw oprogramowac)

@ polega na analizie kodu i klasyfikacji poszczegdlnych tancuchdéw
znakéw za pomoca znacznikéw (,tokenizacja kodu”); tokeny to
zmienne pdzniejszej gramatyki

@ skaner tworzy plik z rozbiorem leksykalnym analizowanego kodu, ktéry
staje sie jednym z plikéw wejsciowych dla parsera

e w linuksie uzywany jest flex (fast lexical analyser generator),
kompatybilny z leciwym juz programem lex

Tablica
symboli

Skaner (analizator leksykalny) zazwyczaj postuguje sie jezykiem
regularnym, w ktérym alfabetem s3 znaki uzywane do zapisania kodu.
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- drzewo
Analiza syntaktyczna tokeny parsowania

-

@ jest wykonywana przez parser —  Parser
(generator parseréw)

@ opiera sie na regutfach parsera oraz pliku
z danymi pochodzacymi od skanera symboli

Tablica

@ reguty parsera to produkcje gramatyki zdefiniowane na tych samych
tokenach, ktére byty uzywane w regutach skanera

@ parser tworzy petna gramatyke (w postaci drzewa wyprowadzen, tu
nazywanym drzewem parsowania)

e w linuksie parser (funkcje parsujaca) generuje bison, nastepca
programu yacc (parser generator)

Generator parseréw dziata w oparciu o jezyk bezkontekstowy, zdefiniowany
na tokenach wygenerowanych wczeséniej przez skaner.
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Analiza semantyczna

@ analiza znaczeniowa, czyli przypisanie
1 A i drzewo
do abstrakcyjnych tworéw opisywanych e wania od posredni
tokenami (zmiennymi gramatyki) takimi
jak wyrazenie, etykieta, zmienna, poteTea®

operator itd. konkretnych wartosci

Tablica

@ analizowany jest kod posredni symboli

generowany przez skaner i parser
@ zajmuje sie tym cze$¢ kompilatora
@ sprawdzane s3 zgodnosci typdéw zmiennych

@ wyszukiwane s3 takie same etykiety w programie i twory im
przypisane s3 utozsamiane

analizowane s3 petle i rekurencje

generowane komunikaty o btedach

tworzony jest nowy kod posredni
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Przyktad: Analiza wyrazenia a * 4+ b na podstawie gramatyki z
produkcjami (wprowadzamy zapis skrétowy)

wyr — ident | liczba | — wyr | ( wyr ) | wyr op wyr
op — + | —]=x]/
Analiza leksykalna Analiza syntaktyczna Analiza semantyczna
axx+b /w'yr\ +
{ wyr op wyr A

abxz ident b

SN | ;
Wyr op wyr 4 ident(b) /
* 4+ op ‘ ‘ ‘ a \x

ident(a) = ident(x)
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Przyktad: Problemy w analizie leksykalne;.

Zazwyczaj skaner ignoruje biate znaki w kodzie, tj. nie ma znaczenia, jak
programista graficznie zapisat kod. W niektérych jezykach wciecia sa
istotnym elementem sktadni (Fortran77 (fixed-format), Haskell), w innych
nie, ale zapisy

1 a = 2.0
2 a=2.0
sg najczesciej nierozréznialne. Poréwnaj dwa kody:

1 DO 56 I = 1.25

1 DO 56 I = 1,25

F77 ignoruje spacje, wiec w pierwszym przyktadzie skaner powinien
rozpoznaé podstawienie pod zmienng DO5I wartosci 1.25, za$ w drugim
przyktadzie poczatek petli, zamknietej etykieta 5 (tej etykiety to juz bedzie
poszukiwat parser, aby zadecydowad, czy jest to prawidtowa konstrukcja
jezyka), o zmiennej I przyjmujacej kolejne wartosci 1,2,...,25.
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Problem:
@ skaner musi jako$ zakwalifikowa¢ napotkana konstrukcje
@ nie wie, co znajduje sie dalej (kropka czy przecinek?)

@ musi czytaé¢ kod z pewnym nadmiarem naprzéd i swoje decyzje
uzaleznia¢ od tego, co nastepuje

@ kod moze by¢ btedny!

Whiosek: skaner z buforem odczytu (pamiecia) — automaty ze stosem
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Dalsze losy kodu: kod posredni trafia do
@ interpretera i jest wykonywany
@ kompilatora i jest ttumaczony na kod maszynowy

Kompilator dokonuje szeregu dalszych operacji, m.in. optymalizacji kodu.
W fazie wstepnej nastepuje optymalizacja niezalezna od architektury (np.
rozwijane s3 zagniezdzone petle), potem optymalizacja pod konkretna
architekture (wykorzystanie rozszerzen instrukcji CPU, rejestréw,
wielowatkowo$¢, wspdtbieznos¢ itd.). Pod koniec moze mie¢ miejsce
linkowanie dynamiczne lub linkowanie statyczne.

W przypadku rozrzucenia programu po wielu plikach schemat kompilacji
musi jeszcze obejmowa¢ scalanie kodu. Jesli program wykorzystuje
podprogramy (procedury, funkcje, biblioteki zewnetrzne) musi nastapi¢
test spdjnosci petnego kodu.

Jak tatwo sie domysleé, bardzo wygodne dynamiczne typowanie, obecne w
niektérych jezykach (np. ruby, awk), nie jest proste do zrealizowania na
poziomie kompilatora!
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Przyktad — lex: analiza stdin, rozpoznawanie liczb i stéw. Kod dla lex'a
sktada sie w najprostszej wersji z dopasowania (regexp) i akcji

/A
#include <stdio.h>

%

hh

[0123456789] + printf ("NUMBER\n") ;

[a-zA-Z] [a-2zA-Z0-9]* printf ("WORD\n");

hh
Po kompilacji tworzony jest kod w C. Cze$¢ ograniczona %{ i %} jest
bezposrednio przenoszona do tego pliku. Reszta jest generowana z regut
postaci regexp - akcja.
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Gramatyki, skanery i parsery  AuT [5.3]

Przyktad — kalkulator — lex: wyodrebnianie liczb w ciggach znakowych,

ignorowanie znakéw biatych

hi
#include "y.tab.h"
extern int yylval;

h}

hh

[0-9]+ { yylval = atoi (yytext);
printf ("liczba %d\n", yylval);
return NUMBER; 17}

[ \t] { printf ("biate znakil\n"); }

\n { printf ("koniec liniil\n");
return 0O; 7}
{ printf ("inne dane \"%s\"\n",
return yytext [0]; }

hh
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Przyktad — kalkulator — yacc: yacc moze teraz rozpoznawaé wyrazenia
arytmetyczne i je obliczaé

1%l

2 #include <stdio.h>

3int yylex ();

4 int yyerror (char *msg);

5 %}

6 htoken NAME NUMBER

7 hh

8 stmt: NAME °’=’ expr { printf ("przypisanie Y%s
9 do %d\n",$1,$3) }

10 |  expr { printf ("= %d\n", $1) }
11 g

12 expr: expr ’+’ NUMBER { $$ = $1 + $3 }

13 | expr ’-’ NUMBER { $$ = $1 - $3 }

14 | NUMBER { $$ = $1 }

15 %

16 int main (void) {

17 return yyparse();

18

19

20 int yyerror (char *msg) {

21 return fprintf (stderr, "YACC: %s\n", msg);
22 }
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Rodzaje btedéw:

o leksykalne (stownikowe) — pomylone identyfikatory zmiennych, stéw
kluczowych, brak cudzystowdéw

e syntaktyczne (sktadniowe) — brak znakéw specjalnych (przecinek,
kropka, $rednik), niedomkniete nawiasy, niedokorniczone struktury
blokowe (if...then...fi, begin...end)

e semantyczne (znaczeniowe) — zazwyczaj jest to niezgodno$¢ typéw,
czyli uzycie czego$ w kontekscie, w ktérym to co$ nie ma sensu (np.
operacja na liscie wykonywana na zmiennej napisowej)

o logiczne — btedy programisty, ktéry koduje nie to, co zamierza, np.
uzywa operatora poréwnania == zamiast przypisania =

@ algorytmiczne — btedy programisty, ktéry uzywa niepoprawnego
algorytmu
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Dla wielu gramatyk dane (poprawne) wyrazenie mozna wyprowadzi¢ na
kilka sposobéw. Pomimo tego, ze efekt kofcowy wyprowadzenia jest ten
sam, wyprowadzenia te moga nie by¢ sobie réwnowazne na poziomie

semantycznym.

Wieloznaczno$¢ gramatyki polega na tym, ze mozna poda¢ kilka
nierébwnowaznych sobie poprawnych wyprowadzen danego tancucha.

@ przeprojektowanie gramatyki moze rozwigzaé problem wieloznacznosci
@ nie wszystkie gramatyki mozna poprawic — istnieja takie, w ktérych
niektére tancuchy zawsze beda okreslone wieloznacznie
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Poréwnaj: oba ponizsze wyprowadzenia prowadza do wyrazenia a * x + b,
ale lewe sugeruje poprawna kolejno$¢ dziatan (a * x) + b, natomiast prawe
niepoprawna a * (x + b). Poprawnos$¢ i niepoprawno$¢ istnieje jedynie na
poziomie semantycznym, gdyz nadajemy symbolom x* i 4+ znaczenie

i wtasciwosci mnozenia i dodawania.

wyr wyr
vwr/opkvwr + ident(b) ident(a)  * WYAPNWW
ident(a) « ident(x) ident(x)+ ident(b)
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W jezykach programowania problem wieloznaczno$ci mozna rozwigzac
(przynajmniej cze$ciowo)

o deklarujac lewostronng tacznos¢ operatoréw — oznacza to, ze czytajac
wyrazenie od lewej do prawej operator ,,przykleja” sie do wyrazenia po
jego lewej stronie

@ w niektérych sytuacjach deklaruje sie taczno$¢ prawostronna

o deklarujac priorytety rozpatrywania operatoréw — priorytety moga np.
tamac regute Scistego lewostronnego wyprowadzania poprawnosci
wyrazen przez funkcje parsujaca

Chcac zadeklarowaé standardowe reguty arytmetyczne w yacc'u nalezy w
kodzie przed definicja gramatyki poda¢é deklaracje

hleft -7 742
%1eft )% )/)
%nonassoc UMINUS

gdzie UMINUS jest minusem przed liczba ujemna.

Marek Gézdz (26 lutego 2026) Jezyki i paradygmaty programowania 135/331



Automaty ze stosem  AuT [6.1]

Automaty ze stosem

Aby méc analizowaé partie tekstu, a nie pojedyncze symbole,
skaner/parser potrzebuje jakiego$ rodzaju pamieci. Odpowiednikiem
takiego urzadzenia w teorii automatéw jest automat ze stosem (AZS).
Jest to zwykty automat, ktéry

@ czyta i przetwarza symbole wejsciowe

@ ma do dyspozycji (nieograniczony) stos, na ktéry moze odktada¢ lub
z niego zdejmowaé symbole

@ przejscia miedzy stanami uzaleznione moga by¢ od obecnego stanu,
analizowanego symbolu i szczytu stosu
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Stos
@ obowiazuje kolejka FILO

o w kazdym cyklu automat zastepuje tancuch ze szczytu stosu x
nowym y, co oznacza sie z/y

@ jesli y = ¢ to efektywnie zdejmowany jest szczytowy tancuch ze stosu
i caty stos podjezdza w gére

@ jesli y = x to stos sie nie zmienia

o jesli y = zx, to efektywnie do stosu dodawany jest nowy tancuch z na
jego szczycie

@ stos jest nieograniczony, dlatego automaty ze stosem s3 automatami
skoficzonymi (skoriczona liczba stanéw), mogacymi zapamietaé
nieskonczong ilos¢ informacgji

@ praktyczna realizacja automatu bedzie oczywiscie miata swoje
ograniczenia (stos bedzie ograniczony rozmiarem dostepnej pamieci
fizycznej)
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Definicja: automat ze stosem
Automat ze stosem (AZS) to automat zdefiniowany poprzez
(Q,%,T,0,q0, Zo, F), gdzie

@ ( to skonczony zbiér stanéw

@ Y to skonczony zbiér symboli wejSciowych (alfabet)

o I to skonczony alfabet stosowy, czyli zbiér symboli, ktére mozna
odktadac na stos

@ 0 to ,funkcje” przej$cia miedzy stanami,

0:(Q@xXU{e} xI') = {Q xT*}

qo € Q to stan poczatkowy

Zy € I' poczatkowy symbol na stosie

F C Q to zbiér stanéw akceptujacych (standéw korncowych)
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UWAGI:
1. Funkcja przejscia
5(Q7 a7 8) 9 (p7 S,)

opisuje wiec, ze jesli automat znajduje sie w stanie ¢, analizuje symbol
wejSciowy a, za$ na szczycie stosu znajduje sie symbol stosowy s, to
automat ten moze zmieni¢ swéj stan na p, zastepujac s na stosie
symbolem s’. Petng przeciwdziedzing funkcji d(q, a, s) jest zbiér wszystkich

mozliwych par {(p, s')}.
2. Stan p i symbol s’ stanowig nierozerwalna pare. Jesli

6(Q7 a, S) = {(plv 5/1)7 (pZa 5,2)}

to niedozwolone jest np. przejscie (g, a, s) — (p1,55).
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3. Diagramy AZS rysuje sie jak poprzednio, tylko konieczne jest
uwzglednienie réwniez stanu stosu przy symbolach przejécia. Majac funkcje
d(q,a,s) 2 (p,s’) i chcac opisaé linie pomiedzy stanami ¢ i p nalezy nada¢
jej etykiete a, s/s’.

Definicja: opis chwilowy AZS |
Do petnego opisu chwilowej konfiguracji AZS podaje sie tréjke (g, w, s)
gdzie

@ ¢ to obecny stan automatu

® w jest nieprzeanalizowang jeszcze czescig wejsécia

@ s zawartoscia stosu (w kierunku od lewej do prawej: wierzchotek —
dno stosu)
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Definicja: ewolucja AZS ()

Niech P = (Q, %, T, 9, qo, Zo, F') bedzie AZS. Przypusémy, ze
0(q,a,s) > (p,s"). Wtedy dla wszystkich w € ¥* oraz v € T'* zachodzi

(¢, aw,57) F (p,w,s"y)

Oznacza to, ze to co pozostaje na wejsciu (w), jak réwniez caty stos za
wyjatkiem jego szczytu (), nie maja wptywu na zmiane konfiguracji AZS.

W podobny sposéb wprowadza sie ciag ewolucyjny - opisujacy zero lub
wiecej zmian konfiguracji AZS.
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Twierdzenie o ewolucji AZS
Niech P = (Q, %, T, 8, qo, Zo, F') bedzie AZS. Jesli

(¢,a,5) - (p,b, )

to dla wszystkich w € ¥* oraz v € I'*

(g, aw, s7) F (p, bw, s'y)

Twierdzenie odwrotne o ewolucji AZS
Niech P = (Q, 3, T, 6, qo, Zo, ') bedzie AZS. Jesli
(¢, aw, 57) F (p,bw, 5'7)

to réwniez .
(Q7 a, S) l_ (p7 b7 SI)
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Definicja: jezyk AZS — akceptacja przez stan koncowy

Niech P = (@, X%,T,6, qo, Zo, F) bedzie AZS. Jezykiem akceptowanym
przez P nazywamy zbiér

L(P) =A{w: (go0,w, Zo) F (q,€,7), g€ F, yeTI*}

Formalna definicja méwi, ze L(P) to zbidr takich faficuchéw wejsciowych,
ktére przeprowadzajg AZS ze stanu poczatkowego do jakiegokolwiek stanu
akceptujacego, przy czym zawartos$¢ stosu po tej operacji nie ma znaczenia.
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Dla AZS istnieje druga metoda akceptacji (po akceptacji poprzez stany
koncowe), polegajaca na doprowadzeniu do opréznienia stosu.

Definicja: akceptacja poprzez pusty stos (null stack)
Dla kazdego AZS P = (Q,%,T,6, qo, Zo, F) definiujemy zbidr

N(P) = {w : (qo,w, Zo) - (g,2,€), q € Q}

Zgodnie z definicja, N (P) jest zbiorem tancuchéw wejsciowych, ktére
przeprowadzaja AZS ze stanu poczatkowego w stan, w ktérym na stosie
nie ma zadnych symboli (null stack).

N (P) definiuje klase jezykéw £ = N(P), akceptowanych w ten
specyficzny sposéb przez automat ze stosem.
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Przyktad: Chcemy zdefiniowa¢ automat, ktéry bedzie analizowat kod
programu sprawdzajac, czy kazdy nawias otwierajacy " (" ma swdj nawias
zamykajacy ")". Problemy:

@ nie wiemy, jak dtugi tekst znajduje sie w nawiasie

@ nawiasy moga sie zagniezdzal
Kiedy automat na pewno natrafi na btad? Gdy liczba nawiaséw
zamykajacych przekroczy chwilowa liczbe napotkanych nawiaséw
otwierajacych. Wida¢ wiec, ze automat musi mie¢ pamieé, w ktérej bedzie
przechowywany licznik nawiaséw. Wtasciwym typem automatu dla tego
problemu jest automat wyposazony w stos.
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Zatézmy, ze liczba symboli na stosie bedzie zwiekszana za kazdy
napotkany nawias ( i zmniejszana o jeden za kazdy nawias ). Wejscie
zawierajace btad bedzie zerowato stos AZS. Czyli automat nie tyle bedzie
sprawdzat poprawno$¢, co niepoprawnos¢ wejscia.
),Zle
Py = ({1, {0) 1A%}, 0n, 0, 2, {q}) (,2/2Z

gdzie po kolei podane sa: start
@ pojedynczy stan q

alfabet wejsciowy (nawiasy)
@ etykieta ), Z/e oznacza

°
@ pojedynczy symbol stosowy .

napotkanie symbolu ), przy
°

on(q,(,2) ={(a,22)} symbolu Z zdejmowanym ze
on(g,), Z2) ={(g,e)} szczytu stosu

@ stan poczatkowy e etykieta (, Z/ZZ oznacza

@ poczatkowy stan stosu (pojedynczy napotkanie symbolu (, przy
symbol Z) symbolu Z dodawanym na

@ stan akceptujacy (nie gra roli) szczyt stosu

Marek Gézdz (26 lutego 2026) Jezyki i paradygmaty programowania 146 /331



Automaty ze stosem  AUT [6.2]

UWAGI:

omawiany automat w praktyce bedzie czedcig wiekszej struktury,
ktéra odsyta do niego tylko napotkane nawiasy

stos petni role licznika — kazdy nawias zmienia liczbe odtozonych na
stosie symboli

symbol stosowy nie jest istotny, wazne zeby byt

struktura automatu nie zawiera informacji o sposobie akceptowania
przez niego tancuchéw

akceptowanie przez opréznienie stosu jest umowa (chociaz automat
z pojedynczym stanem mozna o to podejrzewac...)
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Automat akceptujacy ten sam jezyk poprzez stan koicowy, a nie
wyzerowanie stosu, bedzie miat nastepujaca strukture:

).ZI
¢ Sz

start/ S,ZO/ZZO@ £,20/€
N

Pr = ({90, 91,92}, {()}, {4, 2o}, 0F 90, Zos {42})

6r(qo,€, Zo) = {(q1, ZZ0)}
or(q1,(, 2) ={(q1,22)}
or(q1,),2) = {(q1,€)}
or(q1,e,Zo) = {(q2,€)}

Mozna udowodnié, ze dla kazdego AZS akceptujacego jezyk poprzez stan
koncowy istnieje AZS akceptujacy ten sam jezyk poprzez wyzerowanie
stosu i na odwrét.
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Twierdzenie o odpowiedniosci Py i Pr

Jedli AZS Py akceptuje jezyk L przez pusty stos, £ = N(Py), to istnieje
AZS Pr akceptujacy ten sam jezyk przez stan koncowy, £ = L(Pr).

Konstrukcja:

Q €,X0/€

start . s,xwzoxo»’\
€,X0/€
/

PN QJ

gdzie X jest symbolem poczatkowym stosu Pr, a Zy symbolem
poczatkowym stosu Py. Pr przechodzi do swojego stanu akceptujacego
qr gdy Py oprézni stos (na szczycie stosu pojawi sie symbol Xj).
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Twierdzenie o odpowiedniosci Pr i Py

Jedli AZS Pp akceptuje jezyk L przez stan koncowy, £ = L(Pr), to
istnieje AZS Py akceptujacy ten sam jezyk przez pusty stos, L = N(Py).

v

Konstrukcja:

E?IE

E?IE

start . s,ZO/xozo» @/
PF

E?IE

gdzie ? oznacza dowolny symbol stosowy. e-przejécia, jakie nastepuja po
wejsciu Pr w jakikolwiek stan akceptujacy powoduja opréznienie stosu bez
pobierania kolejnego symbolu z wejscia.
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Twierdzenie o odpowiedniosci GBK i Py |

Niech G = (V, T, P, S) bedzie gramatyka bezkontekstowa. Automat ze
stosem akceptujacy jezyk tej gramatyki przez pusty stos, N(Py) = L(G),
ma postac:

Py =({q}, T, VUT,6,q,S,F)

gdzie dla kazdej zmiennej A € V' i kazdego symbolu koincowego a € T

d(q,e,A) ={(q,B) : A — S jest produkcja G}
6(q,a,a) ={(q,¢)}

Funkcje innej postaci niz dwie wymienione wyzej sa puste 4(...) = 0.

@ AZS jest jednostanowy, tak wiec operuje tylko zawartoscia stosu

@ automat odgaduje produkcje i jesli uda mu sie doprowadzié tancuch
do jakiego$ symbolu terminalnego — opréznia stos
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Przykfad: Gramatyka wyrazen arytmetycznych dana jest produkcjami (v
to zmienna, o to operator)

S — v|[SoS]|(S)
v = z|yl|z
o 5 41— Il
Symbole terminalne T' = {z,y, z, +, —, %, /, (, )} oraz symbole

nieterminalne V' = {S, v, 0} tworza tacznie alfabet stosowy I' = V U T.
Funkcje przejécia AZS o pojedynczym stanie ¢ to:

6(g,€,5) ={(g,v),(q,5 0 9),(q,(5))}

(g &,v) ={(q,2), (¢,9), (¢, 2)}

0(g,€,0) = {(¢,+), (¢, =), (¢ %), (¢, /) }
d(g,t,t) ={(q,e)} (dla wszystkich t € T')

Marek Gézdz (26 lutego 2026) Jezyki i paradygmaty programowania 152 /331



Automaty ze stosem  AuUT [6.3]

Twierdzenie o odpowiedniosci AZS i GBK

Niech P = (Q,%,T, 6, qo, Zo) bedzie automatem ze stosem. Wtedy istnieje
gramatyka bezkontekstowa G taka, ze £L(G) = N(P).

Dowéd —AUT[6.3.2]

Na podstawie poznanych twierdzeh wnioskujemy, ze sg sobie réwnowazne:
RE

GBK

AZS akceptujacy przez stany koncowe

AZS akceptujacy przez pusty stos
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Automaty ze stosem  AUT [6.4]

Kwestia determinizmu automatéw ze stosem.

W ogélnosci AZS s3 niedeterministyczne, tj. w danym stanie, przy
okreslonym wejsciu i symbolu stosowym, maja okre$lone wiecej niz jedno
mozliwe przejscie (— przyktady w AUT rozdz. 6).

Jesli odpowiednio ograniczymy nieoznaczono$¢ wyboréw kolejnych stanéw
chwilowych AZS mozemy utworzyé deterministyczny automat ze stosem.

Definicja: deterministyczny AZS |
Deterministyczny automat ze stosem (DAZS) jest AZS, ktéry spetnia
warunki

e dla dowolnych argumentéw (a moze by¢ € lub dowolnym symbolem
alfabetu ¥) (¢, a, X) jest zbiorem co najwyzej jednoelementowym

e jesli dla pewnego a € ¥ mamy 6(q,a, X) # 0, to 6(q,e, X) =10

UWAGA: dopuszcza sie ewolucje AZS bez pobierania kolejnego symbolu
z wejscia (e-przejscia), ale dalej musi to by¢ jedyne dozwolone przejscie dla
danych parametréw.
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Automaty ze stosem  AUT [6.4]

Podklasa DAZS ma przydatne wtasciwosci:
o akceptuje wszystkie jezyki regularne...
@ ...chociaz nie wszystkie jezyki akceptowane przez DAZS s3 regularne
o jesli DAZS P akceptuje jezyk £ = N(P), to jezyk ten ma
jednoznaczna gramatyke bezkontekstowa
o jesli DAZS P akceptuje jezyk £ = L(P), to jezyk ten ma
jednoznaczna gramatyke bezkontekstowa
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Zmienne i typy danych

Zmienne i typy danych

Jedng z podstawowywch funkcji jezyka programowania jest mozliwosé
definiowania i operowania na zmiennych oraz typach danych.
Zmienne charakteryzowane sg przez 6 atrybutéw. S3 to:

nazwa
adres
wartosé

typ
okres zycia

zakres widocznoéci
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Zmienne i typy danych

Nazwa zmiennej
@ etykieta uzywana przez programiste, aby odwotac sie do komérki
pamieci przechowujacej dane
@ nie ma znaczenia dla programu po kompilacji

@ rézne konwencje w réznych j.programowania, zazwyczaj dozwolone s3
litery, cyfry i znak podkreslenia
» Fortran77: zmienne o etykietach 6-znakowych pisanych wielkimi
literami
Fortran77: pierwsza litera etykiety zmiennej okreslata jej domysiny typ
(A-H, O-Z REAL, I-N INTEGER)
C: zaczat rozrézniac wielkie i mate litery
Ada (2005): dopuszcza wszystkie znaki unicode
Prolog: etykieta zmiennej zaczyna sie wielka literg, statej mata

v

v

v

v

@ nie kazda zmienna ma nazwe, np. w C+—+ deklarujac przydziat
pamieci poleceniem new nazwe nadajemy wskaznikowi, a nie zmiennej
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Zmienne i typy danych

Adres
@ adres komoérki pamieci przechowujacej poczatek wartosci zmiennej
o dtugos¢ danych zalezy od typu zmiennej

@ adres jest unikatowy, w odréznieniu od nazw zmiennych, ktére moga
sie powtarza¢ w obrebie podprograméw danego programu jako
zmienne lokalne

@ adres nazywany bywa l-wartoscig, bo jest to warto$¢ wystepujaca po
lewej stronie instrukcji przypisania:

(adres) == (wartos¢)

Aliasowanie to podpiecie pod jeden adres kilku wskaznikéw, np.
int x, *p, *q; p = &x; q = &x;

Prowadzi to do dwdch réznych etykiet dla tej samej wartosci (de facto —
dla tej samej zmiennej) i raczej powinno by¢ unikane ze wzgledéw
praktycznych (trudno analizowaé tak napisany kod, tatwo o btedy).
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Zmienne i typy danych

Wartosé
@ dane reprezentowane przez zmienng
@ zawartos¢ komdrek pamieci przypisanych zmiennej
@ zwana tez r-warto$cig, bo wystepuje po prawej stronie instrukgji
przypisania:
(adres) == (wartosé)
Typ
@ technicznie rzecz biorac, na poziomie maszynowym, typ narzuca ilos¢
pamieci rezerwowanej dla danej zmiennej

@ od strony semantycznej, typ okresla
» interpretacje danych bitowych zawartych w komérkach pamieci (znaki
ASCII, liczby...)
» ich strukture (pojedyncze znaki, tafncuchy, tablice, rekordy...)
» zbiér operacji, jakim dana zmienna moze by¢ poddana
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Zmienne i typy danych
Wiazania wystepuja na kazdym poziomie
@ projektowanie jezyka programowania (operatory wbudowane, np. +
jako dodawanie liczb)
@ implementacja kompilatora (real zgodny z dtugoscia stowa
konkretnej architektury)
e kompilacja (zwigzanie zmiennej z zadeklarowanym dla niej typem)
@ wykonanie programu (zwigzanie zmiennej statycznej z adresem
pamieci, zmiennej lokalnej z adresem na stosie)
Wiazanie dzielimy na
@ statyczne — dokonywane s3 przed wykonaniem programu i s3
niezmienne (sa ustalane w trakcie kompilacji)
o dynamiczne — dokonywane s3 podczas dziatania programu i moga
ulega¢ zmianom
@ sprzetowe — niewidoczne i niedostepne dla programisty (wigzanie
statyczne moze odpowiada¢ réznym komoérkom pamieci fizycznej, a
szczegdlnie wirtualnej, jesli system operacyjny dokonat takiej
reorganizacji)
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Zmienne i typy danych

Wiazanie typu polega na przypisaniu zmiennej typu. OkreSlenie typu dla
zmiennej moze sie odbywaé na kilka sposobéw

@ jawnie — poprzez deklaracje programisty

@ niejawnie — poprzez konwencje uzytej nazwy, domyslne zachowanie
kompilatora

e wnioskujgc z kontekstu — statycznie lub dynamicznie
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Zmienne i typy danych

Istnieja jezyki (np. Ruby), ktére przypisuja typ zmiennej na biezaco,

»W miare potrzeby.

irb(main):001:0> x =
1000

=> Fixnum

irb(main) :002:0> x =
100000000

=> Fixnum
irb(main):003:0> x =
10000000000000

=> Bignum
irb(main):004:0> x =
1000000000000000000
=> Bignum

irb(main) :005:0> x =
100000000

=> Fixnum
irb(main):007:0> x =
1000

=> Fixnum

Marek Gézdz (26 lutego 2026)

1000 ; puts(x) ; x.class

x*100000 ; puts(x) ; x.class

x*100000 ; puts(x) ; x.class

x*%100000 ; puts(x) ; x.class

x/10000000000 ; puts(x) ; x.class

x/100000 ; puts(x) ; x.class

Jezyki i paradygmaty programowania
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Zmienne i typy danych

UWAGA: Jezyki programowania okre$la sie jako typowane
statycznie/dynamicznie, silnie/stabo. Jaka jest r6znica?

Typowanie dynamiczne vs. statyczne

Jezyk typowany statycznie ma typy zmiennych ustalane podczas
kompilacji. Te typy sie nie moga zmieniac.

Jezyk typowany dynamicznie ma typy zmiennych ustalane w trakcie
wykonywania programu. Te typy moga sie zmienia¢. W praktyce takiego
programu nie sposéb skompilowaé, trzeba go interpretowac w jaki$ sposéb.
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Zmienne i typy danych

Typowanie silne vs. stabe |
Jezyk typowany silnie nie pozwala na mieszanie typéw w pojedynczych
wyrazeniach i nie zgaduje, co autor miat na mysli.

1 y = ngn
2 x =y + 1
3 --> ERROR

Jezyk typowany stabo stara sie dopasowac operacje do uzytych typdéw
i mimo niespdjnosci deklaracji zaproponowaé jakis wynik

1 y = ngn
2 x =y + 1
3 --> (x = "31") LUB (x = 4)
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Zmienne i typy danych

Jezyk moze réwniez nie by¢ typowany. Nie istnieje w nim wtedy pojecie
typu, a doktadniej to wszystko jest jednego i tego samego typu. Przyktad:
Asembler (bit pattern), Tk (text), MatLab core (complex-valued matrix).

[ JEZYK [ statycznie [ dynamicznie [ stabo [ silnie ]

Basic X X
C X
C++
C#
Delphi
Fortran
Haskell
Java
Javascript X X
Lisp X
Pascal X X
Python X (z wyjatkami)
Ruby X X

XX [X[X|X]|X]|X
XX [X[X]|X]|X

X

Marek Gézdz (26 lutego 2026) Jezyki i paradygmaty programowania 165 /331



Zmienne i typy danych

Wiele jezykdw nie daje sie tak prosto zakwalifikowaé. Powstaja okreslenia
takie jak: ,,hybrydowe”, , gtéwnie silne”, ,nie silne” itp. Takim jezykiem
jest np. Prolog, co do ktérego klasyfikacji trwaja debaty.

Duck typing — typowanie , kacze"” — polega na zastosowaniu zasady: Jesli
chodzi jak kaczka i kwacze jak kaczka, to musi by¢ kaczka. Jest to rodzaj
typowania stabego. Rozpoznanie typu nastepuje poprzez analize jego
wiasciwosci (np. metody obiektu), a nie poprzez deklaracje. Na tej
zasadzie dziata Ruby, Python i inne.
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Zmienne i typy danych

Okres zycia zmiennej to czas miedzy alokacja (przydzieleniem)
a dealokacja (zwolnieniem) pamieci dla tej zmienne;.

@ zmienne statyczne — wigzane z pamiecig przed rozpoczeciem
wykonania programu, dealokacja nastepuje w momencie konczenia
pracy programu

@ zmienne dynamiczne na stosie — alokacja (na stosie) w momencie
dotarcia przez program podczas dziatania do deklaracji takiej
zmiennej, dealokacja w momencie zamkniecia bloku programu,

w ktorej wystepowata jej deklaracja

@ zmienne dynamiczne jawne na stercie — alokacja i dealokacja jawnie

w programie, odwotanie poprzez wskazniki a nie nazwy

@ zmienne dynamiczne niejawne na stercie — alokacja i dealokacja nie s3
jawnie zadeklarowane w programie, proces odbywa sie automatycznie
bez kontroli ze strony programisty (np. tworzenie tablic)

Marek Gézdz (26 lutego 2026) Jezyki i paradygmaty programowania 167 /331



Zmienne i typy danych

Zakres widocznosSci zmiennej

@ okresla bloki programu, w ktérych zmienna jest widoczna (mozna sie
do niej odwotac)

@ zmienne moga by¢ globalne lub lokalne

@ jezyki moga sprawdzal zakres widocznosci zmiennych w sposéb
statyczny i w sposéb dynamiczny
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Zmienne i typy danych

Statyczny zakres widocznosci
Kompilator napotyka odwotanie do zmiennej. Poszukiwania jej deklaracji

zaczyna od biezacej jednostki programu
w dalszej kolejnosci przeszukuje jednostke okalajaca
pdzniej kolejng az do jednostki gtéwnej (zmienne globalne)

najblizsza strukturalnie deklaracja przestania dalsze

niektére jezyki daja mozliwos¢ odwotania sie do dalszych instancji
zmiennej (np. C++ klasa: :zmienna, Ada jednostka.zmienna)
@ niektére jezyki daja mozliwos¢ deklarowania zmiennej lokalnej

w obrebie bloku (np. petli for); sa to wtedy zmienne dynamiczne na
stosie

W zakresie statycznym (leksykalnym) istotne jest miejsce zadeklarowania
zmiennej. Wazna w takim razie jest struktura programu. Jest to
dominujaca obecnie forma ustalania zakresu widocznoéci zmiennych.
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Zmienne i typy danych

Przyktad — zakres statyczny:

>>>

Marek Gézdz (26 lutego 2026)

int £ () A{

int a

a=3.0

int g O {
print (a)

}

print (a)

}

a=2.0

write "g(a)=", gQ)
write "f(a)=", f£()

g(a)=3.0
f(a)=3.0

Jezyki i paradygmaty programowania
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Zmienne i typy danych

Dynamiczny zakres widocznoSci
Kompilator napotyka odwotanie do zmiennej. Poszukiwania jej deklaracji

@ zaczyna od biezacego podprogramu

o w dalszej kolejnosci przeszukuje podprogram, z ktérego nastapito
wywotanie biezacego podprogramu

@ pozniej poprzedni az do jednostki gtéwnej (zmienne globalne)

@ najblizsza czasowo deklaracja przestania dalsze

W zakresie dynamicznym istotna jest kolejno$¢ wywotah w programach
i podprogramach. Wazny w takim razie jest chronologiczny uktad
programu.
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Zmien

ne i typy danych

Przyktad — zakres dynamiczny: funkcja g jest zadeklarowana wewnatrz
f, ale wywotywana z poziomu funkcji gtéwnej

int £ () {

int a

a=3.0

int g ) {

print (a)

+

print (a)

+

a=2.0

write "g(a)=",

write "f(a)=",
>>>

g(a)=2.0

f(a)=3.0

Marek Gézdz (26 lutego 2026)

g
£0)
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Programowanie funkcyjne Rachunek A\

HASKELL

deklaratywne programowanie funkcyjne

Dodatkowa literatura:
e Pawet Urzyczyn (UW), materiaty do wyktadu Rachunek Lambda,
www.mimuw.edu.pl/~urzy/Lambda/erlambda.pdf
e Matgorzata Moczurad, Wtodzimierz Moczurad (UJ), materiaty do
wyktadu Paradygmaty programowania, wyktad 8,
wazniak.mimuw.edu.pl
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Programowanie funkcyjne Rachunek A\

Rachunek lambda

Opracowany w latach 30" XX wieku niezaleznie przez Alonzo Church’a i
Haskella Curry. Rachunek A to reguty sktadania i wykonywania obliczen, w
ktérych podstawowym elementem sktadowym jest funkcja.

Dwa gtéwne podejscia:

e funkcje jako grafy — odwzorowanie wejécia na wyjscie (podejscie
nowoczesne) — dwie funkcje s3 tozsame, jesli dla danego wejscia daja
réwne sobie wyjscia

o funkcje jako reguty — dane najczesciej wzorem — dwie funkcje sa
tozsame, jesli wykonuja na wejsciu réwnowazne sobie operacje (co
skutkuje réwnym sobie wynikom, ale teraz nie tylko wynik, ale sposéb
jego otrzymania jest brany pod uwage)
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Programowanie funkcyjne Rachunek A\

Zapis funkcji 22

frix—a? funkcja jako przyporzadkowanie
f(z) = 22 funkcja jako regula

\x.2? funkcja w rachunku A

Ax.TT funkcja w rachunku A

W zapisie funkcyjnym stosuje sie wiele uproszczen notacji:
@ opuszczane s3 wszystkie niepotrzebne nawiasy
@ opuszcza sie kropke tam, gdzie mozna Az M (nie bede z tego
korzystat)
o zaktada sig, ze kropka siega najdalej na prawo jak to ma tylko sens
e funkcje kilku zmiennych Ax(Ay(...(AzM)...)) zapisuje sie krocej jako
Azy...z.M
o dla ztozenia kilku wyrazen M N K zaktada sie tacznos¢ lewostronng
(MN)K
Przyktad: ztozenie (f o f) funkcji kwadratowych f(z) =22 dlaxz =5

(AfAz.f(f(2)))(Ay-y?))(5) = 625
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Programowanie funkcyjne Rachunek A\

Napisy w rachunku A to termy nalezace do zbioru A. Zbiér ten konstruuje
sie z pewnego przeliczalnego zbioru zmiennych Var jako zbiér stéw nad
alfabetem

Y =VaruU{(,), A}
Mamy nastepujace typy terméw
@ zmienna x € Var =z € A
e lambda-abstrakcja (A\z.M) € A dla dowolnych M € A'i x € Var
e aplikacja (M N) € A dla dowolnych M, N € A
To samo w notacji BNF (Backus—Naur Form)

A: M, N:u=x|(Az.M)| (MN)

Marek Gézdz (26 lutego 2026) Jezyki i paradygmaty programowania 176 /331



Programowanie funkcyjne Rachunek A\

Zmienne moga by¢ zwiazane (lokalne) lub wolne (globalne).
Zbiér zmiennych wolnych (free variables) w danym termie definiuje sie
nastepujaco:

FV(z) = {z}
FV(MN) = FV(M)UFV(N)
FV(Ax.M) =FV(M)\{x}

Zmienne staja sie zwigzane za sprawg operatora lambda-abstrakcji A. W
wyrazeniu Az.M zmienna z, ktéra najpewniej wystepuje w termie M,
staje sie zmienng zwigzana (lokalna, ograniczona do tego termu). Etykieta
zmiennej zwigzanej jest nieistotna i mozna ja zmienié na inng, nie
wystepujaca w danym termie. Oznacza to, ze niektére termy s3 sobie
réwnowazne.
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Programowanie funkcyjne Rachunek A\

Reguty podstawiania (a-konwersja)

zlx:=N]=N

yle:=N]=y (y # )
(PQ)[z := N| = Pz := N]Q[z := N]|
(Ax.P)[z := N] = AN.(P[z := N))
(Ay.P)[xz := N] = \y.(P[z := NJ)

(y #z, y £ FV(N))

Podstawianie umozliwia upraszczanie wyrazen i znajdowanie terméw sobie

réwnowaznych.
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Programowanie funkcyjne Rachunek A\

Twierdzenie o réwnowaznosci |

(wer.1) Termy powigzane ze soba za pomoca relacji podstawiania s3 sobie
rownowazne (a-réwnowazne, podlegaja a-konwersji).

(wer.2) Relacja a-konwersji miedzy termami jest rbwnowazna stwierdzeniu,
Ze s3 one reprezentowane przez taki sam \-graf.

(wer.3) Relacja a-konwersji miedzy termami to najmniejsza relacja taka, ze
dla wszystkich terméw M i zmiennych y nie wystepujacych w M zachodzi

Ax.M =4 Ay.(M[z = y])

Marek Gézdz (26 lutego 2026) Jezyki i paradygmaty programowania 179 /331



Programowanie funkcyjne Rachunek A\

[-redukcja |
Relacja (-redukcji to najmniejsza relacja w zbiorze terméw, spetniajaca
warunki

(1) (A\z.M)N —3 Mz := N]
(2) jesli M —5 M, to
MZ =3 M'Z, ZM —3 ZM', Ax.M —5 dz.M’

Definicja
Term postaci (Az.M )N nazywany jest 5-redeksem.

Definicja |
Jesli w termie M nie wystepuje zaden [3-redeks, to dla zadnego N nie
zachodzi M —3 N (czyli term nie podlega (-redukcji). Méwi sig, ze takie
termy s3 w postaci normalnej.
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Programowanie funkcyjne Rachunek A\

Podsumowanie:

@ a-konwersja to zamiana etykiet zmiennych zwigzanych; réwnowaznosé
w tym sensie oznacza termy, ktére mozna przeprowadzié jeden w
drugi na drodze skonczonej liczby zmian nazw

@ (-redukcja to obliczenia wykonywane przez funkcje na podanym
argumencie; réwnowazno$¢ terméw w tym sensie oznacza, ze mozna
przeprowadzi¢ jeden w drugi na drodze skonczonej liczby operacji
obliczenia wartosci funkgji

Przyktad: Znalez¢ wyrazenie réwnowazne do (Azy.zy)y
© zmienna y wystepuje raz w postaci zwigzanej i raz w postaci wolnej,
co powoduje problem z interpretacja notacji; stosujemy a-konwersje,
aby to naprawié
Azy.zy)y = (A\xz.x2)y
@ teraz mozna obliczy¢ wartos¢ tego wyrazenia, stosujac reguty
B-konwersji (A\z.P)Q —3 Plx := Q)]

(Azz.zz)y = (Az.(Az.22))y =5 (A\z.22)[z = y] = Az.yz

Marek Gézdz (26 lutego 2026) Jezyki i paradygmaty programowania 181 /331



Programowanie funkcyjne Rachunek A\

Twierdzenie Churcha—Rossera (wtasciwo$¢ rombu)

Podstawowe twierdzenie rachunku lambda. Jedli term M poprzez pewne
ciagi [-redukcji (oznaczane przez i>5) redukuje sie niezaleznie do dwoch
réznych terméw P i Q, to istnieje term M’, do ktérego mozna zredukowaé
termy P i Q.

M

B B D @ wiasciwo$¢ rombu nie zachodzi
dla —4, tylko dla 54
P Q @ interpretacja: jesli istnieje postac
B B |:| normalna, to jest ona unikalna z

doktadnoscig do a-konwers;ji
M’
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W termach ztozonych (wiecej niz jeden (-redeks), S-redukcje mozna
wykonywaé w réznej kolejnoéci, otrzymujac rézne wyniki. Strategia
redukcji lewostronnej (redukujemy pierwszy redeks od lewej) jest
strategig normalizujaca, czyli prowadzi do postaci normalnej, o ile taka
istnieje.

Twierdzenie o standaryzacji

Wyprowadzenie My — My — ... M, jest standardowe, jezeli do
dowolnego 0 < i < (n — 2), w kroku M; — M, redukowany jest redeks
potozony nie dalej od poczatku termu niz redeks, ktéry bedzie redukowany
w kroku nastepnym M; 1 — M; o.
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Przyktad: redukcja lewostronna, standardowa

(Az.zx)((Azy.2(2y)) (Au.uw)(Aw.w))
=  (Az.zz)((Az.(A\y.2(zy))) (Avwu)(Aw.w))
=5 (Azzz)((Ay.2(2y))[z == (Auww)](Aw.w))
= (Az.az)((Ay-(Auvw)((Auvw)y))(Aw.w))
=g (Az.zz)((Avw)((Auw)y))ly == (Aw.w)])
= (Av.zz)((Au. U)(O\ u)(Aw.w)))
—5  (Az.zz)((Auvu w))
—g ()\x.:c:n)()\w.w)
—5 (Az.xx)
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Przyktad: term 1T, gdzie T' = Az.xx nie posiada postaci normalnej
TT = (Av.xx)T =g TT
Przyktad: rézne strategie redukcji prowadza do réznych wynikéw

Azy)(TT) —p (Azy)(TT)—5 ... yredukujac” TT
=g yle:=TT] =y redukujac lewostronnie
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Zwigzek rachunku )\ z programowaniem

Wyrazenia Boole'a Przyjmuje sie definicje

true = Axy.x

false = Mxy.y

Pozwalaja one na zbudowanie instrukcji warunkowej if-then-else (IFE)
IFE = \z.x
tak, ze if (warunek) then P else Q zapisujemy jako

IFE true PQ S5 P
IFE false P Q S5 Q
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Sprawdzenie

IFE true P Q —3
B
B

IFE false P @

Marek Gézdz (26 lutego 2026)

Jezyki i paradygmaty programowania

Rachunek A

(Ax.x)(Az.(Ay.y))P Q
(A\x.x)(Ay.ylz := P))Q
(Az.z)(Ay.y)Q
(A\r.x)Q
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Mozliwe jest zdefiniowanie operacji logicznych, np.
AND = \zy.(xy false) : AND true true i>,g true
AND true false i)g false
AND false true i)g false
AND false false i>5 false
Alternatywnga definicjg jest AND = Azy.yzy

W podobny sposéb mozna skonstruowaé definicje pozostatych operacji
logicznych. Podsumowujac:

o AND = )\xy.zy false
o OR = \zy.z true y
o NEG = )\z.x false true
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Liczebniki Churcha. W notacji rachunku A liczby sa reprezentowane przez

abstrakcje

AMfrox = 0

Mz fx 1

Mz f(fx) = 2
Ma.f(f(fz) = 3
AMaz.f"r = n

Interpretacja: liczba n to n-krotnie zastosowana operacja (funkcja)
»nastepnik” do liczby zero.
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Przyktfad: f(x)

(A\r.xx)2

B
—p
—p
B
B
B

Programowanie funkcyjne Rachunek A\

=z% =2

22 = (Mf.(\y-f(fy))2

Ay.2(2y) = My.(Mf.(Ax.f(f2))(2y))

Ayz.2y(2yz) = Ayx.(Af.(A2.f(f2)))y(2yz)
Ayz.(Az.y(yz))(2yx)) = Ayz. y(yZyx)

Ay y(yAf-(A2.f(f2)yx) = Ayz.y(y(Az.y(yz))z)
yzy(y(y(yz))) = Ma.flo = 4
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Standardowe funkcje wykorzystywane w rachunku lambda

NAZWA  SYMBOL DEFINICJA DZIALANIE
nastepnik  succ Anfr.f(nfx) succa Hga+1
dodaj add Axmnfr.mf(nfz) addab Sza+b
pomnéz  mult amnfr.m(nf)x multab S5a-b
czy zero?  zero Am.m()\y.false)true zero(0) =5 true

zero(n) - false

Istniejg alternatywne postaci tych definicji w literaturze.
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Podstawowa sktadnia jezyka Haskell

Haskell jest jezykiem
@ wysokopoziomowym
o funkcyjnym
@ silnie typowanym
@ z typami wnioskowanymi

@ leniwym

Marek Gézdz (26 lutego 2026) Jezyki i paradygmaty programowania 192 /331



Programowanie funkcyjne  7J [8.1] [8.2]

Programowanie leniwe i gorliwe
@ Funkcje leniwe — program wykonuje tylko te operacje, ktére w danej
chwili s3 potrzebne.
@ Funkcje gorliwe — zawsze wykonywana jest cata funkcja.

Leniwe obliczanie funkgji |

Wyrazenia nie s3 obliczane w momencie wigzania ich do zmiennej, ale
dopiero, gdy napotkane zostanie odwofanie do konkretnego wyniku.

Zalety:
@ wzrost wydajnosci poprzez oszczedne wykonywanie instrukcji
@ mozna postugiwaé sie niewyliczalnymi wyrazeniami, np.
nieskonczonymi petlami, nieskonczonymi listami etc.
Wady:
@ problem z wystepowaniem skutkéw ubocznych obliczen (1/0, wyjatki,
kontrola btedéw etc.)
@ problem z oszacowaniem wymaganej pamieci dla wykonania programu
@ problem z kontrola kolejnosci wykonywanych operacji
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Tablicowanie wartosci funkgcji

Aby usprawni¢ korzystanie z obliczen leniwych korzysta sie z tablic,
przechowujacych wyniki juz obliczonych wartosci danego wyrazenia dla
pewnych argumentéw. Przy kolejnym wywotaniu funkcji sprawdza sie, czy
tablica nie przechowuje interesujacego wyniku, aby uniknaé jego
powtdrnego wyliczania (— memoization).

Przyktad leniwego obliczania wartosci funkcji:
takeWhile (<50) (map kw [0..]) where kw x = x*x
Prelude> let kw x = x*x

Prelude> takeWhile (<50) (map kw [0..])
[0,1,4,9,16,25,36,49]

Definicja nieskonczonej listy [1,1,1,...]

x = 1:x in x

Prelude> let x = 1:x in x
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,Interrupted.
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Pytania:
@ po co nam byty wszystkie te ,,teoretyczne” wywody o gramatykach,
skoro koniec koncéw i tak chodzi o napisanie kodu?
@ nie wystarczy wzig¢ manual do danego jezyka i zapozna¢ sie z jego
sktadnia?
Dokument Haskell Report 2010
www.haskell.org/definition/haskel12010.pdf
na stronach 7-8 i dalszych podaje sktadnie leksykalng Haskella.

These notational conventions are used for presenting syntax:

[pattern]  optional
{pattern}  zero or more repetitions
(pattern)  grouping
paty | pate  choice
patipatn difference—elements generated by pat
except those generated by pat’
fibonacci terminal syntax in typewriter font
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program
lexemne

literal
special

whitespace
whitestuff
whitechar
newline
return
linefeed
vertab
formfeed
space

tab

uni White

ll—11

A A A AN

Programowanie funkcyjne  7J [8.1] [8.2]

{ lexeme | whitespace }

quarid | geonid | quarsym | gconsym
literal | special | reservedop | reservedid
integer | float | char | string

CIylels Ol ]y

whitestuff {whitestuff }

whitechar | comment | ncomment
newline | vertab | space | tab | uniWhite
return linefeed | return | linefeed | formfeed
a carriage return

a line feed

a vertical tab

a form feed

a space

a horizontal tab

any Unicode character defined as whitespace
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comment
dashes
opencom
closecom
ncomment
ANYseq
ANY

any
graphic
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Programowanie funkcyjne  7J [8.1] [8.2]

dashes [ anyympory {any} | newline

opencom ANYseq {ncomment ANYseq} closecom
{ANY}({ANY} ( opencom | closecomn ) {ANY})
graphic | whitechar

graphic | space | tab

small | large | symbol | digit | special | ™ |’
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ascSmall
uniSmall

large
ascLarge
uniLarge
symbol

Marek Gézdz (26 lutego 2026)
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ascSmall | uniSmall | _
alb|...|z
any Unicode lowercase letter

ascLarge | uniLarge

A|B|... |z
any uppercase or titlecase Unicode letter
ascSymbol | uniSymboligpeciar | | " | 7
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ascSymbol  — V| #|S|%|a|x|+]| .|/ <|=]>]2]@
NI =T

untSymbol —  any Unicode symbol or punctuation

digit —  ascDigit | uniDigit

ascDigit - 0]1]...]¢9

untDigit — any Unicode decimal digit

octit = 0f1]...|7

hexit — digit |A| ... |F|al| ... |£
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2.4 Identifiers and Operators

varid (small {small | large | digit | ' }) (reservedid)
conid large {small | large | digit | * }
reservedid case | class|data|default |deriving|do|else

foreign|1if |import |in|infix|infixl
infixr |instance|let |module | newtype| ot
then | type | where | _

——— 11l
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2.5 Numeric Literals

decimal —  digit{digit}
octal —  octit{octit}
hexadecimal —  hexit{hexit }

integer —  decimal
| 0o octal | 00 octal
|  0x hexadecimal | 0X hexadecimal

float —  decimal . decimal [exponent]
|  decimal exponent

exponent  — (e |E) [+ | -] decimal
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2.6 Character and String Literals

char
string
escape
charesc
ascit

entrl
gap

=011 11

' (gmph.i‘cv I\ | space | esr:ape<\&>) '

" { graphic,n I\ | space | escape | gap} "

\ ( charesc | ascii | decimal | o octal | x hexadecimal )
alb[flnfrle|v|N|["]"]s

“entrl | NUL | SOH | STX | ETX | EOT | ENQ | ACK
BEL|BS |HT |LF |VT |FF|CR|SO|SI|DLE

DC1 |DC2|DC3|DC4 | NAK | SYN | ETE | CAN

EM| SUB |ESC|FS|GS|RS| US| SP|DEL
ascLarge [@ [ [[N]1[ "]

\ whitechar {whitechar} \
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Konwencje w skrécie i bardziej po ludzku:

argumenty funkcji podaje sie bez nawiaséw, chyba, ze s3 to , krotki”
nazwy funkcji nie zaczynaja sie wielkimi literami
apostrof po nazwie funkgji zwyczajowo oznacza funkcje gorliwg (strict

function), w odrdznieniu od szybszej funkgji leniwej (lazy function),
ale nie ma znaczenia syntaktycznego

bloki programu oddzielane s3 pust3 linia

kontynuacje deklaracji maja wciecia (najlepiej, aby byty one zgodne z
poczatkiem deklaracji)

deklaracje zagniezdzone powinny mie coraz gtebsze wciecia
linia nie powinna przekraczaé 78 znakéw

(niepolecane) bloki mozna tez ogranicza¢ nawiasami { ... }, za$ znaki
konca linii zastepowa¢ Srednikiem
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Formalna struktura kodu w Haskellu
e modut
e modut skfada sie z deklaracji, takich jak: wartosci (values), typy
danych (datatypes), klasy typéw (type classes), informacje naprawcze
(fixity information)
@ na deklaracje sktadaja sie wyrazenia
@ wyrazenia tworzone s3 na podstawie sktadni leksykalnej jezyka (na
tym poziomie méwimy o pliku tekstowym zawierajagcym kod
programu)
Wyrazenie (expression) jest ewaluowane do wartosci z przypisanym
statycznie typem.
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Uktad kodu w Haskellu
@ Haskell bazuje na blokach kodu, a definicje produkcji gramatyki tego
jezyka zawieraja czesto Sredniki i nawiasy { ..;..;.. };
ograniczajace te bloki
o taki styl kodowania nazywany jest layout-insensitive i jest uzyteczny,
gdy kod Haskella ma by¢ generowany przez inny automat/program
@ ze wzgleddéw praktycznych nawiasy ograniczajace bloki moga by¢
pominiete, jednak wtedy konieczne jest zapisywanie komend
w nowych liniach i odpowiednie uzywanie narastajacych wcieé
o taki styl kodowania nazywany jest layout-sensitive i jest powszechnie
uzywany w wiekszo$ci zastosowan
Bloki sa wazne ze wzgledu na zakres widocznosci (scope) funkcji
i zmiennych.
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Mniej formalnie o strukturze programu:
o deklaracja funkcji main
o deklaracje innych funkgji
@ komentarze zaczynaja si¢ od —— w dowolnym miejscu linii, komentarze
zagniezdzone s3 ograniczone {- ... -}
Przyktadowy program
main :: I0 ()
main = do
let t=[2,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10]
print (parzyste t)
print (parzyste [])

parzyste :: [Integer] -> [Integer]

parzyste [] = []

parzyste (g:o) = if even g then g:parzyste o
else parzyste o
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Listy
@ uszeregowane elementy jednego typu

@ moga by¢ nieskonczone i zmieniaé swoja dtugosc

a=[1..10]
a=[’a’..’z’]
a=[2,4..20]

Operator : dodaje element na poczatek listy

1:2:3:[]

pozwala tez rozdzieli¢ liste na jej gtowe i ogon
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Operator ++ scala listy

||Helloll +4+ o 44 "WOI‘ld!"

Operator !'! pobiera element listy (numeracja od 0)
"Haskell!" !'! 3

Whbudowane funkcje operacji na listach to m.in.

head a Prelude> let a=["A","B","C","D","E"]
tail a Prelude> head a
last a "A"
init a Prelude> tail a
length a [("B","C","D","E"]
Prelude> last a
IIEII

Prelude> init a
["A" s ||Bll s IICII s "D"]
Prelude> length a
5
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Krotki
@ maja z gory ustalona dtugosé
@ mog3 zawiera¢ elementy réznych typow
@ stuza np. do opisu funkcji wieloargumentowych
o

definicja w nawiasach okragtych, np. (a,b,c)

Zbiory i przedziaty Oprécz list i krotek mozliwe jest zdefiniowanie
skonczonego lub nieskonczonego zbioru elementéw, generowanych za
pomoca danej reguty. Elementy te s3 przechowywane w postaci listy.
Przyktad: zbidr liczb parzystych mniejszych od 31

[x*x2 | x<-[1..15]]

Instrukcja warunkowa if..then. .else..
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Przyktadowa definicja funkcji

Funkcja signum

-1 gdy <0
sgn(z) = 0 gdy z=0
+1 gdy >0
Wersja 1:
18gnl :: Integer -> Integer

2s8gnl n = if n>0 then 1 else if n==0 then 0 else -1

Marek Gézdz (26 lutego 2026) Jezyki i paradygmaty programowania 210/331



Programowanie funkcyjne  7J [8.1] [8.2]

Wersja 2:

1 sgn2 :: Integer -> Integer
2 sgn2 n

3 | n>0 =1

4 | n== = O

5 | n<O0 = -1

Wersja 3:

1 sgn3 :: Integer -> Integer
> s8gn3 0 =0

3 sgn3 n
4 | n>0
5 | n<O

o
1 =
e
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Funkcje anonimowe.

Funkcje anonimowe nie maja nadawanej nazwy. Sktadnia:

Prelude> (\x -> x*x) 2

4

Prelude> (\x -> xxx) ((\y -> y+4) 2)
36

przypomina (celowo) zapis z rachunku A.
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W ten sposéb mozna np. zweryfikowaé instrukcje warunkowa IFE

Prelude> let
Prelude> let
Prelude> let
Prelude> ife
4

Prelude> ife
6

Marek Gézdz (26 lutego 2026)

true = \x y -> x
false = \x y -> y
ife = \x -> x
true 4 6

false 4 6

Jezyki i paradygmaty programowania
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Definicja typu Church zamieniajacego liczebnik Churcha na liczbe
i odwrotnie

type Church a = (a -> a) -> a -> a
church :: Integer -> Church Integer

church 0 \f x -> x
church n \f x -> f (church (n-1) f x)

unchurch :: Church Integer -> Integer
unchurch cn = cn (+ 1) O
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Po zatadowaniu definicji do konsoli ghci:

1 *Main> unchurch (\f x -> £f(£f(£(f x))))
2 4
3 *Main> church 5

5 <interactive>:4:1:
6 No instance for (Show (Church Integer))

7 arising from a use of ‘print’
8 Possible fix:

9 add an instance declaration
10 for (Show (Church Integer))

1 In a stmt of an interactive

12 GHCi command: print it

mozliwe jest ttumaczenie liczebnikéw Churcha na liczby i na odwrét.
Kfopot jest z wyswietlaniem liczebnikéw w postaci funkcji anonimowych.
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Mozna dotozy¢ do kodu modut
import Text.Show.Functions
i wtedy ghci nie zgtasza btedu (nowy zapis: $ oznacza nawias otwierajacy)

*Main> church 5

<function>

*Main> church $ unchurch (\f x -> f(£f(£(f x))))
<function>

*Main> unchurch $ church 4

4

Dlaczego nie jest wyswietlana funkcja?

@ Funkcja \f x = f(f x) jest tozsama \g y = g(g y)
(a-konwersja). Ktéra z nich miatby Haskell wyswietli¢?

e Ztamana zostataby reguta, ze dane wejscie funkcja ewaluuje do
jednoznacznie okreslonego wyjscia.
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Typy polimorficzne

Typy w Haskellu okres$laja (przeciw)dziedziny funkgji:
o Int, Integer — krétki, dtugi integer
@ Float, Double — pojedynczej i podwdjnej precyzji liczba
zmiennoprzecinkowa
@ Bool
@ Char
Typy sa pogrupowane w klasy typéw (type classes). Klasy te
@ okreslaja wspdlne wtasciwosci typow nalezacych do danej klasy
@ niektdre zawieraja sie w innych
@ pozwalaja na pisanie definicji funkcji dla catej klasy typdéw, a nie dla
poszczegdlnych typéw zmiennych, tzw. funkcje polimorficzne
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Funkcja zwykta

plusDwa :: Integer -> Integer
plusDwa x = x+2

jest dobrze okreslona tylko dla zmiennej typu Integer i zadnej innej.
Haskell ma $cista kontrole typdw. Zamiast pisa¢ nowe funkcje dla typow
Int, Float i Double wystarczy zmieni¢ nagtéwek

plusDwa :: (Num a) => a -> a
plusDwa x = x+2

Klasa typéw Num obejmuje wszystkie typy numeryczne.
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Klasy typow w Haskellu

Definicja klasy zazwyczaj okresla funkcje (operator), ktérag mozna
zastosowal do typéw nalezacych do danej klasy.

KLasa DEFINICIA

Eq réwnos¢ elementéw ==, /=

Ord porzadkowanie elementéw <, <=, >=, >; podklasa Eq
Ordering | porzadkowanie elementéw GT, EQ, LT

Show elementy reprezentowane przez ciagi znakowe (funkcja show)
Read elementy reprezentowane przez ciagi znakowe (funkcja read)
Enum wyliczenia (np. listy); zawiera Bool, Char, Ordering, Num
Bounded | wartosci elementéw ograniczone

Num typy numeryczne; muszg naleze¢ do Eq i Show

Integral | Int i Integer

Floating | Float i Double
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Operatory w Haskellu tez sa funkcjami. Np. operator binarny, ktéry dwa
argumenty typu a zamienia na inny element typu a jest funkcja
a -> a -> a.
Aby zaznaczy¢ alternatywny sposéb wywotania funkgji (prefix i infix)
stosuje sie nawiasy i odwrotne cudzystowy.
@ jesli w definicji nazwa funkcji ujeta jest w nawiasy, to domyslnie jest
to definicja infiksowa
» przy wywotaniu prefiksowym te nawiasy muszg pozostaé
» przy wywotaniu infiksowym nawiasy sie pomija
@ jesli w definicji nazwa funkcji nie jest ujeta w nawiasy, to domyslnie
jest to definicja prefiksowa
» przy wywotaniu prefiksowym podaje sie nazwe funkgcji
» przy wywotaniu infiksowym nazwe funkcji otacza sie odwrotnymi
cudzystowami
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(Przyktady z wyktadu Moczurad i Moczurad)
Przyktad 1. Definicja i poprawne wywotania

1 (k%%) :: Integer -> Integer -> Integer
> (%%hh) x y = x + 5 xy
3 hhh T
Chth) 37
Przyktad 2. Definicja i poprawne wywotania
1 abc :: Integer -> Integer -> Integer
> abc xy =2 *x x +y *xy
3 ‘abc‘ 7
abc 3 7
Przykfad 3. Skfadanie funkcji: dwa réwnowazne wywotania
(8+4) ‘div‘ 3
((“div‘ 3).(+4)) 8
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Definicje rekurencyjne
Przyktad 1.1 Definicja funkcji maksimum dla list

1 maximum :: (0rd a) => [a] -> a

2 maximum [] = error "Pusta lista"
3 maximum [x] = x

4 maximum (x:ogon)

5 | x > maxOgon = x

6 | otherwise = maxOgon

7 where maxOgon = maximum ogon

Przyktad 1.2 Definicja funkcji maksimum dla list; wykorzystuje
wbudowana funkcje max

1 maximum :: (O0rd a) => [a] -> a

2 maximum [] = error "Pusta lista"

3 maximum [x] = x

4 maximum (x:ogon) = max x (maximum ogon)
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Przyktad 2 Funkcja odwracajaca liste

reverse :: [a]l -> [a]
reverse [] = []
reverse (x:ogon) = reverse ogon ++ [x]

@ odwrotnoscia listy pustej jest lista pusta

@ odwrotng liste mozna skonstruowaé przenoszac pierwszy element na
koniec, pod warunkiem, ze reszta jest juz odwrdcong lista

e tak wiec wywotujemy reverse na coraz krétszych listach (punktem
zwrotnym rekurencji jest lista pusta), trzymajac elementy, ktére beda
dopisywane na koncu w pamieci

Schematycznie:
r(1,2,3,4] = r[2,3,4]1+[1] = r[3,4]+[2]+[1] =

rl4]+[3]+[2]+[1] = r[]+[4]+[3]+[2]+[1] =
(4]1+[31+[2]+[1] = [4,3]+[2]+[1] = [4,3,2]+[1] = [4,3,2,1]
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Monady i skfadanie funkcji

Ograniczenia jezyka czysto funkcyjnego:
@ wszystko jest funkcja, wiec kazde ,,polecenie” musi zwréci¢ wartosé
o funkcja zawsze zwraca te sama warto$¢ dla tego samego argumentu
e funkcja zawsze zwraca jedng warto$¢ (jest jednoznacznie okreslona)
e funkcje mozna sktada¢ f(g(z)) = (f o g)(x)

Prelude> let f x = x+2
Prelude> let g x = x-2
Prelude> (f.g) 5

5

Prelude> (g.f) 5

5
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Ztozenie funkgji £ .g byto mozliwe, poniewaz ich typy na to zezwalaty

Prelude> :t f

f :: Num a => a -> a
Prelude> :t g
g :: Num a => a -> a

czyli przeciwdziedzina g byta zawarta w dziedzinie f. Ale nie zawsze tak
musi by¢!

Problem: efekty uboczne |

Dla jezyka funkcyjnego problemem jest sytuacja, w ktérej funkcja ma robié
kilka rzeczy, np. oblicza¢ wartos¢ i wypisywacé dane na ekranie. Czysta
funkcja nie moze generowaé efektéw ubocznych, wiec w takich sytuacjach
efekt ten musi by¢ czeScig zwracanej wartosci.
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Rozwigzaniem tego i innych probleméw z funkcjami s3 monady. Monada
pozwala na zdefiniowanie

@ regut sktadania funkcji o czesciowo niezgodnych typach

o regut przekazywania wartosci funkcji na wejécie innej funkgcji

Prosze zapozna¢ si¢ z artykutami:

blog.sigfpe.com/2006/08/
you-could-have-invented-monads-and.html

en.wikipedia.org/wiki/Monad_(functional_ programming)

wiki.haskell.org/All_About_Monads
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Przyktad: funkcje licza i wySwietlaja komunikaty
f :: Float -> (Float, String)
f x = (2xx, " Dziala f ")
g :: Float -> (Float, String)
g x = (x+1, " Dziala g ")

Intuicyjnie, ztozenie funkcji £.g powinno dziata¢ tak, ze zwraca warto$¢
2% (x+1) i wySwietla napis " Dziala f Dziala g "
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Whbudowane zfozenie £ .g jest niemozliwe ze wzgledu na niezgodnos$¢
typow

Main> (f.g) 3

<interactive>:7:4:
Couldn’t match expected type ‘Float’

with actual type ‘(Float, String)’

Expected type: Float -> Float

Actual type: Float -> (Float, String)
In the second argument of ‘(.)’, namely ‘g’
In the expression: f . g
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Oczywiscie mozna napisaé swoja funkcje, ktéra bedzie realizowata ztozenie
f.g

1 fg :: Float -> (Float, String)

> fg x = (fst(f (fst(g x))), snd(f x) ++ snd(g x))

ale jest ona specyficzna dla naszego konkretnego przypadku. Poza tym nie
jest ona pomocna, gdyby interesowato nas ztozenie g.f mimo, ze od
strony typow sytuacja jest analogiczna.
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Rozwazmy funkcje bind (2 réwnowazne zapisy)

1bind :: (Float -> (Float,String)) ->

2 ((Float ,String) -> (Float,String))
sbind f (gx, gs) = let (fx, fs) = f gx

4 in (fx,fs++gs)

1bind :: (Float -> (Float,String)) ->

2 ((Float ,String) -> (Float,String))
sbind £ (gx, gs) = (fx,fs++gs)

4 where (fx, fs) = f gx
Skfadnia z let... in... oraz where pozwala na

e fatwe oznaczanie partii kodu nowa zmienng lokalna (jak w
matematyce)

@ utrzymanie przejrzystoéci wyrazen (jak w matematyce)

e wieksz elegancje kodu (jak w... 7)
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1*Main> bind £ (g 3)

2(8.0," Dziala f Dziala g ")
;s *Main> bind g (f 3)

4(7.0," Dziala g Dziala f ")
Funkcja bind

o definiuje ogdlny schemat sktadania funkcji typu Float ->
(Float,String)

@ pozwala na ztozenie tych funkcji w dowolnej kolejnosci

@ jest sktadowa monady
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Ogdlny schemat:
powiedzmy, ze mamy funkcje ukrywajaca strukture danych Ukryj.
Definiujemy nowy typ danych — dane ukryte i funkcje ukrywajaca

1data Ukryte a = Ukryj a
2

sreturn :: a -> Ukryte a
sreturn x = Ukryj x

Aby operowad na ukrytych danych bez ich odkrywania definiuje sie funkcje
wigzaca

1bind :: (a -> Ukryte b) -> (Ukryte a -> Ukryte b)
2bind £ (Ukryj x) = f x

lub

1bind :: (a -> Ukryte b) -> (Ukryte a -> Ukryte b)
>bind f (return x) = f x
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Whbudowany operator »= pozwala na sktadanie funkcji, czyli petni role
funkgcji bind.

bind f (return x) = x »=f

Operator »= jest réznie zdefiniowany, w zaleznosci od typu monady.
Najprostsza jego definicja to

wartos¢ »= funkcja
w ktorej warto$¢ z lewej strony jest przenoszona jako argument funkcji po
prawej stronie i zwracana jest warto$¢ tej funkcji na tym argumencie.
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Programowanie funkcyjne

W Haskellu monady predefiniowane s3 poprzez odpowiednie klasy.

7J [8.4]

Standardowa klasa Monad jest zdefiniowana nastepujaco:

class Monad m where

(>>=) ma ->(a ->m b)
return i a -> m a

(>>) ::ma->mb ->mb
fail String -> m a

m >> k = m >>= (\_

fail k

poprzedniej operacji

o fail jest wywotywane, gdy co$ sie nie powiedzie w konstrukgji

ztozenia
Marek Gézdz (26 lutego 2026)

-> k)

error k

m jest konstruktorem typu monady

Jezyki i paradygmaty programowania

->m b

return jest funkcja tworzaca instancje typu m
»= jest funkcja wigzaca instancje monady z obliczeniami
» operator analogiczny do »=, ale nie wykorzystujacy wyniku
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Funkcje » i fail nie wystepujg w matematycznej definicji monady, ale sa
czescia klas z rodziny Monad w Haskellu, gdyz utatwia to programowanie.

Czesci sktadowe monady musza spetnia¢ 3 podstawowe prawa:

Q@ (return x) >>=f = f x
Q@ m >>= return == n
Q@ (m>=1) >=g ==m >>= (\x > f x >>= g)

ktérych interpretacja jest nastepujaca:

© return jest lewostronnym elementem neutralnym dla funkcji »=

@ return jest prawostronnym elementem neutralnym dla funkcji »=

© rodzaj prawa facznoéci obowiazujacego funkcje »=
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Przyktad: mamy do czynienia z obliczeniami, ktére moga sie nie udad, tj.
s sytuacje, w ktérych funkcja nie zwrdci wartoéci. Jest to problematyczne
zachowanie w jezyku funkcyjnym. Wykorzystuje sie wtedy monade oparta

o wbudowany konstruktor typu Maybe

data Maybe m = Nothing | Just m
Mozna zadeklarowaé Maybe jako sktadnik klasy Monad

instance Monad Maybe where

Nothing >>= f = Nothing
(Just x) >>= f = £ x
return = Just
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Przyktad c.d. Klonowanie owiec — nie kazda owca ma dobrze okreslonego
ojca i matke.

type Owca =

tata :: Owca -> Maybe 0Owca
tata =

mama :: Owca -> Maybe 0Owca
mama =

-— ojciec ojca mamy
oom :: Owca -> Maybe 0Owca
oom o = (Just o) >>= mama >>= tata >>= tata
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Taka konstrukcja automatycznie bedzie poprawnie traktowata sytuacje,
gdy w ciagu ztozenia pojawi sie brak wartosci ktérej$ funkcji (Nothing).
Rozktadajac ciag

(Just o) >>= mama >>= tata >>= tata
z definicji otrzymamy
tata(tata(mama o))

o ile kazda z tych funkcji zwrdci warto$é, w przeciwnym razie wynikiem
bedzie Nothing.
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Do czego w praktyce stuza monady?

o funkcje wieloargumentowe s3 rozbijane na jednoelementowe i sklejane
razem, np.

plus x y = \x > (\y —> x+y)

@ listy s3 tworami o nieustalonej z géry dtugosci, byé moze puste, wiec
monada typu List pozwala na definiowanie obliczen mogacych
zwracac 0, 1 lub wiecej wartosci

@ operacje |1/0O sa obstugiwane w Haskellu poprzez odpowiednia
monade, poniewaz s3 to najczesciej efekty uboczne dziatania funkcji
(wtasciwe obliczenia plus operacja I/0)

@ obstuga btedéw
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W Haskellu istnieje biblioteka wzorcéw monad (Monad Template Library),
ktéra mozna wiaczyé w ghc wywotaniem Control.Monad. Niektére z nich

to:

MONADA | DO CZEGO UZYTECZNA?

Identity | uzywana przy konstrukcjach innych monad

Maybe obliczenia mogace nie zwréci¢ wartosci

Error obliczenia mogace zawies¢

[1 (List) | obliczenia o nieokreslonej liczbie wartosci

I0 obliczenia potaczone z operacjami I/O

State obliczenia przekazujace parametr stanu

Reader obliczenia czytajace wejscie

Writer obliczenia produkujace dodatkowy strumien danych
Cont obliczenia, ktére mozna wstrzymacd i wznowic
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PROLOG

deklaratywne programowanie w logice

Dodatkowa literatura:

e D. Diaz, GNU Prolog Manual
http://www.gprolog.org/manual/gprolog.html
http://www.gprolog.org/manual/gprolog.pdf

e W.F. Clocksin, C.S. Mellish, Prolog. Programowanie (Helion)
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Prolog oznacza Programming in Logic. Jest to jezyk deklaratywny oparty
na wyrazeniach logiki matematycznej. Opisany zostat w 1972 przez Alain
Colmerauer (standardy ISO w 1995 i 2000). Uzywany w takich dziedzinach
jak:

relacyjne bazy danych
logika matematyczna
problemy abstrakcyjne

jezyki naturalne

algebra symboliczna

°
°

°

°

@ automatyka
°

@ biochemia
°

sztuczna inteligencja
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Logika uzyta w Prologu jest standardowa dwuwartosciowa logika
matematycznga, opisywanga algebra Boole'a. Podstawowe operacje to

e i (AND)

e lub (OR)

e negacja (NOT)

jesli (IF)

za$ wartosci logiczne to true i false.

Prolog stara sie uzgodnié wszystkie zdania w programie do logicznej
wartosci true.
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Algebra Boole’a sktada sie ze zbioru

A={0,1}
oraz ,dodawania” i ,,mnozenia” zdefiniowanych dla a € A jako:
0+a=a 0-a=0
1+a=1 l-a=a

Negacja zdefiniowana jest przez:

Marek Gézdz (26 lutego 2026) Jezyki i paradygmaty programowania 244 /331



—

S

FALSE
TRUE
OR

NOT




PROLOG  7J [4.1]

Witasciwosci algebry Boole'a:

tacznosé r+y+z)=(+y +2
tacznosé x-(y-z)=(x-y)- 2
Przemiennos¢ rt+y=yt+uw
Przemiennos¢ T Y=y
Rozdzielno$¢ z-(y+z2)=(x-y)+ (z-2)
Rozdzielnoéé x+(y-2)=(x+y) (x+2)
Element neutralny r+0==zx

Element neutralny r-l=zx
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Witasciwosci algebry Boole'a c.

Idempotentnosé
Idempotentno$é
Anihilator
Anihilator
Absorpcja
Absorpcja
Dopetnienie
Dopetnienie

prawo de Morgana

prawo de Morgana

PROLOG

d.:

7] [4.1]
rt+r=x
T-TrT==x
z-0=0
r+1=1
z-(r+y) =x
r+(x-y) ==
z+r=1
z-x=0
rT+y==
TY=17

Jezyki i paradygmaty programowania

<

+
<
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Klauzula Horna jest wyrazeniem logicznym, w ktérym co najwyzej jeden
czton nie jest zanegowany; jej ogdlna postaé to:

pL+pa+ -+ pn+q

Mozna je przeksztafci¢ do postaci réwnowaznej, ktéra jest uzyteczna
w programowaniu:

(P1+p2+p3+q) & (p1-p2-p3 = q)

W notacji Prologu takie stwierdzenie ma postac

q :- pl, p2, p3.

co nalezy rozumie¢ jako: ,q jest prawdziwe JESLI (p1 i p2 i p3) jest
prawdziwe"
Programy w Prologu to niemal wytacznie zestawy klauzul Horna.
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Podstawowymi pojeciami w Prologu s3 termy, wigzane
uporzadkowanymi relacjami.
Przyktad:

@ termem moga by¢ jas, matgosia
@ relacjami moga by¢ brat, siostra

o relacje sa uporzadkowane, co oznacza, ze ja$§ jest w relacji brat
z termem matgosia, ale niekoniecznie na odwrét

Schemat programu w Prologu
@ deklaracja faktow (baza danych terméw i relacji)
@ deklaracja regut dozwolonych do manipulowania faktami

© deklaracja problemu (zadanie pytania)
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Przyktad bazy wiedzy (bazy danych, faktéw):

rodzenstwo (jas ,malgosia).
rodzenstwo (malgosia, jas).
brat (jas ,malgosia) .
siostra(jas,malgosia).
Uwaga:
@ nie ma potrzeby definiowania, czym s3 uzyte termy jas, brat etc.
o definicja tworzona poprzez wtasciwosci
o predykat (argumentl,argument2) . jest relacja
@ etykiety statych zaczynaja sie mata litera
o definicje relacji koncza sie kropka
W powyzszym przyktadzie zdefiniowane zostaty trzy predykaty
(rodzenstwo/2, brat/2, siostra/2) i dwie state (jas, malgosia).
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o predykaty stuzg do definiowania relacji

@ argumentami predykatéw s3 termy proste (czyli state lub zmienne)

e termy zfoZone to termy proste potaczone funktorami (o znaczeniu
logicznego AND, OR)

Relacje definiowane s3 zupetnie abstrakcyjnie, np. x(a,b), jednak uzyte
etykiety sugeruja uzytkownikowi przypisywane im znaczenie. Ponizsze
relacje maja dla Prologu identyczng budowe:

x(a,b).

kolor (czerwony ,papryka) .
ojciec(zdzich,eustachy).
wieksze (trzy,cztery).
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@ kazda stata to osobny byt
@ rdézne state reprezentuja rézne byty...
@ ... nawet je$li wartosci przechowywane przez te state s3 takie same!

Przyktad w Fortranie

1 x=2
2 y=2
3 if (x.eq.y) then ... ! true

Przyktad w Prologu
1 | 7- x=2, y=2, x=y.

3 no

Tak naprawde, to juz stwierdzenie x=2 daje odpowiedZ no w Prologu.
Dlaczego?
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Zmienna w Prologu ma nieco inne wtasciwosci, niz w innych jezykach
programowania:

@ nie jest typowana w momencie inicjalizacji

@ pierwsze wyrazenie, ktére przypisze zmiennej jakas wartos$¢, ustala te
warto$¢ raz na zawsze (uwaga: nawracanie!)

@ np., wyrazenie postaci if X = 2 then... w Fortranie nie podstawi
pod zmienng X liczby 2, lecz analogiczne wyrazenie w Prologu moze
to zrobi¢, jedli X jest zmienna bez przypisanej wartoéci*)

@ etykiety zmiennych zaczynaja sie wielkimi literami, np. X, Kuba...

*) Prolog traktuje wyrazenie X=2 jako wyrazenie logiczne, ktére musi by¢
spetnione, aby mozna byfo kontynuowac wykonywanie programu. Dlatego
tez jesli X jest zmienna nieprzypisang, takie przypisanie nastapi i warunek
otrzyma logicznag wartos¢ true.
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Zmiennych w Prologu uzywa sie, aby
@ zadawac pytania, jako miejsce do przechowania wyniku

@ dziafaty jako akumulator w algorytmach rekurencyjnych

kolor (czerwony ,auto) .
kolor (zielony ,ufoludek).

| ?- kolor(X,auto).
X = czerwony

yes
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Podstawowe funktory logiczne

przecinek , AND
Srednik ; OR
dwukropek myslnik 2= IF

Warunki czytane s i wykonywane (interpretowane) od lewej do prawej.

Kolejno$¢ ma znaczenie, mimo ze wiele z nich, z formalnego punktu
widzenia, jest potaczona funktorami symetrycznymi wzgledem
przestawienia argumentow.
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Przyktad:

lata(samolot).
lata(mucha) .

kolor (czarny ,mucha) .
kolor (czarny ,samolot) .

samolot 7 a
mucha

|

X
X
no

mucha ? a
samolot

<K N —
I
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Whioski z poprzedniego przyktadu:

@ jesli istnieje wiecej niz jedno rozwiagzanie, Prolog znajdzie je wszystkie

@ kolejnos¢ znajdowania rozwigzan zalezy m.in. od kolejnosci instrukcji
w programie (s3 one czytane z gory na dot, od lewej do prawej)

@ znajdowanie réznych rozwiazan jest mozliwe, gdyz Prolog pracuje na
relacjach, a nie na funkcjach

@ cofniecie sie i przyjecie innej strategii uzgadniania rozwigzania
nazywane jest nawracaniem (ang. backtracking) i jest
charakterystyczna cecha jezykdéw programowania w logice
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Reguty w Prologu maja postaé
GLOWA — IF — WARUNEK (WARUNKI)

siostra(matgosia,X) :- brat(X,matgosia),
kobieta (matgosia).

Modus operandi Prologu w takim przypadku obejmuje

@ podstaw pod X z gtowy reguty stata wystepujaca w programie
sprawdz czy takie X spetnia iloczyn warunkéw brat/2 i kobieta/1
jesli tak, spytaj sie, czy szuka¢ kolejnych rozwigzan
ewentualnie przeszukaj baze wiedzy i sprawdz kolejne X

powtarzaj, az wyczerpia sie mozliwosci lub uzytkownik przerwie
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Funktory tacza termy proste tworzac termy ztozone. Moga przyja¢ forme:
@ predykatdw,
@ operatoréw.
Stosowana jest notacja:
@ infiksowa: 3%4, 3 pomnoz 4,
o prefiksowa: * 3 4, *(3,4), pomnoz(3,4).

Operatorom przypisuje sie rézne priorytety wykonywania oraz okrela sie,
czy s one lewo czy prawostronnie taczne. W ten sposéb mozna
zaprogramowad algebre, rachunek lambda, gramatyki bezkontekstowe etc.
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Funktor = oznacza unifikacje terméw

@ dwa jednakowe termy mozna zawsze zunifikowaé

1 A=A. /* yes */
2 a=a. /* yes */
3 a=b. /* no */

@ zmienna nieprzypisang mozna zunifikowaé z innym termem
przypisujac jej typ i warto$¢ tego termu

1 A=B. /* yes: B zmienna przypisana */
2 A=b. /* yes */

o unifikacja dwdch nieprzypisanych zmiennych jest zawsze mozliwa
1 A=B. /* yes: A, B nieprzypisane */

@ zaréwno atomy, jak i liczby, moga by¢ tatwo poréwnywane wedtug
standardowych regut
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UWAGA
@ unifikacja nie jest przypisaniem ale...
@ ... przypisanie wartosci moze by¢ , efektem ubocznym” stosowanej
unifikacji

@ wynikiem unifikacji jest zawsze true albo false
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Przyktady:

data(l,kwie ,2014) = data(l,kwie,2014)
/* termy zunifikowane */

data (1,kwie ,2014) = data(D,kwie,2014)
/* termy zunifikowane jesli:
- D mozna przypisaé wartoSé 1 */

data(Dayl ,kwie ,2014) = data(D2,kwie ,2014)
/* termy zuntfikowane jesls:
- Dayl < D2 majqg te samg wartos$é;
- jedna 2z nich jest nieprzypisana
© mozna jq@ zunifikowaé 2z drugae;
- obie sg nieprzypisane (i takie zostang,
ale bedqg zwigzane ze sobg) */
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Przyktady:
| 7- A=B.
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Przyktad nieco dtuzszy:

| 7- b(X,a)=b(£(Y),Y),
d(f(f(a)))=d(U),
c(X)=c(£(2)).

U = f(f(a))
X = f(a)
Y = a
Z = a
yes
Marek Gézdz (26 lutego 2026) Jezyki i paradygmaty programowania
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Unifikacje i poréwnywanie terméw (— manual 8.2, 8.3)

= true, gdy unifikacja mozliwa

\= true, gdy unifikacja niemozliwa

== true, gdy poréwnanie udane
== true, gdy poréwnanie nieudane

o< true, gdy term mniejszy
=< true, gdy term niewiekszy
> true, gdy term wiekszy
e>= true, gdy term niemniejszy

@ poréwnanie ma sens dla terméw tego samego typu
@ uzywany schemat leksykograficzny

@ wynikiem jest true lub false
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Przyktady poréwnan:

| ?7- X="Reksio", X=="Reksio".
X = [82,101,107,115,105,111]
yes

| ?7- X=="Reksio".

no
| ?- "Reksio" @> "reksio".
no

| ?- "reksio" @> "Reksio".
yes
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Poréwnania numeryczne i leksykograficzne:

| ?- X=55, Y=6, X<Y.
no

| 7- X="55", Y="6", X<Y.
uncaught exception:
error (type_error (evaluable,’.’/2),(<)/2)

| 7- X="55", Y="6", X@<Y.

X = [53,53]
Y = [54]
yes

Marek Gézdz (26 lutego 2026) Jezyki i paradygmaty programowania

267 /331



PROLOG  7J [4.3]

Typy terméw (— manual 6.3.4, 8.1)

var (T)
nonvar (T)
atom(T)
atomic (T)
number (T)
compound (T)

true, gdy T jest zmienna

true, gdy T nie jest zmienng

true, gdy T jest atomem (staty lub napisem)
true, gdy T jest atomem lub liczba

true, gdy T jest liczba

true, gdy T jest ztozony

Atom w Prologu to stata lub tancuch znakowy.

var (A). /* yes */
var (a). /* no */
var (2) . /* no */
var (’tekst’). /* no */
atom (A) . /* no ¥/
atom(a) . /* yes */
atom (2) . /* no ¥/
atom(’tekst’). /* yes */

Marek Gézdz (26 lutego 2026)
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Arytmetyka (— manual 8.6)

réwne

nieréwne

< mniejsze

=< niewieksze
wieksze

>= niemniejsze

]
e
]
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+

*

/
//

mod

plus

minus

razy

podzieli¢

cz. catk. z dzielenia
reszta z dzielenia

Infiksowy funktor is podstawia pod swdj lewy argument wyrazenie
arytmetyczne (lub jego wynik) stojace po jego prawej stronie.

srednia(A,B,S)
1 is mod(7,2)

3 is 7//2
3.5 is 7/2

Marek Gézdz (26 lutego 2026)

:- S is (A+B)/2.

/* true */
/* true */
/* true */
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269 / 331



PROLOG  7J [4.3]

Inne opearcje matematyczne wbudowane w GNU Prologu
@ potegowanie, pierwiastek kwadratowy
@ bitowe opearcje and, or, xor, not
@ wartos¢ bezwzgledna, znak
o funkcje trygonometryczne, odwrotne trygonometryczne i hiperboliczne

o logarytmy
Przyktad: 3 duze pizze (32cm) vs. 2 pizze XXL (40cm). Czego jest wiecej?
area(R,A) :- A is (pi * R"2).

| ?- area(16,A), C is 3%xA, area(20,B), D is 2%*B.

A = 804.24771931898704
B = 1256.6370614359173
C = 2412.7431579569611
D = 2513.2741228718346
yes
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Liczba 7 otrzymana z odwrotnej funkcji trygonometrycznej:

1 | ?7- X is 4.0*xatan(1.0).
2

3 X = 3.1415926535897931

4

5 yes

Whynik jest ,,doktadny”, wiec uzycie wbudowanej liczby pi daje to samo:

1 | ?7- X is 4.0*atan(1.0) - pi.
2

3 X =20.0

4

5 yes
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Definicje rekurencyjne
Analiza, jak Prolog szuka rozwiazan (przyktad wziety z notatek autorstwa
P. Fulmanskiego, Uniwersytet £édzki, 2009).
Rozwazmy kod:

mniej (pl,p2).
mniej (p2,p3).
mniej (p3,p4).
mniej(X,Y) :- mniej(X,Z), mniej(Z,Y).

ktéry powinien, na pierwszy rzut oka, wygenerowac wszystkie pary z ciggu
pl < p2 < p3 < p4.
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Tymczasem...

?7- mniej (A,B).

= pl
= p2 7?7 ;
=p3 7 ;
= p3
= p4 7?7 ;

PROLOG  7J [4.3]

A = pi
B =p3 7 ;
A = pl
B =p4 7 ;

Fatal Error: local stack
overflow (size: 16384 Kb,
reached: 16384 Kb,
environment variable

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| used: LOCALSZ)

program wpada w nieskonczong petle, zuzywa dostepng mu pamigé
i konczy prace generujac kod btedu.

Marek Gézdz (26 lutego 2026)
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3 pierwsze odpowiedzi (p1,p2), (p2,p3), (p3,p4), pochodza
bezposrednio z bazy wiedzy. Kolejne generowane s3 reguta
mniej(X,Y) :- mniej(X,Z), mniej(Z,Y).
@ jesli X=p1 wtedy mniej(X,Z) wskazuje na Z=p2 i w efekcie Y=p3, co
tworzy rozwigzanie (p1,p3)
@ majac X=pl, Z=p2, system szuka dalszych rozwiazan dla wyrazenia
mniej(p2,Y). Postuguje sie reguta tworzac
mniej(p2,Y) :- mniej(p2,ZZ), mniej(ZZ,Y), ktéra prowadzi do
ZZ=p3, Y=p4 i rozwigzania (p1,p4)
@ poszukiwane jest kolejne rozwiazanie dla
mniej(ZZ,Y) = mniej(p3,Y); korzystajac z reguty
mniej(p3,Y) :- mniej(p3,Z3), mniej(Z3,Y)
znalez¢ mozna tylko Z3=p4, ktére spetnia mniej(p3,23);
zadna regufa nie spetnia jednak mniej(p4,Y), wiec rozwijana jest
ona
mniej(p4,Y) :- mniej(p4,Z24), mniej(Z4,Y);
czego nie spetnia zadna reguta, ale mozna ja rozwinaé:
mniej(p4,Z4) :- mniej(p4,Z5), mniej(Z5,Z4) i tak dalej...
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Problem lezy w wywotaniu reguty mniej (X,Y), ktéra korzysta sama
z siebie bez zadnej kontroli. Prowadzi to do niekonczacej sie petli.
Definicje rekurencyjne wymagaja starannego zaprojektowania —

w szczegblnosdci wazny jest warunek zakonczenia rekurencji.

Marek Gézdz (26 lutego 2026) Jezyki i paradygmaty programowania
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Dwa podejscia do wnioskowania rekurencyjnego:

@ top-down — problem jest rozktadany na prostsze podproblemy tak
dtugo, az otrzyma sie fakty z bazy wiedzy

@ bottom-up — zaczynajac od bazy wiedzy i znanych regut prébuje sie
zbudowad zapytanie; czesto potrzebne s3 zmienne pomocnicze
(akumulatory); jest to podejscie zazwyczaj szybsze niz top-down

Przyktad
Ciagg Fibonacciego

0,1,—1,2,3,5,8,13,21, 34, ..., 6765 (20. miejsce) , ...

tworzony jest z dwéch pierwszych elementéw 0, 1 (czasami 1, 1) za
pomocga wzoru rekurenycjnego

Tn = sl + fnm2; n> 2
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Definicja top-down

1 fib(N,0) :- N =:= 0.

> fib(N,1) :- N =:=1 ; N =:= 2.

3 fib(N,X) :- N1 is N-1, fib(N1,Y),

4 N2 is N-2, fib(N2,Z), X is Y+Z.

@ zaczynamy od N i ,idziemy" w dét (N1 is N-1, N2 is N-2) dopoki
N=0

@ poczatek definicji to punkty startowe ciggu, petnigce rowniez role
punktu zakonczenia rekurencji

@ sama rekurencja jest na koncu definicji

e wynik (X is Y+Z) liczony jest po zakonczeniu rekurencji
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Po uproszczeniu tej definicji

fib(N,0) :-
fib(N,1) :-
fib(N,X) :-

N := 0.
N =1 ; N =:= 2.
N1 is N-1, fib(N1,Y),

N2 is N-2, fib(N2,Z), X is Y+Z.

mozna otrzymaé réwnowaznga definicje top-down

£fib(0,0).
fib(1,1).
fib(N,X) :-

Marek Gézdz (26 lutego 2026)

fib(N-1,Y), fib(N-2,Z),
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Definicja bottom-up

fibonacci (N, X)

fib(N,X, ,N,X).

PROLOG  7J [4.3]

:- fib(0,0,1,N,X).

fib(N1,X1,X2,N,X) :- N1<N, N2 is N1+1,

wywotanie fib

Marek Gézdz (26 lutego 2026)

X3 is X1+X2,
fib (N2,X2,X3,N,X).

linia 1: ukrycie zmiennych wewnetrznych

linia 3: warunek zakonczenia; _ to zmienna anonimowa
linie 4-6: N, N1, N2 — numeruja elementy ciagu

linie 4-6: X1, X2, X3 — elementy ciggu

N1, X1, X2 — akumulatory

wynik posredni (X3 is X1+X2) jest otrzymywany zanim nastepuje

Jezyki i paradygmaty programowania
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Uwagi:
@ definicje top-down s3 prostsze i krotsze
o definicje bottom-up s3 bardziej ztozone; czesto wymagaja uzycia
akumulatoréw

@ wersja top-down wywotuje £ib dwukrotnie podczas kazdego kroku,
wiec liczba operacji przy N krokach skaluje sie jak 2V

@ wersja bottom-up wywotuje £ib jeden raz podczas kazdego kroku,
wiec liczba operacji przy N krokach skaluje sie jak NV
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Przyktad

PROLOG  7J [4.3]

Funkcja silnia zdefiniowana jest dla liczb naturalnych n jako

Definicja top-down
fact (0,1).
fact(N,F):- N>0, N1 is N-1,
fact(N1,F1), F is NxF1.
Definicja bottom-up
fact(N,F) :- fact(0,1,N,F).

fact(N,F,N,F).
fact (N1,F1,N,F):

Marek Gézdz (26 lutego 2026)

- N1i<N, N2 is N1+1,

F2 is N2xF1,
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Podsumowujac:
top-down
@ wnioskowanie wsteczne
@ zaczyna od problemu (A)
@ uzywa odwrotnej postaci regut aby roztozy¢ A na jaka$ kombinacje
znanych faktéw
@ jest powolne, gdyz sprawdza réwniez warianty nie prowadzace do
poprawnego rozwigzania
Przyktad: jesdli reguta (A :- B.) istnieje, aby udowodni¢ A nalezy
udowodni¢ B
bottom-up
@ wnioskowanie naprzéd
@ zaczyna od znanych faktéw
@ uzywa regut aby zbudowa¢ zapytanie (B)
@ jest szybsze, chociaz moze tworzy¢ wiele posrednich prawdziwych
stwierdzen, ktére nie s powigzane bezposrednio z pytaniem
Przyktad: A jest prawdziwe, istnieje reguta (A :- B.), wynika stad, ze B
jest prawdziwe
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Przyktad programu w Prologu
Konwersja miedzy stopniami Celsjusza i Fahrenheita.

run :- write(’Podaj temp. w st. Celsjusza ’),
read (C), convert(C,F),
write (’Temp. to ’), write(F),
write(’st. Fahrenheita’), nl,
warning (F,Komunikat), write(Komunikat).

convert (C,F) :- F is 9./5.*%xC + 32.

warning (T, ’Ale upal!’) := T > 90.

warning (T,’Ale ziab!’) :- T < 30.

warning (T,’’) :- T >= 30, T =< 90.
Zrédto:

mcsp.wartburg.edu/zelle/cs373/handouts/PrologExamples/PrologIntro.pdf
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Listy
Prolog rozpoznaje dwa sposoby deklarowania list:
@ zapis [a,b,c] jest przyjazny dla uzytkownika
e funktor prefiksowy . (kropka) dodaje term na poczatek listy

Zapis w nawiasach kwadratowych jest wewnetrznie konwertowany do
réwnowaznego zapisu kropkowego. Lista pusta to [].

| ?- L = [a,b,c], M = .(a,.(b,.(c,[1))), L=M.
L = [a,b,c]

M = [a,b,C]

yes /% L mozna zunifikowal z M */
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Lista jest automatycznie dzielona na gtowe (pierwszy element) i ogon
(cata reszte). Zapisywane jest to za pomoca operatora | (pionowa kreska)
[HIT].

I ?_ L = [a,b,C], L = [HlT]-

H = a

L = [a,b,c]
T = [b,cl]
yes

Ponizsze zapisy dotyczg tej samej listy:

[a,b,c] = [allb,c]] = [a,bl[c]l]] = [a,b,cl|[]]
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Przyktady:

1. lista pusta nie ma gtowy ani ogona:
?7- [1=[HIT].
No

2. dla listy jednoelementowej ogon jest listg pusta:
?7- [1]1=[HIT].
H=1
T = []

3. gtowa to pojedynczy term, ogon jest zawsze lista:

?- [1,2]=[HI|TI].
1
[2]

L =
I
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Inne przyktady:

?_
H:
T

T

'?_
Ha
Hb
T

?_
H1
T1
T2

Marek Gézdz

[1,[2,3]1]1=[HIT].
1
[[2,3]] /* ogon to lista list */

[([1,2],31=[HIT].
[1,2] /* gtowa jest listg */
[3]

[1,2,3,4]=[Ha,Hb|T].

[3,4]

[([1,2,3],4]=[[H1|T1]|T2].
=1

= [2,3]

= [4]

(26 lutego 2026) Jezyki i paradygmaty programowania
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Listy nie sa ograniczone do elementéw jednego typu

| ?- L = [[X,a]l,bolek,[],[’Celina’,[11],

L = [HIT].
H = [X,al
L = [[X,a],bolek,[],[’Celina’, []]]
T = [bolek,[],[’Celina’,[]]]
| - L = [A,B|C], L = [ala, bolek, [1,2,3]1].
A = ala
B bolek
c = [[1,2,3]]
L = [ala,bolek,[1,2,3]]

— zauwazcie, ze C nie jest réwne [1,2,3]!
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Przyktad: append(L1,L2,M) sprawdza, czy M=L1+L2
| ?7- Li=[a,b,c], L2=[d,e,f], append(L1,L2,M)

L1 [a,b,c]
L2 [d,e,f]
M = [a,b,c,d,e,f]

yes
Schemat dziatania scalania list append (L1,L2,M):
@ rozt6z jedna z list (L1 lub L2) na osobne elementy
@ dodawaj po jednym elemencie roztozonej listy na poczatek lub koniec
drugiej listy
@ zunifikuj wynik z ostatnim argumentem wywotania (M)
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Problem: Zdefiniuj concat/3, aby dziatato jak append/3.
Strategia 1 przy wywotaniu concat1(L1,L2,M)

@ usun pierwszy element z L2
@ dopisz go na koncu L1

@ powtarzaj az L2=[]

o zunifikuj wynik z M
concat1(L,[],L).

concat1(L1,L2,M) :- L2=[E|R], Z=[L1|E],
concatl(Z,R,M).

| ?- Li=[a,b,c], L2=[d,e,f], concati(L1,L2,M).

L1 = [a,b,c]

L2 = [d,e,f]

M = [[[[a,b,c]l|d]llellf]l 7 ;
no
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Strategia 2 przy wywotaniu concat2(L1,L2,M)
@ usun ostatni element z L1
@ dopisz go do poczatku L2
@ powtarzaj az L1=[]
o zunifikuj wynik z M
concat2 ([],L,L).

concat2(L1,L2,M) :- L1=[P|K], concat2(K,L2,Z),
M=[P|Z].

| ?- Li=[a,b,c], L2=[d,e,f], concat2(L1,L2,M).
L1 = [a,b,c]

L2 = [d,e,f]

M = [a,b,c,d,e,f] 7 ;

no
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Strategia 1
@ rekurencja niby prostsza
e wynik wymaga ,,sptaszczenia” do pojedynczej listy
Strategia 2
@ rekurencja mniej przejrzysta, bo wymaga roztozenia catej listy i pracy
»od konca”
@ wynik jest poprawny

@ jest to standardowa konstrukcja w Prologu (podejécie bottom-up)

Praca domowa |
Zastanéwcie sie, dlaczego strategia top-down w tym przypadku zawodzi?
Czy da sie to poprawi¢ (moze jest btad w mojej definicji)? W czym tkwi
réznica pomiedzy dwoma, zdawatoby sie logicznie réwnowaznymi,
podejéciami? A moze Prolog jest , niesymetryczny” i te dwa podejscia nie
s3 dla niego réwnowazne z powodu ktérej$ z uzytych konstrukcji?
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Przyktad: Pieciu przyjaciét brato udziat w wyscigu. Willy nie wygrat.
Gregory przybiegt trzeci, za Danielem. Daniel nie zajat drugiego miejsca.
Andrew nie wygrat ani nie byt ostatni. Bill przybiegt zaraz za Willym.
Ustal kolejnos¢ zawodnikdw.

place(W,G,D,A,B) :- LO=[1,2,3,4,5], G=3,
select(W,LO,L1), W\=1,
select(D,L1,L2), D\=2,
select (A,L2,L3), A\=1, A\=5,
select (B,L3,[G]), B is W+1,
G>D.

| ?- place(Willy,Gregory ,Daniel, Andrew,Bill).

Andrew = 2

Bill = 5

Daniel = 1

Gregory = 3

Willy = 4 ?

yes
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Przyktad: wieze Hanoi

| | |

XXX | |
XXXXX | I
XXXXXXX | |
XXXXXXXXX | I
| | |

Zasady gry
Przetozy¢ krazki na inny pret:
o tylko jeden krazek moze by¢ przektadany na raz
o tylko szczytowy krazek moze byé przektadany
@ nie mozna potozy¢ krazka na mniejszym krazku
Najmniejsza liczba ruchéw potrzebna do rozwigzania uktadanki to 2 — 1,
gdzie n jest liczbg krazkéw.
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Strategia: [Clocksin, Mellish, rozdz. 7.4]

e Trzy prety to: start (source), meta (destination) i jeden
pomocniczy (temp).
Rozwigzanie jest rekurencyjne. Dla n krazkoéw:

© przesun n — 1 krazkdw ze startu na pomocniczy
@ przesunh n-ty (najwiekszy) dysk ze startu na mete
© przesun n — 1 dyskdéw z pomocniczego na mete

@ aby wykonac¢ (1) trzeba przesunaé n — 2 krazkéw ze startu na (inny)
pomocniczy itd., wiec procedura jest rekurencyjna

@ n musi by¢ podane na wejéciu do programu
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Program rozwiagzujacy wieze Hanoi:

thanoi(N) :- move(N,left,center,right).
2
smove (O, _,_ ,_) :—= 1.

smove (N,A,B,C) :- M is N-1,

5 move (M,A,C,B),

6 info(A,B),

7 move (M,C,B,A).

8

oinfo(X,Y) :- write([X,-->,Y]), nl.

gdzie lewy pret to start, srodkowy meta, prawy pomocniczy.
Uwaga:
@ w programie nie ma algorytmu rozwigzujacego uktadanke,
@ opisana jest reguta poprawnego przetozenia krazka miedzy pretami,
o Prolog sam znajduje rozwigzanie na podstawie punktu
startowego i podanych reguf.
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| ?- hanoi (3).
[left ,-->,center]
[left,-->,right]
[center ,-->,right]
[left ,-->,center]
[right ,-->,left]
[right ,-->,center]
[left ,-->,center]

PROLOG

Dla 3 dyskéw potrzeba 23 —1 =7 *°

ruchéw, dla 4 dyskéw wymagane

jest 24 — 1 = 15 ruchéw.

Marek Gézdz (26 lutego 2026)
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16

7J [4.3]

hanoi (4) .
[left,-->,right]
[left ,-->,center]
[right ,-->,center]
[left,-->,right]
[center ,—-->,left]
[center ,-->,right]
[left,-->,right]
[left ,-->,center]
[right ,-->,center]
[right ,-->,left]
[center ,-->,1left]
[right ,-->,center]

| 7-

[left,-->,right]
[left ,-->,center]
[right ,-->,center]

Jezyki i paradygmaty programowania
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Przyktad: drzewo genealogiczne

+He Simesons

MAGGIE
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Baza opisujaca takie drzewo moze mieé postac:
male (abraham) .

male (clancy) .

female (mona) .
female (jackie).

parents (abraham ,mona,herb).

parents (abraham ,mona ,homer) .
parents (clancy, jackie ,marge) .

Mozliwe s3 tez inne wersje, ale zeby zakodowac zaleznosci rodzinne,
informacje male/1, female/1 i parents/3 s3 wystarczajace.
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Kilka przyktadowych predykatéw.

X jest siostra Y:

1 sister(X,Y) :- parents(F,M,X), parents(F,M,Y),
2 female (X), X\=Y.

X jest matka Y:
1 mother(X,Y) :- parents(_,X,Y).

X jest babcig Y:

1 gmother (X,Y) :- mother(X,Z),
2 (parents(_,Z,Y); parents(Z,_,Y)).
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PROLOG Clocksin, Mellish, rozdz.9

Opis gramatyk w Prologu

Poczatkowa motywacja A.Colmerauera do napisania Prologu byta che¢
maszynowej analizy jezykéw naturalnych (computational linguistics).
Prolog pozwala w tatwy sposéb postugiwacé sie gramatykami, m.in.
bezkontekstowymi.

Analizowany cigg ma postac listy wyrazéw. Gramatyka to zestaw regut

pozwalajacych na sktadanie wyrazehn w ciagi. Reguty musza by¢
definiowane rekurencyjnie, gdyz najczesciej dtugos¢ ciggu nie jest ustalona.
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PROLOG Clocksin, Mellish, rozdz.9

Przyktfad: fragment gramatyki jezyka angielskiego G = (V, T, P, S).
Zmienne V' = {np, vp,n,v, det}, gdzie np to cze$¢ rzeczownikowa zdania,
n to rzeczownik, vp to czes¢ czasownikowa zdania, v to czasownik, det to
okreslnik. Terminalami s3 T' = {cat, dog, eats, the}. Produkcje opisane s3
przez:

S — npup

np — detn

vp — v |vnp
n — cat | dog
v — eats

det — the
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PROLOG Clocksin, Mellish, rozdz.9

Kod w Prologu opisujacy te gramatyke ma postac

| ?7- listing.

4 file: /home/marek/gbk.pro

s(A, B) :- np(A, C), vp(C, B).
np(A, B) :- det(A, C), n(C, B).
vp(A, B) :- v(A, B).

vp(A, B) :- v(A, C), np(C, B).

n([cat|A], A).
n([doglAl, A).
v([eats|A]l, A).

det ([the|A]l, A).

Pozwala on na budowanie listy sktadajacej sie z odpowiednich wyrazen

w odpowiedniej kolejnosci.
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PROLOG Clocksin, Mellish, rozdz.9

Poprzedni zapis wymaga duzej uwaznosci i nie jest fatwy do czytania.
W Prologu istnieje skrétowy réwnowazny zapis produkcji gramatyki
z wykorzystaniem operatora —->

s --> np, Vp.
np --> det, n.
vp —-> V.

vp --> Vv, np.

n --> [cat].
n --> [dog].
v --> [eats].
det --> [thel].

Pamietaé jedynie trzeba, zeby symbole terminalne wpisywaé jako
jednoelementowe listy.
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PROLOG Clocksin, Mellish, rozdz.9

Predykat phrase (symbol,fraza) pozwala na sprawdzenie, czy z symbolu
startowego gramatyki mozna zbudowac¢ fraze.
Zdanie poprawne zwraca warto$¢ true

| ?- phrase(s,[the,dog,eats]).

true 7 ;
no

Zdanie nie nalezace do gramatyki zwraca warto$¢ false

| ?- phrase(s,[the,cat]).

no

Marek Gézdz (26 lutego 2026)

Jezyki i paradygmaty programowania

305 /331



PROLOG Clocksin, Mellish, rozdz.9

Aby otrzymac¢ wszystkie mozliwe zdania naszej gramatyki nalezy fraze
zastapi¢ zmienna.

| ?- phrase(s,X).

= [the,cat,eats] 7 a

= [the,cat,eats,the,cat]

= [the,cat,eats,the,dog]

= [the,dog,eats] 7

= [the,dog,eats,the,cat] ?
= [the,dog,eats,the,dog]

b T -]
|

yes
Uwaga: ta gramatyka zawiera tylko sze$¢ réznych poprawnych zdan.

Trudniej jest w przypadku gramatyk o nieskoriczonej liczbie poprawnych
konstrukgji.
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PROLOG Clocksin, Mellish, rozdz.9

Przyktfad: gramatyka wyrazen algebraicznych (cztery dziatania, trzy
zmienne). Ta gramatyka opisuje nieskonczenie wiele poprawnych wyrazen,
gdyz nie ma ustalonej maksymalnej dtugosci ciagu znakoéw.

S —- v|SoS
v = z|y|=z
o = +[ = 1|x1/

Uwaga: pierwsza reguta z S pozwala stworzy¢ nowe S, co w rekurencji
prowadzi do poprawnych wyrazen o dowolnie duzej dtugosci.
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PROLOG Clocksin, Mellish, rozdz.9

Gramatyka zapisana regutami Prologu:

s —=-> V.

s --> s, o, S.
v --> [x].

v --> [y].

v --> [z].

o —-—> [+].

o --> [-].

o —--> [%].

o --> [/].
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PROLOG Clocksin, Mellish, rozdz.9

Poprawne wyrazenia generuja sie w nieskofnczonos¢:

e il o Bl o T2 - B B

?- phrase(s,X).

= [x] 7 ;
= [yl 7 ;
[z] 7 ;
= [x,+,x] 7 ;
= [x,+,y]1 7 ;

~

,+

= [x,+,z] 7 ;
[x,+,x,+,x] 7 ;

= [x,+,x,+,y] 7 ;

= [x,+,x,+,z] 7

)
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PROLOG Clocksin, Mellish, rozdz.9

Kod nie posiada zabezpieczenia przed nieskonczong petla sprawdzajaca
pozostate mozliwe rozwiazania oraz weryfikujaca ciagi nienalezace do
gramatyki.

| ?- phrase(s,[x,/,z,-,y1).
true 7 ;
Fatal Error: local stack overflow

(size: 16384 Kb, reached: 16384 Kb,
environment variable used: LOCALSZ)
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Podsumowanie

PODSUMOWANIE
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Gtéwne paradygmaty programowania, bez podpodziatu:

Action
Agent-oriented
Array-oriented
Automata-based
Concurrent computing
Data-driven
Declarative
—-> Functional
--> Logic
Constraint
Dataflow
Dynamic/scripting
Event-driven
Service-oriented
Time-driven
Function-level
Point-free style
Generic

Podsumowanie

Imperative

--> Procedural

--> Object-oriented
Literate
Language-oriented

Natural-language prog.
Discipline-specific

Domain-specific
Grammar-oriented
Intentional
Metaprogramming
Automatic
Reflective
Homoiconic
Macro
Template
Non-structured
Array

[Wikipedia: Comparison of programming paradigms]

Marek Gézdz (26 lutego 2026)

Jezyki i paradygmaty programowania

Nondeterministic
Parallel computing
Process-oriented
Probabilistic
Stack-based
Structured
Block-structured
Modular
Object-oriented
Recursive
Value-level
Quantum programming
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Podsumowanie

Uwagi:

e Cztery wiodace paradygmaty: czysty imperatywny (— Fortran),
obiektowy (— Ruby), deklaratywny funkcyjny (— Haskell),
deklaratywny w logice (— Prolog).

@ Nowoczesne jezyki s3 czesto hybrydowe, taczac wiele réznych
paradygmatoéw.

@ Obliczenia rozproszone: wielowatkowos¢, wieloprocesorowosé, klastry,
sieci.

@ Komputery stochastyczne.

o Komputery kwantowe.
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Podsumowanie

Obliczenia
@ prowadzone na wielu jednostkach obliczeniowych,
@ moga by¢ réownolegte lub rozproszone.

Wykorzystuje sie maszyny z wielordzeniowymi CPU, maszyny z wieloma
CPU, klastry maszyn, réwnolegte potoki obliczeniowe (GPU), sieci
rozproszone (np. SETI, blockchain).

Zréwnoleglenie moze byc¢

@ dokonane automatycznie przez system lub kompilator (implicit),
@ ustawione recznie przez programiste (explicit).
Problemy w takich systemach dotycza m.in.
@ wspdtdzielenia zasobdw,
@ synchronizacji obliczeh na réznych jednostkach,

@ komunikacji pomiedzy jednostkami.
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Podsumowanie

Trzy najwieksze klastry na $wiecie (czerwiec 2025) [www.top500.0rg]

Miejsce 3: Aurora - HPE Cray EX

Gdzie: DOE/SC/Argonne National Laboratory USA
CPU: Intel Xeon Max 9470 52C 2.4GHz

Liczba rdzeni: 9 264 128

Moc max: 1,012 ExaFlop/s

Moc szczytowa: 1,980 ExaFlop/s

Zasilanie: 38 698 kW

Miejsce 2: Frontier - HPE Cray EX235a

Gdzie: DOE/SC/0Oak Ridge National Laboratory USA
CPU: AMD Optimized 3rd Generation EPYC 64C 2GHz
Liczba rdzeni: 9 066 176

Moc max: 1,353 ExaFlop/s

Moc szczytowa: 2,055 ExaFlop/s
Zasilanie: 24 607 kW
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Podsumowanie

Miejsce 1: ElCapitan - HPE Cray EX255a

Gdzie: DOE/NNSA/LLNL USA

CPU: AMD 4th Generation EPYC 24C 1.8GHz
Liczba rdzeni: 11 039 616

Moc max: 1,742 ExaFlop/s

Moc szczytowa: 2,746 ExaFlop/s
Zasilanie: 29 581 kW
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Podsumowanie

Algorytmy i komputery stochastyczne:
@ cze$¢ danych obarczona jest niepewnoscia i ich wartosci opisane sa
rozktadami prawdopodobienstwa wokét pewnych wartosci $rednich,
@ algorytmy musza uwzgledniac te rozktady,
@ algorytmy zwracaja wyniki najczesciej w postaci wartosci najbardziej
prawdopodobnej, ewentualnie przedziatu o okre$lonym poziomie
ufnosci.

Podejscie statystyczne z uwzglednieniem poziomu wiarygodnosci danych
ma zastosowanie w modelowaniu systeméw o duzym stopniu ztozonosci
takich jak np.

plan produkcji w fabryce,
@ modele i planowanie w makroekonomii,

@ wybor kandydatéw w konkursie na jakie$ stanowisko,

@ zarzadzanie ruchem samochodowym w miescie,

@ przewidywanie poziomu wody w zbiorniku wodnym i inne.
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Podsumowanie

Algorytmy i komputery kwantowe:

@ bity kwantowe (kubity) maja posta¢ a -0+ b- 1, tak wiec moga
reprezentowad jednoczesnie bit zero i bit jeden w dowolnych
proporcjach,

@ pomiar kubitu zawsze zwréci zero lub jeden, niszczac stan kwantowy
sprzed pomiaru,

@ sprytny algorytm pozwala na przyspieszenie obliczen poprzez
wykonywanie ich na odpowiednio przygotowanych kubitach.

Przyktadem jest algorytm faktoryzacji Shora, ktéry pozwala na wydajny
rozktad dowolnie duzych liczb na czynniki pierwsze (tym samym czyniac
algorytm RSA bezuzytecznym).
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Podsumowanie

Automat:

@ skonczony lub nieskonczony
— liczba standw,
@ deterministyczny lub niedeterministyczny
— przejscia do jednego lub wielu stanéw,
@ bez lub z przejsciami ¢
— przejscia bez czytania kolejnego symbolu z wejscia,
@ bez lub ze stosem
— stan automatu + stan stosu.

Automat jest modelem uktadu analizujacego wejsciowy cigg danych
i dopasowujacego go do zadanego wzorca. Wynikiem dziatania automatu
jest Tak lub Nie.

Definicja zawiera: alfabet, stany, reguty przejscia.
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Podsumowanie

Réwnowazne s3 sobie:
e DAS
NAS
e-NAS
RE
AZS
e GBK
Réwnowazno$¢ sprawdza sie na poziomie jezykow.
Réwnowaznosé oznacza istnienie regut pozwalajacych przeksztatci¢ jeden
typ automatu na inny typ automatu.
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Podsumowanie

Przeksztatcenia automatoéw:

DAS — NAS: kazdy DAS jest NAS

NAS — DAS: metoda konstrukcji podzbioréw

NAS — &-NAS: kazdy NAS jest e-NAS

e-NAS — NAS: eliminacja przejé¢ € poprzez rozgatezienie grafu
e-NAS — RE: budujemy RE opisujace jezyk automatu

))* R

nj

nn

DAS — RE: budujemy RE metod3 eliminacji stanéw

RE — &-NAS: najprostsze podwyrazenia RE znakuja przejécia miedzy
stanami automatu; konkatenacja RE to ciag stanéw, suma RE to
rozgatezienie automatu, gwiazdka RE to petla zwrotna
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Podsumowanie

o GBK — RE: produkcje gramatyki mozna opisa¢ RE
o GBK — AZS: produkcje gramatyki mozna opisa¢ poprzez AZS

UWAGA: do opisu petnej gramatyki potrzeba wielu RE/AZS i czasami
dodatkowego mechanizmu wybierajacego jeden z nich.

UWAGA: powyzsze metody pokazuja, ze wszystkie omawiane struktury s
sobie réwnowazne (chociaz niewygodnie bytoby méwi¢ o gramatyce
w jezyku automatéw DAS...).
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Podsumowanie

Gramatyka bezkontekstowa.
e GBK to zestaw regut (produkcji) poprawnego konstruowania wyrazen
w danym jezyku.
@ Produkcje zamieniaja zmienng na wyrazenie skfadajace sie ze
zmiennych i symboli terminalnych.

@ Po ostatnim kroku wyprowadzenia wyrazenie sktada sie wytacznie
z terminali.

o GBK moze by¢ reprezentowana przez zbiér automatéw spietych
mechanizmem wyboru jednego z nich (co jest zbyt skomplikowane
i nie jest uzywane).

@ Moze by¢ opisana z wykorzystaniem AZS.

@ Moze by¢ opisana z wykorzystaniem RE.

@ Jest konieczna do zdefiniowania jezyka, implementacji interpretera,
implementacji kompilatora.
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Podsumowanie

Uwagi:
@ GBK bazuje na zbiorze produkcji, pozwalajacych na konstrukcje

wyrazenia (wyprowadzenie) lub roztozenie wyrazenia (wnioskowanie
rekurencyjne).

@ Whioskowanie rekurencyjne, uogélnione wyprowadzenie (lewo-,
prawostronne i mieszane) i konstrukcja drzewa wyprowadzenia s3
sobie réwnowazne.

@ Drzewo wyprowadzenia konstruowane przez parser nazywane jest
drzewem parsowania.

@ Gramatyki uzywane sg podczas analizy i kompilacji kodu.
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Na dziatanie interpretera/kompilatora sktadaja sie¢ m.in.:

@ analiza leksykalna (stownikowa; skaner, tokenizacja kodu)
— przypisanie symboli do zmiennych
@ analiza syntaktyczna (sktadniowa; parser, drzewa parsowania)
— wyprowadzenie wyrazen z produkcji gramatyki jezyka
@ analiza semantyczna (znaczeniowa, analiza btedéw).
Uwaga: Gramatyki moga by¢ wieloznaczne. Niektére mozna
ujednoznacznié, innych nie. Stosuje sie dodatkowe reguty spoza gramatyki,
aby poprawnie interpretowaé wyrazenia jezyka, np. priorytety operatoréw,
ich lewo- lub prawostronng taczno$¢ itd.
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Typy btedéw w kodzie programu:
o leksykalne (stownikowe) — gtéwnie literéwki w etykietach
@ syntaktyczne (sktadniowe) — znaki specjalne, nawiasy
@ semantyczne (znaczeniowe) — niezgodno$¢ typdw
@ logiczne — programista koduje nie to, co zamierzat

@ algorytmiczne — programista uzywa btednego algorytmu

Trzy pierwsze kategorie btedéw moze znalezé kompilator/interpreter. Dwie
ostatnie kategorie sg trudne do wykrycia.
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Automaty ze stosem:

Stos w AZS petni funkcje pamieci lub licznika.
@ Akceptacja poprzez stany akceptujace.

@ Akceptacja poprzez opréznienie stosu.

o AZS s3 rownowazne GBK.

Kazdy AZS moze by¢ zdefiniowany jako automat akceptujacy poprzez
stany koncowe akceptujace lub jako automat akceptujacy poprzez
opréznienie stosu. Istniejg schematy zamiany jednego typu w drugi.
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Zmienne, typy i wiazania.
Wiazanie odbywa sie na wszystkich poziomach, od projektu jezyka po
uruchomienie programu. Moze by¢:

@ statyczne,

@ dynamiczne,

@ sprzetowe.

Typowanie zmiennych moze by¢ statyczne lub dynamiczne, a dodatkowo
silne lub stabe. Dokonuje sie:

@ jawnie,
@ niejawnie,
@ kontekstowo.

Niektére mechanizmy wymagaja interpretacji a nie kompilacji programu.
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Programowanie deklaratywne nie wymaga znajomosci algorytmu
w tradycyjnym znaczeniu tego stowa.

@ Programowanie imperatywne: dane + algorytm.
@ Programowanie deklaratywne: dane + reguty + cel.
Podstawe teoretyczna tworza

o dla Haskella rachunek lambda:

» a-konwersja czyli zamiana etykiet,
» [(-redukcja czyli wyliczenie wartosci funkgji.

o dla Prologu rachunek logiki:

» algebra Boole'a,
» klauzule Horna.

Oba podejscia dajg mozliwos¢ petnego programowania.
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Programowanie deklaratywne ma problem z wykonywaniem kilku operacji
w ramach jednego wywotania. Stosuje sie m.in.:

o efekty uboczne dziatania,

@ monady.
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DZIEKUJE ZA UWAGE!
PYTANIA?
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