Funkcja kwadratowa - droga do liczb zespolonych

Chemia jest fizykq zewnetrznych powtok elektronowych

Funkcja - obiekt matematyczny, zdefiniowany dla zbioru X (dziedzina) oraz Y (przeciw-
dziedzina). Funkcja w sposéb jednoznaczny przyporzadkowuje kazdemu elementowi zbioru X

doktadnie jeden element zbioru Y (Rysunek 1). Funkcje oznaczamy zazwyczaj za pomocg liter

f. g, h, itd.

Rysunek 1. Graficzne przedstawienie koncepcji funkcji y = f(x).
Ogolna postac funkcji kwadratowe;j
f(x) =ax?+bx+c

Ksztatt funkcji kwadratowej zalezy od znaku wspotczynnika a. Dla a > 0 ramiona
paraboli (tak nazywamy jej wykres) sg zwrocone do gory, w przypadku a < 0 ramiona paraboli
sg zwrocone do dotu. Dla a = 0 funkcja kwadratowa redukuje si¢ do funkcji liniowej. Do
rOwnania opisujgcego funkcje kwadratowg f(x) dodajmy neutralng rdznice dwoch

identycznych utamkow, ktore stanowia pewna kombinacje wspotczynnikéw a oraz b.!
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f(x) =ax*+bx+c=ax +bx+<4a 4a>+c

! Zwrdé uwage na przyjeta w skrypcie konwencje: kolor czerwony oznacza, ze sktadniki wystepujace w rownaniu
znosza si¢ (ich suma lub réznica jest rowna zero).



Oczywiscie
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Teraz sprowadzamy do wspolnego mianownika wyrazenia znajdujace si¢ w drugim nawiasie
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Przyjmijmy, ze b? — 4ac = A (grecka litera delta).

o=l 2) - (2

Jest to postaé kanoniczna funkcji kwadratowej f(x).> Miejsca zerowe funkcji kwadratowej

(zwane pierwiastkami) mozemy latwo wyznaczy¢ korzystajac z jej postaci kanoniczne;j:

f(x) =a(x+%>2—%=0

2 Kanoniczny w matematyce oznacza najprostszy, ogélnie przyjety, najkorzystniejszy pod pewnym wzgledem.



A wigc

Otrzymane miejsca zerowe oznaczmy jako xq 1 x5:

_—b++A

X1 2a



Dla A > 0 funkcja kwadratowa posiada dwa miejsca zerowe (przedstawione powyzej).

A = 0 funkcja kwadratowa posiada jedno miejsce zerowe:
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Pomno6zmy teraz przez siebie miejsca zerowe funkcji kwadratowe;j
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Wiemy jednak, ze: A= h? — 4ac. A wigc
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Dodajmy teraz do siebie miejsca zerowe funkcji kwadratowe;
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Wzory Viete’a - wzory wigzace miejsca zerowe funkcji kwadratowej z jej wspotczynnikami.
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Problem 1. Prosze rozwigzaé¢ rownanie kwadratowe: x2 —4x —5 =0
Najpierw wyznaczamy wyr6znik tréjmianu kwadratowego, czyli A.

A= b? — 4ac = 36



Miejsca zerowe X, 1 X, Wynosza
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Problem 2. Prosz¢ rozwigza¢ rownanie kwadratowe: x2 + x + 1 =0
Najpierw wyznaczamy wyrdznik tréjmianu kwadratowego, czyli A.
A= b%—4ac =-3 > VA= V-3

Tym razem wyrdznik A trojmianu kwadratowego jest ujemny. Ale jak wyciggnaé pierwiastek

kwadratowy z liczby ujemne;j? Przyjrzyjmy si¢ wzorom Viete’a:
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x1+x2=—a=—1

Pomimo, Ze nie mozemy obliczy¢ ile wynosi V—3, widzimy ze iloczyn miejsc zerowych jest

réwny +1, aich suma wynosi —1! Jak to mozliwe?

VA= V=-3=v-1-3=v-1-V3=+v3-/-1=+3i
gdziei =vV-1 - i?=-1.
Miejsca zerowe x; 1 x, rozwazanej funkcji kwadratowej maja wigc postac

—1—+/3i 1 V3,
X1=—=————L
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Iloczyn x4 1 x, jest liczbg rzeczywista
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Suma x; 1 x, jest liczbg rzeczywistg

Py

Miejsca zerowe x; i x, funkcji kwadratowej x% + x + 1 sg liczbami zespolonymi:
z = a + bi (postaé algebraiczna), gdzie a, b € R. Liczby zespolone w postaci: z = a (b = 0)
to liczby rzeczywiste. Liczby zespolone w postaci: z = bi (a = 0) nazywamy liczbami
urojonymi (s3 jednak rownie realne jak liczby rzeczywiste!). Liczba zespolona z posiada
rOwniez reprezentacje geometryczna: jest punktem o wspotrzednych (a, b) na plaszczyznie
zespolonej (plaszczyznie Arganda). Na plaszczyznie zespolonej (Rysunek 2) liczby
rzeczywiste stanowig punkty o wspotrzednych (a, 0): punkty te tworza dobrze nam znang 0§
liczbowa. Liczby zespolone mozemy traktowaé¢ jako wuporzadkowane pary liczb
rzeczywistych (a,b), na ktorych zdefiniowane sg dziatania algebraiczne jak dodawanie,
odejmowanie, mnozenie i dzielenie. Liczba sprzezona wzgledem liczby zespolonej z rozni sie
od niej jedynie znakiem przy jednostce urojonej - sprzgzenie liczby zespolonej z oznaczamy

gwiazdka.

z=a+ bi

z¥=a— bi
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Rysunek 2. Plaszczyzna zespolona na ktorej zaznaczono liczbe zespolong z oraz jej sprzezenie

zespolone z*.

Odcinek taczacy liczbe zespolong z = a + bi z punktem (0,0) ptaszczyzny Arganda
nazywamy modulem liczby zespolonej i oznaczamy |z|. Dla kazdej liczby zespolonej
zachodzi relacja: |z| = 0. Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa mozemy wykazaé, ze
prawdziwe jest rOwnanie:

a’ + b? = |z|?
Ale zachodzi réwniez:

z+-z* = (a+ bi)-(a—bi) =a?+ b?

A wigc iloczyn liczby zespolonej z i liczby zespolonej do niej sprzgzonej z* jest rowny

kwadratowi modutu liczby zespolonej z.

z-z" = |z|?

Problem 3. Proszg wyznaczy¢ liczbg sprzezong wzgledem z = 2 + 3i.

z*=2-—3i



Problem 4. Prosz¢ wyznaczy¢ liczbe sprzezong wzgledem z = 2 — 3.

z¥=2+4+3i

Problem 5. Prosze¢ wyznaczy¢ liczbe sprzgzong wzgledem z = 2.

z=2+4+0i

z*=2—-0i=z

Dla liczby rzeczywistej a € R zachodzi relacja a* = a. Dlatego mozemy zapisaé a? = a - a*.

Juz wiemy, ze liczby rzeczywiste sg liczbami zespolonymi postaci z = a + bi, dla
ktérych b = 0. Liczby zespolone rozszerzaja koncepcje jednowymiarowej osi liczbowej na
ptaszczyzng zespolong (ptaszczyzng Arganda). Jak nalezy wyobrazaé sobie funkcje zespolone
w formie wizualnej? Aby przedstawi¢ funkcje zespolong nie mozemy postuzy¢ sie jej
wykresem. Funkcje rzeczywiste przedstawiamy na plaszczyznie, ktora zawiera prosta X (tutaj
znajduja si¢ argumenty funkcji) oraz prosta Y (tutaj znajdujg si¢ warto$ci funkcji). Na
plaszczyZnie zaznaczamy punkty o wspotrzednych (x, y), ktorych zbior tworzy wykres funkc;ji.
PowyzZsza operacja nie jest jednak mozliwa dla funkcji zespolonej: zarbwno argument jak
1 warto$¢ funkcji zespolonej do wizualizacji potrzebuja dwoch ptaszczyzn (facznie czterech osi
przecinajacych si¢ pod katem prostym). Aby otrzymac wykres funkcji zespolonej potrzebne sg
wigc cztery wymiary - zyjemy jednak w trojwymiarowej przestrzeni fizycznej i nie potrafimy
wyobrazi¢ sobie czwartego wymiaru. Uwaga! Wigkszo$¢ funkcji spotykanych w MK to funkcje

zespolone.



