Ciqgla zmienna losowa

Wiemy juz, ze dla dyskretnej zmiennej losowej moment zwykly k-tego rzedu ma postac:
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Dla ciagtej zmiennej losowej definicja momentu zwykly k-tego rzedu jest podobna
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gdzie p(x) to funkcja gestosci prawdopodobienstwa — funkcja opisujaca rozktad

prawdopodobienstwa i spetniajgca warunki:
p(x) =0
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Pierwszy warunek oznacza, ze funkcja gestosci prawdopodobienstwa jest zawsze nieujemna,

a drugi warunek, ze jest unormowana do jednosci.

Problem. Prosz¢ unormowac¢ funkcje gestosci prawdopodobienstwa p(x) = constans, ktora

jest okre$lona na przedziale [a, b].
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Problem. Prosze wyznaczy¢ odchylenie standardowe Ax dla funkcji  gestosci

prawdopodobienstwa p(x) = constans, ktora jest okre$lona na przedziale [a, b].
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W zwiagzku z tym, wariancja (Ax)? wynosi (x?) — (x)?
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A odchylenie standardowe Ax
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Przejscie fizyka klasyczna — mechanika kwantowa jest proste: polega na zamianie mierzalnej

wielkosci fizycznej A (obserwabla) na odpowiadajacy jej operator 4, tzn. A — A. Nastepnie,
dla otrzymanego operatora A nalezy zapisa¢ réwnanie wlasne Ay = aip, gdzie ¥ to obiekt
matematyczny zwany funkcja falowa. Przyjmijmy, ze funkcja falowa i jest rzeczywista

1 pomn6zmy rownanie wlasne (lewostronnie) przez Y
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Otrzymane rownanie catkujemy obustronnie
+00 +00 +00 +00
[ wiv= [ wap=c [w* - a= [ wiy-{ | v

Gdy obserwablg jest potozenie x czastki: x - X = x -
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Jezeli kwadrat funkcji falowej ¥? zinterpretujemy jako gesto$¢ prawdopodobienstwa p
znalezienia czastki w okre§lonym miejscu przestrzeni, tzn. % — p otrzymamy klasyczna def.

wartosci $redniej (moment zwykty pierwszego rzedu)!
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W zwiazku z tym moment zwykly k-tego rzedu powinien by¢ zdefiniowany jako:
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Problem. Rozwazmy czastke ktora moze poruszaé si¢ w obrebie odcinka o dlugosci L, ktorego
poczatek znajduje si¢ w punkcie x = 0. Nie wiemy jednak jaka funkcja falowa i opisuje nasz
uktad. Jedno jest pewne — czastka nie moze opusci¢ odcinka, a wigc prawdopodobienstwo p
spotkania czgstki na krancach odcinka jest zerowe (p = 0), a wiec: Y(0) = yY(L) =0,
poniewaz p = ?. Zauwazmy, ze funkcja falowa vy, = x spetnia zadane warunki brzegowe
jedynie potowicznie. Podobnie jest w przypadku funkcji falowej ¥, = L — x. Jednak juz ich

iloczyn spetnia warunki brzegowe: Y. = Y, = x(L — x). Poniewaz
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nalezy dokona¢ normalizacji funkcji ¥., a wiegc pomnozy¢ ja przez pewng stala N (stala

normalizacyjna, ang. normalization constant) tak aby



+ o0 L

| wwo? = [wwo? =1

—o0 0
l
L L -1
v [wd =1 o we=| [wt ] o =
0 0

L L L
.flpcz =f[x(L—x)] fo(LZ—ZLx+x2)—f(x2L2 2Lx3 + x*)
0 0 0
\)
L L L L
L2 3 2L 4 5 LZ 3
f¢c2=L2fx2—2fo3+fx4= e B ——+
3 4 5
0 0 0 0
\)

37275730 30 T30 T30

L
jwz > L[> L* 10L°* 15L° 6L®> I°
c

W zwiazku z tym
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Znormalizowana funkcja falowa ma postac
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I mozemy przystapi¢ do wyznaczenia momentu zwyklego pierwszego i momentu zwyklego

drugiego rzedu w oparci o 0gdlng formuile:
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W naszym przypadku drugi czton podcatkowy jest rowny jednosci. Poniewaz mamy swobod¢

wybierajac znak statej normalizacyjnej przyjmijmy, ze jest dodatnia.
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Wariancja i odchylenie standardowe potozenia czastki wynoszg zatem:
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Gdy obserwablg jest ped p czastki
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Wariancja i odchylenie standardowe pedu p czastki wynoszg zatem:
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Zasada nieoznaczonoS$ci Heisenberga stwierdza, ze

AxAp = —

W naszym przypadku
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Co oznacza otrzymany wynik? Zaproponowana funkcja falowa . jest dobrym (ale nie
optymalnym) wyborem. Dopasowywanie funkcji falowej do danego uktadu jest mozliwe dzigki
zasadzie nieoznaczonosci (nieokreslonosci) Heisenberga. Im lepsze dopasowanie, tym
mniejsza warto$¢ iloczynu AxAp. W idealnym przypadku nierownos¢ staba powinna przejsé
w réwnanie 1 = 1. W kolejnym kroku mozemy zalozy¢, ze poszukiwana funkcja falowa ma

postaé: Y = Y. lub Y, = Y. Czy otrzymamy lepsze dopasowanie?



