Drgania harmoniczne i krysztal doskonaly

Ruch drgajacy harmoniczny stanowi rzut na prosta X ruchu jednostajnego po okregu.

W zwiazku z tym konieczne jest wprowadzenie kilku kluczowych pojec.

Miara lukowa kata « - stosunek dtugosci tuku [, na ktorym oparty jest kat & do promienia

okregu R (tac. radius: promien).
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Predkosé katowa w (gr. minuskuta omega) - stosunek kata a do czasu t, w ktérym kat ten

zostat zakres$lony.

Okres drgan T - czas jaki potrzebuje punkt aby zakresli¢ kat pelny (a = 2m), przeby¢ droge

[ = 2R (obwdd okregu) 1 powrdcei¢ do potozenia poczatkowego.
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Czesto(tliwo)s¢ drgan v (gr. litera ni) - odwrotno$¢ okresu drgan T
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Kwantowy oscylator harmoniczny - uktad o rozmiarach atomowych, ktory wykonuje drgania
(oscylacje) pod wptywem sity F (ang. Force: sita) proporcjonalnej do jego wychylenia x
Z potozenia rownowagi. Energia i-tego poziomu energetycznego (i = 0,1,2,3, ... ) kwantowego

oscylatora harmonicznego przyjmuje wartosci dyskretne (gdzie h to stata Plancka):
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Poniewaz indeks i odpowiada liczbie naturalnej to w nawiasie okraglym wystepuje zawsze
polowa liczby nieparzystej 2i + 1. Gdy zastosujemy pusty iloczyn pojawia si¢ kolejna stata

zwana zredukowang stalg Plancka h.
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Ile wynosi energia drgan oscylatora kwantowego dla i = 0?
==h
& =5 hv

Jest to energia drgan zerowych &, # 0: najnizsza i niezbywalna energia, jaka moze posiada¢
harmoniczny oscylator kwantowy (drgania w mikro$§wiecie nigdy nie ustaja!). W przypadku
kwantowego oscylatora harmonicznego sasiadujace ze soba poziomy energetyczne sg

rownoodlegle z odstgpem, ktory jest rowny iloczynowi statej Plancka i1 czgsto(tliwo)sci drgan.
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Model teoretyczny opisujacy pojemno$¢ cieplng krysztalu doskonatego zostat
sformutowany przez A. Einsteina juz w 1906 roku. Model ten zaktada, ze krystaliczne ciato

stale ma statg objetos¢ VV (ang. Volume) oraz stanowi regularng sie¢ ztozong z N identycznych

atomow, z ktorych kazdy wykonuje harmoniczne oscylacje wokét pozycji réwnowagi

z identyczng czesto(tliwo)$cig v. Cechg charakterystyczng krysztatu doskonatego (struktura

izotropowa) jest brak defektow sieci. Atomy wchodzgce w sktad krysztatu nie moga opuszczaé
swoich pozycji weztowych (brak swobody translacji) oraz nie moga wykonywaé ruchu
obrotowego: sa zatem rozroznialne! Pozycje kazdego atomu mozemy precyzyjnie okresli¢
podajac jego wspotrzedne np. w kartezjanskim uktadzie wspoirzgdnych. Atomy w krysztale

wykonujg jedynie drgania (harmoniczne) wokot swoich potozen rownowagowych.
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Model A. Einsteina pojemnosci cieplnej krysztalu doskonalego

Prawo Dulonga-Petita

Energia i-tego poziomu energetycznego (i =0,1,2,3,...) pojedynczego harmonicznego
oscylatora kwantowego wynosi:
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Wyznaczmy czasteczkowa sumge statystyczng q dla pojedynczego harmonicznego oscylatora
kwantowego (dostgpnych poziomow energetycznych jest nieskonczenie wiele).
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Iloczyn trzech statych Shv stanowi kolejng stata (dla T = constans) , oznaczmy ja literg x.
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S=e*(§-1)
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A wiec (pusty iloczyn):
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Powracamy do relacji x = Shv.
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W ten sposob wyznaczyliSmy czgsteczkowa sume statystyczng g dla harmonicznego

oscylatora kwantowego! Kanoniczna suma statystyczna Q wynosi:
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Obliczmy ile wynosi logarytm naturalny z kanonicznej sumy statystycznej Q.
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Zgodnie z definicjg czynnika
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Obliczmy ile wynosi pochodna czastkowa InQ wzgledem temperatury T.
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Na podstawie definicji energii calkowitej E uktadu:
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Stosujemy pusty iloczyn.
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Srednia energia {€) przypadajaca na pojedynczy oscylator harmoniczny wynosi:
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Gdy temperatura dazy do zera (T — 0)
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Srednia energia drgan (g) kwantowego oscylatora harmonicznego w temperaturze zblizajacej

si¢ do zera bezwzglednego dazy do energii drgan zerowych!

Przypadek wysokotemperaturowy (T — o)
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Dobrym przyblizeniem funkcji e* dla matych wartosci argumentoéw x jest funkcja liniowa:
e*=1+x
A wiec
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DlaT — oo rowniez iloczyn kT przyjmuje duzg wartos¢! W zwigzku z tym:
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Mozemy wiec zapisac
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Wiemy, ze pojemnos$¢ cieplna C jest pochodng energii catkowitej E uktadu wzgledem

temperatury T.
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Energia catkowita E ukladu N identycznych kwantowych oscylatoréw harmonicznych wynosi
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Iloczyn statej Boltzmanna kg i liczby Avogadra N, to uniwersalna stata gazowa R.
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Gdzie fz(x) to tzw. funkcja Einsteina (jak wyglada jej wykres?)
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Zauwazmy, ze stata x stanowi utamek, ktorego licznik odpowiada energii kwantowej (hv)
a mianownik energii cieplnej (kzT). Pojemno$¢ cieplna C krysztalu doskonatego zapisana

w postaci skondensowanej ma postac:
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DlaT - o, x = 0. Dla matych wartosci x zachodzi relacja: e* = 1 + x. A wiec
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. ale x —» 0. Ostatecznie C ~ nR. Dla jednego mola (n = 1) kwantowych oscylatorow
harmonicznych C = R. Dla wysokich temperatur pojemnos$¢ cieplna krysztatu doskonatego
sktadajagcego si¢ z jednego mola atoméw (kwantowych oscylatorow harmonicznych) dazy do

wartos$ci przewidywanych przez empiryczne (do§wiadczalne) prawo Dulonga-Petita.

Prawo Dulonga-Petita - w 1819 roku dwaj francuscy fizycy P. Dulong i A. Petit odkryli
doswiadczalnie, ze w temperaturach pokojowych (i wyzszych) pojemnos$¢ cieplna jednego
mola wigkszo$ci pierwiastkoéw wystepujacych w statym stanie skupienia (jakie pierwiastki
wystepuja w temperaturze pokojowej w ciektym stanie skupienia?) nie zalezy od temperatury
i jest rowna w przyblizeniu trzykrotnej warto$ci uniwersalnej statej gazowej R. Uwaga!
Rozwazania dotyczace pojemnosci cieplnej krysztalu doskonatego dotyczyly jedno-
wymiarowego harmonicznego ruchu drgajacego: krysztal stanowi jednak strukture
trojwymiarowa, a drgania kazdego z atomu wchodzacego w sktad krysztatu moga odbywac si¢
W trzech prostopadtych wzgledem siebie kierunkach, wyznaczonych przez osie kartezjanskiego

uktadu wspotrzednych, dlatego: C = 3R.

DlaT—0, x>0 i e*>»1. Mozemy wigc pomingé jedynke, ktoéra wystepuje w def.

pojemnosci cieplnej C. Otrzymamy wtedy:

x%e* x%e* x%e* .
nR—— = nRx“e

~ nR ~ x
(ex — 1)2 (ex)z eXeX

C =nR

Dla jednego mola kwantowych oscylatoréw harmonicznych C ~ Rx%e ™. Staboscig modelu
A. Einsteina pojemnosci cieplnej krysztalu doskonatego jest staba zgodno$¢ z wynikami

eksperymentalnymi w dla niskich temperatur (T — 0). Dlaczego?

Problem lle wynosi energia swobodna F krysztatu doskonatego? lle wynosi entropia S

krysztalu doskonatego?

Wiemy, ze dla krysztatu doskonatego zachodzi zwiagzek:
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Korzystamy z def. energii swobodnej F = —kzTInQ.
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Obliczmy pochodng energii swobodnej wzgledem temperatury.
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Wiemy jednak, ze entropia S jest zdefiniowana jako ujemna pochodna energii swobodnej F

wzgledem temperatury:
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Wprowadzamy pusty iloczyn
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W przypadku niskotemperaturowym (T — 0).
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A wiec

kBNlTin(l)ln (1 - ) =kgNinl =0

Do wyznaczenia pozostaje jedynie pierwszy sktadnik rozwazanej przez nas rdznicy
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W wyniku przeprowadzonych obliczen otrzymujemy symbol nieoznaczony. Mozemy wigc

zastosowac twierdzenie de I’Hospitala (czytaj: delopitala):
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Entropia S krysztalu doskonatego dazy do zera, gdy temperatura dazy do zera

bezwzglednego (T — 0 K), co stanowi tres¢ 111 zasady termodynamiki, ktora w odréznieniu

od pozostalych zasad termodynamiki (I i IlI) nie jest aksjomatem/postulatem, ale wynika

bezposrednio z przeprowadzonych przez nas obliczen. Il zasada termodynamiki nie ma

réwniez charakteru ogoélnego: jest stuszna jedynie dla krysztatu doskonatego!



