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Plan wykªadu

Rachunek prawdopodobie«stwa

1 Poj¦cia wst¦pne: do±wiadczenie losowe, przestrze« zdarze«
elementarnych, dziaªania na zdarzeniach.

2 De�nicje prawdopodobie«stwa: klasyczna, geometryczna,
aksjomatyczna. Wnioski z aksjomatów rachunku prawdopodobie«stwa.

3 Prawdopodobie«stwo warunkowe. Twierdzenie o prawdopodobie«stwie
caªkowitym. Twierdzenie Bayesa. Niezale»no±¢ zdarze«.

4 Zmienna losowa. Rozkªad prawdopodobie«stwa. Zmienne losowe typu
skokowego i ci¡gªego. Dystrybuanta. G¦sto±¢ prawdopodobie«stwa.

5 Rozkªady dyskretne (dwumianowy, Poissona, geometryczny, ujemnie
dwumianowy) i absolutnie ci¡gªe (prostok¡tny, wykªadniczy, gamma,
normalny, Cauchy'ego, Laplace'a). Rozkªady funkcji zmiennej losowej.

6 Warto±¢ oczekiwana, wariancja i inne charakterystyki rozkªadow
prawdopodobie«stwa (zmiennych losowych).
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Plan wykªadu

Statystyka

1 Statystyka opisowa, miary statystyczne, szeregi rozdzielcze
2 Estymacja punktowa i przedziaªowa
3 Wery�kacja hipotez statystycznych (parametrycznych i

nieparametrycznych)
4 Jednoczynnikowa Analiza Wariancji
5 Regresja
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Programy statystyczne

1 EXCEL (VBA)
2 MATLAB (Statistics toolbox)
3 STATISTICA (Statistica Basic i R)
4 SPSS
5 PYTHON (pandas)
6 R
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Rachunek prawdopodobie«stwa
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Kombinatoryka

Kombinatoryka

Kombinatoryka jest dziaªem matematyki zajmuj¡cym si¦
obliczaniem liczby zbiorów jakie mo»na utworzy¢ z danej
liczby elementów.
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Kombinatoryka - metody tworzenia zbiorów

Liczba Liczba Czy Czy wa»na
elementów wybranych zwracamy jest kolejno±¢

permutacje n n nie tak
permutacje n cz¦±¢ n nie tak

z powtórzeniami identyczna
wariacje n k ¬ n nie tak
wariacje n k tak tak

z powtórzeniami
kombinacje n k ¬ n nie nie
kombinacje n k tak nie

z powtórzeniami
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Kombinatoryka - wzory

oznaczenie liczba zbiorów
permutacje Pn n!

permutacje P
n1,n2,...,nk
n

n!
n1!n2!...nk !

z powtórzeniami
wariacje V k

n
n!

(n−k)!

wariacje V
k
n nk

z powtórzeniami
kombinacje C k

n ( nk ) =
n!

k!(n−k)!

kombinacje C
k
n (n+k−1

k ) = (n+k−1)!
k!(n−1)!

z powtórzeniami
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Rachunek prawdopodobie«stwa

Rachunek prawdopodobie«stwa

Rachunek prawdopodobie«stwa jest dziedzin¡ matema-
tyki zajmuj¡c¡ si¦ badaniem do±wiadcze« losowych, czyli
zdarze«, których wyniki s¡ trudne do przewidzenia.
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Przestrze« zdarze« elementarnych Ω

Przestrze« zdarze« elementarnych

Przestrzeni¡ zdarze« elementarnych, nazywamy zbiór
wszystkich mo»liwych wyników do±wiadczenia losowe-
go. Przestrze« t¦ oznaczamy Ω. Poszczególne elementy
przestrzeni zdarze« elementarnych nazywamy zdarzenia-
mi elementarnymi i oznaczamy ωi .
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Przestrze« zdarze« elementarnych - przykªad

1 Pojedynczy rzut kostk¡: Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} ω1 = 1 itd.
2 Trzykrotny rzut monet¡:

Ω = {(o, o, o), (o, o, r), (o, r , o), (o, r , r), (r , o, o), (r , o, r), (r , r , o), (r , r , r)}

ω1 = (o, o, o) itd.
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Zdarzenia losowe

Zdarzenia losowe

Zdarzeniami losowymi nazywamy podzbiory przestrze-
ni zdarze« elementarnych. Zdarzenia losowe oznaczamy
du»ymi literami.

Andrzej Krajka Informatyka
Metody probabilistyczne i statystyka
13 / 223



Zdarzenia losowe - przykªad

1 Zdarzenie A - w pojedynczym rzucie monet¡ wypadªa liczba oczek
wi¦ksza od 2 A = {3, 4, 5, 6}

2 Zdarzenie B - w trzech rzutach monet¡ wypadª co najmniej dwa razy
orzeª

B = {(o, o, o), (o, o, r), (o, r , o), (r , o, o)}
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Dziaªania na zbiorach (zdarzeniach)

1 A
⋃
B - suma zbiorów (zdarze«) x ∈ (A

⋃
B) = (x ∈ A) ∨ (x ∈ B)

2 A
⋂
B - iloczyn zbiorów (zdarze«) x ∈ (A

⋂
B) = (x ∈ A) ∧ (x ∈ B)

3 A \ B - ró»nica zbiorów (zdarze«) x ∈ (A \ B) = (x ∈ A) ∧ (x ̸∈ B)

4 Ω \ A = A′ = A - dopeªnienie zbioru A, zdarzenie przeciwne do A
x ∈ A′ = x ̸∈ A

5 Ω - zdarzenie pewne
6 ∅ - zdarzenie niemo»liwe
7 A
⋂
B = ∅ - zdarzenia rozª¡czne

8 A ⊂ B - zdarzenie A poci¡ga za sob¡ zdarzenie B (x ∈ A)⇒ (x ∈ B)
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Klasyczna de�nicja prawdopodobie«stwa

De�nicja prawdopodobie«stwa Laplace'a

Je»eli spo±ród wszystkich n = Ω jednakowo mo»liwych

zdarze« elementarnych m = A sprzyja zaj±ciu zdarzenia

losowego A, to liczb¦ P[A] = m
n
= A

Ω
nazywamy prawdo-

podobie«stwem zaj±cia zdarzenia A.
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Klasyczna de�nicja prawdopodobie«stwa - przykªady

Rzucono dwukrotnie kostk¡. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e suma
wyrzuconych oczek jest nie wi¦ksza do 4?
Ω - zbiór wszystkich par liczb z których ka»da jest równa 1,2,3,4,5 lub 6.
Ω = V

2

6 = 36, A = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (3, 1)} A = 6. Zatem
P[A] = 6

36
= 1

6
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Klasyczna de�nicja prawdopodobie«stwa - przykªady

W urnie s¡ 3 kule czarne i 5 biaªych. Jakie jest prawdopodobie«stwo w 2
losowaniach, wylosowania 2 kul biaªych?
Ω = C 2

8
= (8

2
) = 28, A = C 2

5
= (5

2
) = 10. Zatem P[A] = 10

28
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Wady klasycznej de�nicji prawdopodobie«stwa

1 Tautologia - prawdopodobie«stwo de�niujemy przez
prawdopodobie«stwo (�jednakowo mo»liwych�)

2 Ω = n musi by¢ sko«czone

3 A = m cz¦sto ci¦»ko jest obliczy¢
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Geometryczna de�nicja prawdopodobie«stwa

Geometryczna de�nicja prawdopodobie«stwa

Je»eli istnieje miara µ któr¡ mo»emy zmierzy¢ zdarzenie
A, oraz przestrze« zdarze« elementarnych Ω, to prawdo-
podobie«stwo zaj±cia zdarzenia A jest równe P[A] = µ(A)

µ(Ω)
.
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Geometryczna de�nicja prawdopodobie«stwa - przykªady

Linia telefoniczna zerwaªa si¦ na trasie Puªawy - Lublin (50 km). Oblicz
prawdopodobie«stwo, »e zerwanie nast¡piªo w odlegªo±ci do 10 km od
jednego z miast.

P[A] =
µ(A)

µ(Ω)
=

20
50

=
2
5
.
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Statystyczna de�nicja prawdopodobie«stwa (von Misesa)

De�nicja prawdopodobie«stwa von Misesa

Je»eli cz¦sto±¢ wyst¦powania zdarzenia losowego A
oscyluje wokóª pewnej liczby p i ta oscylacja maleje,
to liczb¦ p nazywamy prawdopodobie«stwem zdarzenia
losowego A.

P[A] = p = lim
n→∞

mn

n

mn - liczba wyst¡pie« zdarzenia
n - liczba prób losowych
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Wady de�nicji von Misesa

1 Aby wyznaczy¢ p trzeba wykona¢ do±wiadczenie.
2 W de�nicji wyst¦puje granica (przy sko«czonej liczbie prób p nie jest

wyznaczone jednoznacznie)
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Aksjomatyczna de�nicja prawdopodobie«stwa (Koªmogorowa)

De�nicja prawdopodobie«stwa Koªmogorowa

Niech Ω b¦dzie przestrzeni¡ zdarze« elementarnych, za±
A,Ai ⊂ Ω, b¦d¡ dowolnymi zdarzeniami losowymi. Praw-
dopodobi«stwem nazywamy funkcj¦ speªniaj¡c¡ warun-
ki:

1 0 ¬ P[A] ¬ 1,
2 P(Ω) = 1,
3 Je»eli A1,A2, . . . ,An, . . . jest ci¡giem zdarze« parami
rozª¡cznych, to

P[A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An ∪ . . .] =
∞∑
i=1

P[Ai ]

(przeliczalna addytywno±¢)
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Wªasno±ci prawdopodobie«stwa

1 P[∅] = 0,
2 Je»eli A ∩ B = ∅ to P[A ∪ B] = P[A] + P[B],

3 Je»eli A ⊂ B to P[B \ A] = P[B]− P[A],

4 P[A ∪ B] = P[A] + P[B]− P[A ∩ B],
5 Je»eli A ⊂ B, to P[A] ¬ P[B],

6 P[A′] = 1− P[A],

7 P[A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An ∪ . . .] ¬ P[A1] + P[A2] + . . .+ P[An] + . . .
(subaddytywno±¢ miary)
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Wªasno±ci prawdopodobie«stwa - przykªad

W urnie s¡ 3 kule czarne i 5 biaªych. Jakie jest prawdopodobie«stwo w 2
losowaniach, wylosowania co najmniej 1 kuli czarnej?
A - wylosowano co najmniej 1 kul¦ czarn¡ A' - wylosowano 2 kule biaªe

P[A] = 1− P[A′] = 1− 10
28

=
18
28
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Prawdopodobie«stwo warunkowe

Prawdopodobie«stwo warunkowe

Prawdopodobie«stwem zaj±cia zdarzenia A pod warunkiem, »e
wiemy, »e zaszªo zdarzenie B nazywamy liczb¦

P[A|B] = P[A ∩ B]
P[B]

o ile P[B] > 0.
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Prawdopodobie«stwo warunkowe - zadanie

Rzucamy dwukrotnie kostk¡. Obliczy¢ prawdopodobie«stwo tego, »e
wypadnie suma oczek mniejsza ni» 4, o ile w pierwszym rzucie
otrzymali±my 1.
A - zdarzenie polegaj¡ce na wyrzuceniu w dwóch rzutach sumy oczek
mniejszej od 4
B � zdarzenie polegaj¡ce na wyrzuceniu w pierwszy rzucie 1 oczka
Wzór na prawdopodobie«stwo warunkowe:

P [A|B] = P [A ∩ B]
P [B]

Wszystkich zdarze« elementarnych jest:

Ω = 62 = 36

Wypiszmy zdarzenia sprzyjaj¡ce zdarzeniu B:

B = {(1, 1) , (1, 2) , (1, 3) , (1, 4) , (1, 5) , (1, 6)} , B = 6
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Prawdopodobie«stwo warunkowe - zadanie c.d.

P [B] =
B

Ω
=

6
36

=
1
6

Wypiszmy zdarzenia sprzyjaj¡ce zdarzeniu A ∩ B :

A ∩ B = {(1, 1) , (1, 2)} , A ∩ B = 2

P [A ∩ B] = A ∩ B
Ω

=
2
36

=
1
18

Wstawiaj¡c do wzoru na prawdopodobie«stwo warunkowe mamy:

P [A|B] = P[A∩B]
P[B] =

1
18
1
6

= 1

3
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Wzór na prawdopodobie«stwo caªkowite i wzór Bayesa

Wzór na prawdopodobie«stwo caªkowite i wzór Bayesa

Je±li {Hi , 1 ¬ i ¬ n} jest zbiorem zdarze« elementarnych takich,
»e:

1 Hi ∩ Hj = ∅ dla i ̸= j , 1 ¬ i , j ¬ n,

2 Ω =
⋃n

i=1Hi ,

to dla dowolnego zdarzenia A

P[A] =
n∑

i=1

P[A|Hi ]P[Hi ]

oraz

P[Hi |A] =
P[A|Hi ]P[Hi ]

P[A]
=

P[A|Hi ]P[Hi ]∑n
j=1 P[A|Hj ]P[Hj ]
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Wzór Bayesa - zadanie

Dane s¡ dwie urny z kulami: urna A zawieraj¡ca 6 czarnych i 9 biaªych kul i
urna B o zawarto±ci 5 czarnych i 15 biaªych kul. Wylosowano biaª¡ kul¦.
Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e pochodzi ona z urny A?
A - zdarzenie polegaj¡ce na wylosowaniu kuli biaªej
H1 � zdarzenie polegaj¡ce na wylosowaniu urny A
H2 � zdarzenie polegaj¡ce na wylosowaniu urny B
Mamy policzy¢ prawdopodobie«stwo P [H1|A] . Ze wzoru Bayesa:

P [H1|A] =
P [A|H1] · P [H1]

P [A]

Do mianownika stosujemy wzór na prawdopodobie«stwo caªkowite:

P [A] = P [A|H1] · P [H1] + P [A|H2] · P [H2]
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Wzór Bayesa - zadanie c.d.

Liczymy prawdopodobie«stwa:

P [H1] =
1
2
, P [A|H1] =

9
15

P [H2] =
1
2
, P [A|H2] =

15
20

Wstawiamy do wzoru na prawdopodobie«stwo caªkowite:

P [A] =
9
15
· 1
2
+

15
20
· 1
2
=

3
10

+
15
40

=
12+ 15

40
=

27
40

i wstawiamy do wzoru Bayesa:

P [H1|A] = P[A|H1]·P[H1]
P[A] =

9
15
· 1
2

27
40

=
3
10
27
40

= 4

9
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Niezale»no±¢ zdarze«

Niezale»no±¢ zdarze«

Zdarzenia A i B nazywamy niezale»nymi, je±li

P[A ∩ B] = P[A]P[B]
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Niezale»no±¢ zdarze« - przykªad

Czy zdarzenia A - na kostce wypadªa nieparzysta liczba oczek i B -
Wypadªy co najmniej 4 oczka s¡ niezale»ne?
P[A] = 0.5, P[B] = 0.5, P[A ∩ B] = 1

6

1
6
̸= 0.5 · 0.5,

zatem te zdarzenia nie s¡ niezale»ne.
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Zmienna losowa

Zmienna losowa

Zmienn¡ losow¡ nazywamy dowoln¡ funkcj¦ X : Ω →
R przyporz¡dkowuj¡c¡ ka»demu elementowi przestrzeni
zdarze« elementarnych Ω pewn¡ liczb¦ rzeczywist¡.

Zmienne losowe oznaczamy zwykle du»ymi literami z ko«ca alfabetu
(X ,Y ,Z ) i zamiast pisa¢ X (ω), cz¦sto piszemy po prostu X pomijaj¡c
argument ω. Prawdopodobie«stwo, »e zmienna losowa X przyjmuje warto±ci
z pewnego zbioru A oznaczamy przez P[ω : X (ω) ∈ A] = P[X ∈ A].
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Zmienna losowa - przykªady

1 Rzucamy kostk¡ do gry. Uzyskanym wynikom przypiszmy funkcj¦ która
przyjmuje warto±¢ 1 dla wyników nieparzystych i 0 dla parzystych.
X ({2}) = X ({4}) = X ({6}) = 0 i X ({1}) = X ({3}) = X ({5}) = 1.
Takie przyporz¡dkowanie jest zmienn¡ losow¡.

2 Rzucamy dwukrotnie monet¡ i je±li wypadn¡ 2 orªy otrzymujemy 10 zª
w je±li wypadn¡ 2 reszki tracimy 5 zª, natomiast gdy wypadnie po
jednym orle i reszce tracimy 3zª.
Funkcja przypisuj¡ca uzyskanemu wynikowi wygran¡ jest zmienn¡
losow¡. X ({o, o}) = 10, X ({r , r}) = −5 za±
X ({o, r}) = X ({r , o}) = −3.
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Zmienne losowe

Zmienne losowe przenosz¡ nas z przestrzeni zdarze« elementarnych Ω do
zbioru R, który z matematycznego punktu widzenia jest �wygodniejszy�.
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Rodzaje zmiennych losowych

Istniej¡ 3 wzorcowe rodzaje zmiennych losowych:
1 Zmienne losowe dyskretne (skokowe)
2 Zmienne losowe ci¡gªe

1 Zmienne losowe bezwzgl¦dnie ci¡gªe
2 Zmienne losowe osobliwe
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Dystrybuanta

Dystrybuanta

Dystrybuant¡ zmiennej losowej X nazywamy funkcj¦ F :
R→ [0, 1] speªniaj¡c¡ nast¦puj¡ce warunki:

1 limx→−∞ F (x) = 0, limx→+∞ F (x) = 1,
2 niemalej¡ca x < y , F (x) < F (y),
3 lewostronnie ci¡gªa limx→x−0

F (x) = F (x0)
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Dystrybuanta

Dystrybuanta jednoznacznie wyznacza prawdopodobie«stwo tego, »e
zmienna losowa przyjmuje warto±ci z konkretnego przedziaªu:

1 F (x) = P[X < x ]

2 P[X ­ x ] = 1− F (x),

3 P[a ¬ X < b] = F (b)− F (a)

4 P[X = c] = limx→c+ F (x)− F (c)

Jednoznaczno±¢ dystrybuanty

Ka»da zmienna losowa ma swoj¡ dystrybuant¦ i ka»da dystry-
buanta jednoznacznie wyznacza zmienn¡ losow¡.
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Twierdzenie Lebesgue'a

Twierdzenie Lebesgue'a

Ka»da dystrybuanta F daje si¦ jednoznacznie przedstawi¢ w
postaci:

F (x) = a1Fd(x) + a2Fc(x) + a3Fo(x),

gdzie a1 + a2 + a3 = 1, 0 ¬ ai ¬ 1, i = 1, 2, 3 a Fd ,Fc ,Fo s¡
dystrybuantami zmiennych losowych odpowiednio dyskretnej,
bezwzgl¦dnie ci¡gªej i osobliwej. W tym sensie ka»da zmienna
losowa ma cz¦±¢ dyskretn¡, bezwzgl¦dnie ci¡gª¡ i osobliw¡.
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Dyskretne zmienne losowe

Dyskretne zmienne losowe

Zmienna losowa jest dyskretna (ma rozkªad dyskretny),
je±li jest skupiona na co najwy»ej zbiorze przeliczalnym
(mo»e by¢ sko«czony) swoich atomów (warto±ci które
mo»e przyjmowa¢).

Je±li dana zmienna losowa mo»e przyjmowa¢ warto±ci xi odpowiednio z
prawdopodobie«stwami pi , (P[X = xi ] = pi ) to musi by¢ speªniony
warunek

∑n
i=1 pi = 1, dla zmiennej losowej prostej i

∑∞
i=1 pi = 1, dla

zmiennej losowej dyskretnej o przeliczalnym zbiorze warto±ci.
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Zmienne losowe dyskretne - sposoby okre±lania prawdopodobie«stwa

Sposoby okre±lania prawdopodobie«stwa dla dyskretnych zmiennych
losowych:

1 Za pomoc¡ tabeli
2 Za pomoc¡ wzoru P[X = xi ] = f (xi )

3 Za pomoc¡ dystrybuanty
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Sposoby okre±lania prawdopodobie«stwa zmiennej losowej
typu dyskretnego

Wracaj¡c do przykªadu 2 ze slajdu 34 mo»emy t¦ zmienn¡ losow¡ okre±li¢:
1 G¦sto±¢

xi 10 −5 −3
pi 0.25 0.25 0.5

2 Dystrybuanta

F (x) =


0 x ∈ (−∞,−5],
0.25 x ∈ (−5,−3],
0.75 x ∈ (−3, 10],
1 x ∈ (10,+∞)

Dystrybuanta zmiennej losowej skokowej jest nieci¡gªa.
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Ci¡gªe zmienne losowe

Zmienna losowa ci¡gªa (bezwzgl¦dnie ci¡gªa)

Zmienna losowa jest ci¡gªa (ma rozkªad ci¡gªy), je±li
istnieje nieujemna funkcja rzeczywista f : ℜ → ℜ (zwana
g¦sto±ci¡) taka, »e dla ka»dego x ∈ ℜ mamy P[X < x ] =∫ x
−∞ f (t)dt.

Funkcja g¦sto±ci musi speªnia¢ warunki:
1 f (x) ­ 0,
2
∫∞
−∞ f (x)dx = 1

Dystrybuanta zmiennej losowej typu ci¡gªego jest ci¡gªa.
Funkcj¦ g¦sto±ci mo»na wyznaczy¢ z dystrybuanty: f (x) = F ′(x).
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Przykªad ci¡gªej zmiennej losowej - rozkªad jednostajny U(0, 1)

Losujemy punkt z odcinka [0, 1] i X jest wylosowanym punktem.
Zauwa»my, »e P[X = x ] = 0 dla ka»dego x ∈ [0, 1]. Gdyby bowiem byªo
P[X = xo ] = p > 0 dla pewnego xo , to z symetrii musiaªoby te» by¢
P[X = x ] = p dla ka»dego x (dlaczego xo miaªby by¢ bardziej
prawdopodobny?), co prowadzi do sprzeczno±ci z P[X ∈ [0, 1]] = 1.
Zmienna losowa X jest wi¦c zmienn¡ typu ci¡gªego a z symetrii jej funkcja
g¦sto±ci musi speªnia¢ warunek f (x) = c dla x ∈ [0, 1] i f (x) = 0 dla
x ̸∈ [0, 1]. Poniewa»∫ ∞

−∞
f (x)dx =

∫
1

0

f (x)dx = c = 1

wi¦c

f (x) =

{
0, je±li x ̸∈ [0, 1],
1, je±li x ∈ [0, 1],

F (x) =


0, je±li x ∈ (−∞, 0],
x , je±li x ∈ (0, 1],
1, je±li x ∈ (1,∞),
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Zmienne losowe osobliwe

Zmienna losowa osobliwa

Zmienna losowa jest osobliwa (ma rozkªad osobliwy),
je±li jest skupiona na nieprzeliczalnym zbiorze o mierze
0 i nie ma atomów (tzn. puktów takich, »e P[X = x ] > 0).

Dystrybuanta zmiennej osobliwej jest ci¡gªa jednak nie istnieje g¦sto±¢
(precyzyjniej - istnieje, jest równa zero wsz¦dzie, poza zbiorem miary 0,
matematycznie - nie jest mierzalna wg. miary Lebesgue'a) Przykªadem
takiej dystrybuanty jest zbiór Cantora.
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Funkcja Cantora

Skonstruujemy zmienn¡ X tak¡, »e:
P[X = x ] = 0 dla ka»dego x ∈ R (czyli X nie ma cz¦±ci dyskretnej),
na »adnym przedziale [a, b] dla którego P[X ∈ [a, b]) > 0], nie da si¦
zde�niowa¢ funkcji f : [a, b]→ R takiej, »e P[X ∈ I ] =

∫
I f (t)dt dla

ka»dego przedziaªu I ⊆ [a, b] (a wi¦c X nie ma g¦sto±ci na »adnym
przedziale o niezerowym prawdopodobie«stwie, czyli nie ma cz¦±ci
ci¡gªej)

Niech F () b¦dzie funkcj¡ tak¡, »e F (x) = 0 dla x < 0 i F (x) = 1 dla x > 1
natomiast na przedziale [0, 1] de�nujemy F nast¦puj¡co

Dzielimy przedziaª I = [0, 1] na trzy cz¦±ci I = [0, 1/3] ∪ [1/3, 2/3] ∪ [2/3, 1]
i przyjmujemy, »e F (x) = 1/2 dla x ∈ [1/3, 2/3]

Dzielimy ka»dy z pozostaªych przedziaªów
[0, 1/3] = [0, 1/9] ∪ [1/9, 2/9] ∪ [2/9, 1/3] oraz
[2/3, 1] = [2/3, 7/9] ∪ [7/9, 8/9] ∪ [8/9, 1] i przyjmujemy, »e F (x) = 1/4 dla
x ∈ [1/9, 2/9] oraz F (x) = 3/4 dla x ∈ [7/9, 8/9].

Podobnie post¦pujemy z ka»dym z dalszych odcinkow
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Funkcja Cantora

Niech X b¦dzie zmienn¡ losow¡ o dystrybuancie F . �atwo pokaza¢, »e F jest
ci¡gªa, a zatem dla ka»dego x zachodzi P[X = x ] = 0. Mo»na te» pokaza¢ (co
jest nieco trudniejsze), »e FX ma zerow¡ pochodn¡ wsz¦dzie poza zbiorem miary
zero (jest to tzw. zbiór Cantora), a zatem nie ma g¦sto±ci na »adnym przedziale
[a, b] dla którego P[[a, b]] > 0.

Nie b¦dziemy si¦ w dalszym wykªadzie zajmowa¢ tego typu zmiennymi losowymi.
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Sposoby okre±lania prawdopodobie«stwa

Wspólne okre±lenie zmiennych ci¡gªych i dyskretnych

Problem. Czy da si¦ poª¡czy¢ okre±lenie zmiennej losowej za
pomoc¡ rozkªadu {(xi , pi ), i = 1, 2, 3, . . .} zmiennych losowych
typu dyskretnego z przedstawieniem za pomoc¡ funkcji g¦sto±ci
f zmiennych typu ci¡gªego?

Jak powinna wygl¡da¢ funkcja g¦sto±ci dla rozkªadu dyskretnego?

f (x) =

{
0, x ̸∈ {xi , i = 1, 2, 3 . . .},
pi , i ∈ N
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Sposoby okre±lania prawdopodobie«stwa

Caªka Lebesgue'a-Stieltjesa

Problem. Jak powinna wygl¡da¢ caªka okre±laj¡ca dystrybuan-
t¦ dla zmiennych losowych typu dyskretnego?

Je±±li punkty xi s¡ uporz¡dkowane tak, »e x1 ¬ x2 ¬ xk ¬ x ¬ xk+1 ¬ . . . to

F (x) =

∫ x

−∞
f (t)dt =

∫ x1

−∞
f (t)dt + f (x1) (1)

+
k∑

i=2

∫ xi

xi−1

f (t)dt +
k∑

i=2

f (xi ) +

∫ x

xk

f (t)dt

Oczywi±cie wtedy dla zmiennych typu skokowego mamy wtedy

F (x) =
∑
{i :xi<x}

f (xi ) =
∑
{i :xi<x}

pi

jednak wzór (1) jest uniwersalny (dla zmiennych losowych b¦d¡cych mieszanin¡

zmiennych typu ci¡gªego i skokowego. Tak rozumian¡ caªk¦ nazywamy caªk¡

Riemanna-Stieltjesa.
Andrzej Krajka Informatyka

Metody probabilistyczne i statystyka
51 / 223



Charakterystyki liczbowe zmiennych losowych

Nazwa Wzór dla zm. los. skokowych ogólnie

Warto±¢ oczekiwana EX
∑∞

i=1
xipi

∫∞
−∞ tf (t)dt

Wariancja DX
∑∞

i=1
(xi − EX )2pi

∫∞
−∞(t − EX )2f (t)dt

Odchylenie standardowe ρX
√
DX

Moment rz¦du k EX k
∑∞

i=1
xk
i pi

∫∞
−∞ tk f (t)dt

Moment centralny rz¦du k E(X − EX )k
∑∞

i=1
(xi − EX )kpi

∫∞
−∞(t − EX )k f (t)dt

Moda/Dominanta M {xi : pi = sup
j∈N pj} {x : f (x) = sup

y∈ℜ f (y)}
Mediana Me {x : P[X ¬ x ] ­ 1

2
∧ P[X ­ x ] ­ 1

2
}

Kwantyl rz¦du p Qp {x : P[X ¬ x ] ­ p ∧ P[X ­ x ] ­ 1− p}
Odst¦p mi¦dzykwartylowy IRQ Q0.75 − Q0.25

Sko±±no±¢¢ SKE E(X−EX )3

D3/2X

Kurtoza KRT E(X−EX )4

D2X
− 3

O ILE TE WARTO�CI ISTNIEJ�!!!
Mamy: DX = E (X − EX )2 = EX 2 − (EX )2,Me = Q0.5.
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Zmienne losowe - rozkªad jednostajny dyskretny

Dyskretny rozkªad jednostajny U({1, 2, ...n})

P[X = i ] =
1
n
, i = 1, 2, . . . n,

f (x) =

{
1

n , x ∈ {1, 2, ...n}
0, poza tym

F (x) =


0, x < 1,
⌊x⌋
n , 1 ¬ x ¬ n,
1, x > n,

EX =
n + 1
2
,

DX =
n2 − 1
12
,
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Zmienne losowe - rozkªad jednostajny ci¡gªy

Ci¡gªy rozkªad jednostajny U([a, b])

f (x) =

{
1

b−a , x ∈ [a, b]

0, poza tym

F (x) =


0, x < a,
x−a
b−a , a ¬ x ¬ b,

1, x > b,

EX =
a+ b

2
,

DX =
(b − a)2

12
,
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Zmienne losowe - rozkªad Bernoulliego B(n, p)

Rozkªad Bernoulliego B(n, p)

P[X = k] =
n

k
pkqn−k , k = 0, 1, 2, . . . n,

f (x) =

{
n
x p

xqn−x , x ∈ {0, 1, 2, . . . n},
0, poza tym

F (x) =


0, x < 0,∑

k<x
n
k p

kqn−k , x ∈ [0, n],
1, n ¬ x ,

EX = np,

DX = npq,

gdzie q = 1− p, 0 < p < 1.
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Rozkªad B(80, 0.2)
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Zmienne losowe - rozkªad geometryczny G (p)

Rozkªad geometryczny G (p)

P[X = k] = qkp, k = 0, 1, 2, . . . n,

f (x) =

{
qxp, x ∈ {0, 1, 2, . . . n},
0, poza tym

F (x) =

{
0, x < 0,
1− q⌈x⌉, 0 ¬ x ,

EX =
1
p
,

DX =
1− p

p2
,

gdzie q = 1− p, 0 < p < 1.
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Rozkªad G (0.2)
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Zmienne losowe - rozkªad Poissona

Rozkªad Poissona Pois(λ)

P[X = k] =
λke−λ

k!
, k = 0, 1, 2, . . .

f (x) =

{
λxe−λ

x! , x ∈ {0, 1, 2, . . . n},
0, poza tym

F (x) =

{
0, x < 0,∑

i :0¬i¬x
λie−λ

i! , 0 ¬ x ,

EX = λ,

DX = λ,

gdzie λ > 0.
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Rozkªad Pois(10)
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Zmienne losowe - rozkªad wykªadniczy

Rozkªad wykªadniczy Exp(λ)

f (x) =

{
0, x < 0,
λe−λx , x ­ 0,

F (x) =

{
0, x < 0,
1− e−λx , 0 ¬ x ,

EX =
1
λ
,

DX =
1
λ2
,

gdzie λ > 0.
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Rozkªad Exp(1)

Andrzej Krajka Informatyka
Metody probabilistyczne i statystyka
62 / 223



Zmienne losowe - rozkªad normalny)

Rozkªad normalny N(µ, σ)

f (x) = φ(x) =
1

σ
√
2π

e−
(x−µ)2

2σ2 ,

F (x) = Φ(x) =
1

σ
√
2π

∫
−∞

xe−
(t−µ)2

2σ2 dt,

EX = µ,

DX = σ2,

gdzie σ > 0.
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Rozkªad N(0, 1)
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Standaryzacja

Standaryzacja rozkªadu normalnego

Je±li zmienna losowa X ma rozkªad N(µ, σ), to zmienna
losowa

Y =
X − µ
σ

ma standardowy rozkªad normalny N(0, 1).
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Standaryzacja - przykªad

W pewnej spoªeczno±ci ±redni wzrost jest równy 175 cm, a jego odchylenie
standardowe 10 cm. Zakªadaj¡c, »e wzrost ma rozkªad normalny, oblicz jakie jest
prawdopodobie«stwo spotkania osoby o wzro±cie mi¦dzy 170 a 175 cm.
Jest X ∼ N(175, 10) to Y = X−175

10
∼ N(0, 1) wi¦c dla x = 175 mamy y = 0, a

dla x = 170 mamy y = −0.5 St¡d z tablic rozkªadu normalnego

P[170 ¬ X ¬ 175] = Φ175,10(175)− Φ175,10(170)

= Φ(0)− Φ(−0.5)
= 0.5− 0.3085 = 0.1915
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Typy zbie»no±ci w rachunku prawdopodobie«stwa

Rodzaje zbie»no±ci

Zbie»no±¢ prawie pewna (silna, z prawdopodobie«stwem 1) Xn
a.s.−→

X , n→∞
P[{ω : lim

n→∞
Xn(ω) = X (ω)}] = 1

Zbie»no±¢ wg. prawdopodobie«stwa Xn
P−→ X , n→∞∧

ϵ > 0
lim
n→∞

P[{ω : |Xn(ω)−X (ω)| > ϵ] = lim
n→∞

P[|Xn−X | > ϵ] = 0.

Zbie»no±¢ wg. rozkªadu (sªaba) Xn
w−→ X , n → ∞ Dla ka»dego

x ∈ ℜ dla którego F (x) = P[X ¬ x ] jest ci agªa zachodzi

lim
n→∞

Fn(x) = F (x),

gdzie Fn(x) = P[Xn ¬ x ].
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Typy zbie»no±ci w rachunku prawdopodobie«stwa

Rodzaje zbie»no±ci

Niech {X ,Xn, n ­ 1} b¦d¡ zmiennymi losowymi. Wtedy

(1) Xn
a.s.−→ X =⇒ Xn

P−→ X

(2) Xn
P−→ X =⇒ Xn

w−→ X
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Typy zbie»no±ci w rachunku prawdopodobie«stwa

Dowód (1). Niech A = {ω : Xn(ω)→ X (ω), n→∞}. Z zaªo»enia
P[A] = 1. Ustalmy ϵ > 0. Wtedy dla ka»dego N ∈ N mamy A ⊂ Aϵ gdzie
Aϵ =

⋃∞
i=N+1 Aϵ,i gdzie Aϵ,i = {ω : |Xj(ω)− X (ω)| < ϵ, dla ka»degoj ­ i}.

Wtedy

1 = P[A] = lim
N→∞

P[Aϵ,N ]

¬ lim
N→∞

P[|XN − X | ¬ ϵ] = 1− lim
N→∞

P[|XN − X | > ϵ] = 1.
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Typy zbie»no±ci w rachunku prawdopodobie«stwa

Dowód (2). Niech a b¦dzie punktem ci¡gªo±ci dystrybuanty F i niech
ϵ > 0 b¦dzie ustalone. Dla ka»dego n ∈ N zachodzi

{X ¬ a− ϵ} ⊂ {|Xn − X | ­ ϵ} ∪ {Xn ¬ a}

oraz
{Xn ¬ a} ⊂ {|Xn − X | ­ ϵ} ∪ {X ¬ a+ ϵ}

zatem

FX (a− ϵ) ¬ P[|Xn − X | ­ ϵ] + FXn(a) ¬ 2P[|Xn − X | ­ ϵ] + FX (a+ ϵ)

czyli
FX (a− ϵ) ¬ lim inf

n
FXn(a) ¬ lim sup

n
FXn(a) ¬ FX (a+ ϵ)

i przechodz¡c z ϵ do 0 oraz korzystaj¡c z ci¡gªo±ci FX w punkcie a
otrzymujemy tez¦.
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Typy zbie»no±ci w rachunku prawdopodobie«stwa

Przykªad

Niech X ,Y ∼ B(100, 0.5) b¦d¡ dwiema niezale»nymi zmiennymi lo-

sowymi. Wtedy ci¡g Xn = X , n ­ 1 jest oczywis±cie Xn
d−→ Y ∼ X

jednak

P[|Xn − Y | ­ 1] = P[|X − Y | ­ 1] =
1
2

i ci¡g ten nie jest zbie»ny wg. pdp.
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Typy zbie»no±ci w rachunku prawdopodobie«stwa

Przykªad

Niech nasz¡ przestrzeni¡ probabilistyczn¡ b¦dzie ([0, 1],B([0, 1]),P)
gdzie P- miara Lebesgue'a na [0, 1]. Zde�nmiujmy tablic¦

Xk,l =

{
1, dla l−1

2k
< ω ¬ l

2k

0, dla pozostaªych ω

i ustawmy t¦ tablic¦ w ci¡g Yn = Xn+1−2⌊log2 n⌋,2⌊log2 n⌋ tak wi¦c po-

niewa» P[|Yn| > 1

2⌊log2 n⌋ ] = 0 wi¦c dla n takich »e ϵ > 1

2⌊log2 n⌋ mamy

P[|Yn| > ϵ] = 0 wi¦c Yn
P−→ 0, n→∞. Jednak poniewa» dla ka»de-

go ω ∈ [0, 1] granica Xn(ω) nie istnieje, wi¦c Yn

a.s.
̸−→ 0, n→∞.
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Funkcja charakterystyczna

Funkcja charekterystyczna

Funkcj¡ charakterystyczn¡ dowolnej (nie zawieraj¡cej skªadnika oso-
bliwego) zmiennej losowej X jest

φX (t) =

∫ ∞
−∞

e itxdF (x) =

∫ ∞
−∞

cos(tx)dF (x)+i

∫ ∞
−∞

sin(tx)dF (x), t ∈ ℜ.

1 Funkcja charakterystyczna jednoznacznie wyznacza rozkªad zmiennej losowej.

2 φX (0) = 1, φ′
X
(0) = iEX , φ′′

X
(0) = −DX , o ile te warto±ci istniej¡.

3 φN(0,1)(t) = e−t2/2

4 Zbie»no±¢ FXn (x)→ FX (x) w ka»dym punkcie ci¡gªo±±ci x dystrybuanty FX jest równowa»na zbie»no±±ci
φXn (t)→ φX (t) jednostajnej na zwartych podzbiorach ℜ.

5 Je»eli {Xi , i ­ 1} s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi to φX1+X2+...+Xn (t) =
∏n

i=1
φXi

(t).

6 Je»eli X jest zmienn¡ losow¡ dla której DX istnieje to

φX (t) = φX (0) + tφ′X (0) +
t2

2
φ
′′
X (0) + r(tt ),

gdzie r(t) jest funkcj¡ tak¡, »e
r(t)
t
→ 0 gdzy t → 0.
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Centralne Twierdzenie Graniczne

Centralne Twierdzenie Graniczne

Je»eli {Xn, n ­ 1} jest ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych ta-
kich, pochodz¡cymi z tej samej populacji o warto±ci oczekiwanej µ
oraz dodatniej i sko«czonej wariancji σ2 to ci¡g zmiennych losowych,
w postaci znormalizowanych warto±ci oczekiwanych Un:

Un =
1

n

∑n
i=1(Xi − µ)
σ/
√
n

zbie»ny jest wedªug rozkªadu do standardowego rozkªadu normalnego
N(0, 1), gdy n→∞.
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Dowód Centralnego Twierdzenia Granicznego

Z niezale»no±ci {Xn, n ­ 1} mamy

φUn(t) = Ee
i t√

nσ

∑n

i=1
(Xi−µ) =

n∏
i=1

φXi−µ(
t√
nσ

) = φnX1−µ(
t√
nσ

)

a st¡d

n lnφUn(t) = n lnφX1−µ(
t√
nσ

)

= n ln(φX1−µ(0) +
t√
nσ
φ′X1−µ(0) +

1
2

t2

nσ2
φ′′X1−µ(0) + r(

t2

nσ2
))

= n ln(1− 1
2
t2

n
+ r(

t2

nσ2
))

≈ n(−1
2
t2

n
+ r(

t2

nσ2
))

→ − t
2

2
a to jest funkcja charakterystyczna rozkªadu N(0, 1). □
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Centralne Twierdzenie Graniczne - przykªad

Czas kontroli jednego elementu podlega rozkªadowi jednostajnemu na
przedziale od 10 do 16 sekund. Oszacuj prawdopodobie«stwo, »e czas
kontroli 100 elementów przekroczy 22 minuty.

µ = EX =
a+ b

2
=

10+ 16
2

= 13,

σ2 =
(b − a)2

12
=

36
12

= 3, σ =
√
3 ≈ 1, 732

Z Centralnego Twierdzenia Granicznego mamy
∑n

i=1
Xi−nµ√
nσ

D−→ N(0, 1) czyli

P[
100∑
i=1

Xi > 22·60] = P[

∑
100

i=1 Xi − 1300
10 · 1, 732

>
1320− 1300

17, 32
] ≈ P[N(0, 1) > 1, 15]

St¡d

P[
100∑
i=1

Xi > 22·60] ≈ P[N(0, 1) > 1, 15] = 1−Φ(1, 15) = 1−0, 8749 = 0, 1251
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Mocne Prawo Wielkich Liczb Koªmogorowa

Mocne Prawo Wielkich Liczb

Je»eli {Xn, n ­ 1} jest ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o
tym samym rozkªadzie takim, »e E |X1| istnieje, to

1
n

n∑
k=1

Xk
p.p.→ EX1,

gdy n→∞ gdzie Yn
p.p.→ Y oznacza, »e dla pewnego zdarzenia A ∈ A

takiego, »e P[A] = 1 mamy Yn(ω)→ Y (ω) dla ka»dego ω ∈ A.

.
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Mocne Prawo Wielkich Liczb - przykªad

Badano czasy reakcji elemntu technicznego w konstrukcji otrzymuj¡c
warto±ci 1.2, 1.7, 2.1, 1.5, 1.2, 1.3, 1.2, 1.5, 1.1, 1.2 Jak mo»na przybli»y¢
warto±¢ oczekiwan¡ czasu reakcji tego elementu?
Z Mocnego Prawa Wielkich Liczb

X1(ω) + . . .+ X10(ω)

10
=

1.2+ 1.7+ 2.1+ . . .+ 1.2
10

= 1.4

przybli»a EX1 o ile oczywi±cie ω nie nale»y do zbioru Ω\A.
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Miary zale»no±ci - korelacja

Niezale»no±¢

Mówimy, »e zmienne losowe X i Y s¡ niezale»ne, je»eli dla ka»dych
dwóch zbiorów A i B zdarzenia [X ∈ A] oraz [Y ∈ B] s¡ niezale»ne,
tzn.

P[X ∈ A,Y ∈ B] = P[X ∈ A]P[Y ∈ B].

Je»eli zmienne losowe X i Y s¡ niezale»ne, to

f(X ,Y )(x , y) = fX (x)fY (y),

F(X ,Y )(x , y) = FX (x)FY (y),

EXY = EXEY
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Miary zale»no±ci - korelacja

Korelacja

Kowariancj¡ zmiennych losowych X i Y nazywamy warto±¢

Cov(X ,Y ) = E [XY ]− [EX ][EY ].

Korelacj¡ (Pearsona) zmiennych losowych X i Y to

ρX ,Y =
Cov(X ,Y )

σ(X )σ(Y )
.

−1 ¬ ρX ,Y ¬ 1

ρX ,Y = 1 ⇔ X = aY + b, a > 0, b ∈ ℜ,
ρX ,Y = −1 ⇔ X = aY + b, a < 0, b ∈ ℜ,
ρX ,Y = 0 ⇐ X ,Y s¡ niezale»ne,

ρaX+b,Y = ρX ,Y , a > 0, b ∈ ℜ
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Korelacja - Przykªad

Niech zmienne losowe X i Y b¦d¡ zadane tabelk¡:

X
Y −3 0

−2 0.3 0.3 0.6
0 0 0.3 0.3
2 0.1 0 0.1

0.4 0.6 1

wtedy

EXY = (−2) ∗ (−3) ∗ 0.3+ (−3) ∗ 2 ∗ 0.1 = 1.2

EX = (−2) ∗ 0.6+ 2 ∗ 0.1 = −1
EY = (−3) ∗ 0.4 = −1.2

Cov(X ,Y ) = 1.2− (−1) ∗ (−1.2) = 0

P[X = −2,Y = −3] = 0.3 ̸= 0.24 = 0.4 ∗ 0.6 = P[X = −2] ∗ P[Y = −3]
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Regresja

Regresja

Prost¡ regresji zmiennej losowej Y wzgl¦dem X nazywamy prost¡
y = ax + b tak¡, »e warto±¢ oczekiwana E (Y − aX − b)2 osi¡ga
warto±¢ minimaln¡.

• Równanie prostej regresji Y wzgl¦dem X ma posta¢:

y − EY

σY
= ρX ,Y

x − EX

σX

czyli a = ρX ,Y
σY
σX , b = EY − aEX .

• Analogicznie de�niujemy równanie prostej regresji X wzgl¦dem Y i ma
ona posta¢:

x − EX

σX
=

1
ρX ,Y

y − EY

σY
.
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Regresja - Przykªad 1

Niech wektor losowy (X ,Y ) ma g¦sto±¢

fX ,Y (x , y) =

{
x + y , gdy x , y ∈ [0, 1]
0, w przeciwnym wypadku.

Wtedy

fX (x) =

∫ ∞
−∞

fX ,Y (x , y)dy = x +
1
2
,

fY (y) = y +
1
2
,

EX = EY =

∫ ∞
−∞

x(x +
1
2
)dx =

7
12
,

EX 2 = EY 2 =
5
12

σX = σY =

√
11
12
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Regresja - Przykªad 1

Cov(X ,Y ) =
1
3
− 7

12
∗ 7
12

= − 1
144

ρX ,Y = − 1
11

zatem prosta regresji ma równanie

y = − 1
11

x +
7
12
.
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Regresja - Przykªad 2

Niech zmienne losowe X i Y b¦d¡ zadane tabelk¡:

X
Y −1 0 1

−1 0.3 0.1 0.2 0.6
0 0 0.1 0.1 0.2
1 0.1 0 0.1 0.2

0.4 0.2 0.4 1

Wtedy

EX = −1 ∗ 0.6+ 0 ∗ 0.2+ 1 ∗ 0.1 = 0.4

EX 2 = 1 ∗ 0.6+ 0 ∗ 0.2+ 1 ∗ 0.2 = 0.8

σX =
√
0.8− 0.42 = 0.8

EY = −1 ∗ 0.6+ 0.0.2+ 1 ∗ 0.2 = −0.4
EY 2 = 1 ∗ 0.6+ 0 ∗ 0.2+ 1 ∗ 0.2 = 0.8

σY =
√
0.8− 0.42 = 0.8
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Regresja - Przykªad 2

EXY = 0.3− 0.2− 0.1+ 0.1 = 0.1

Cov(X ,Y ) = 0.1− 0.42 = −0.06

ρX ,Y =
−0.06
0.8 ∗ 0.8

= −0.094

i prosta regresji ma posta¢

y = −0.094x + (−0.4−−0.094 ∗ 0.4) = −0.094x − 0.362
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Statystyka
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Statystyka

Statystyka zajmuje si¦:
1 Gromadzeniem i porz¡dkowaniem danych (statystyka opisowa)
2 Wyznaczaniem parametrów rozkªadów (estymacja)
3 Stawianiem i wery�kowaniem hipotez
4 Wyznaczaniem zale»no±ci pomi¦dzy badanymi cechami (regresja)
5 Badaniem wpªywu jednego czynnika na inny (analiza wariancji)
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Proba i populacja

Próba

Prób¡ nazywamy ukªad warto±ci x1, x2, . . . , xn, otrzymanych z
obserwacji lub eksperymentów. W praktyce prób¡ jest ci¡g
n zmiennych losowych X1,X2, . . . ,Xn, przyjmuj¡cych warto±ci
równe warto±ciom badanej cechy.

Populacja

Populacj¡ nazywamy zbiór wszystkich elementów spo±ród któ-
rych losujemy prób¦. W praktyce oznacza to, i» populacj¡ jest
zbiór wszystkich mo»liwych warto±ci, jakie mo»e przyj¡¢ zmien-
na losowa.
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Statystyka

Statystyka

Statystyk¡ nazywamy dowoln¡ funkcj¦ z próby np:
min1¬i¬n xi , max1¬i¬n xi , x = x1+x2+...+xn

n , R = max1¬i¬n xi −
min1¬i¬n xi .
Sªowem statystyka okre±la si¦ zarówno

1 zbiór liczb (przedmiot statystyki)

2 zbiór metod przetwarzania ci¡gu (ci¡gów) liczb (metody
statystyki)

3 nauk¦ obejmuj¡c¡ to wszystko powy»ej (nauka
Statystyka)
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Dobór próby

Metody losowania to:

Prosty dobór losowy próby badawczej - jedna z najbardziej
podstawowych technik. Badacz, na podstawie ponumerowanych
elementów listy wchodz¡cych w skªad populacji, dobiera prób¦
korzystaj¡c z tablicy liczb losowych.

Systematyczny dobór próby - do próby badacz typuje co który±
punkt z listy.

Dobór warstwowy - populacja jest dzielona na warstwy (badacz
bierze pod uwag¦ wa»ne dla badania czynniki), a nast¦pnie z ka»dej
losowana jest próba. Przykªad: je»eli chcesz otrzyma¢ prób¦ warstwow¡
nauczycieli w konkretnym regionie kraju, mo»esz posegregowa¢
populacj¦ wedªug wieku, zarobków, pogl¡dów politycznych itp.

Andrzej Krajka Informatyka
Metody probabilistyczne i statystyka
91 / 223



Dobór próby

Grupowy wielostopniowy dobór próby - najpierw badacz
przygotowuje list¦ grup losowania i losuje z nich prób¦. Kolejnym
krokiem jest wykonanie listy elementów, które wchodz¡ w skªad
wylosowanych do próby grup i kolejne losowanie.

Celowy dobór próby badawczej - badacz w procesie wyboru
elementów do próby wykorzystuje wªasn¡ wiedz¦, a sam proces
przebiega bardzo subiektywnie,

Dobór kwotowy - dla doboru kluczowe znaczenie maj¡ cechy
populacji; próba musi mie¢ taki sam ich rozkªad i na tej podstawie
dobierane s¡ jej elementy,

Kula ±nie»na - metoda polegaj¡ca na przepytaniu kilku osób z
konkretnej populacji i poproszenie respondentów o pomoc w dotarciu
do kolejnych,

Dobór przypadkowy - przypadkowy dobór elementów do próby, np.
sonda»e uliczne.
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Skale pomiarowe

1 Nominalna - stosowana jest w mierzeniu cech jako±ciowych np. pªe¢,
marka samochodu, stan cywilny

2 Porz¡dkowa - sªu»y do mierzenia cech porz¡dkowych np. jak cz¦sto
ogl¡da pan/pani telewizj¦? b. cz¦sto, cz¦sto, rzadko, nigdy. Jest ona
subiektywna i ró»ni respondenci mog¡ w tych samych sytuacjach
udziela¢ ró»nych odpowiedzi.

3 Interwaªowa - sªu»y do mierzenia cech ilo±ciowych w skali maj¡cej
staª¡ jednostk¦, ale bez arbitralnie przyj¦tego 0 np. jak ciekawa byªa ta
ksi¡»ka w skali 1-10?

4 Ilorazowa - jak poprzednio ale z arbitralnie przyj¦tym 0 np. wiek,
wzrost, dochody, ceny.
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Skale pomiarowe
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Cele przeksztaªcania danych

1 Stabilizacja wariancji (w ramach kilku grup danych ró»ni¡cych si¦ ±rednimi
mog a by¢ ró»ne rozrzuty, podczas gdy wymagany jest staªy rozrzut w
grupach). Je±li znana jest zale»no±¢ wariancji od ±redniej w grupach:
σ2(x) = Φ[E (x)] to funkcj¦ y = f (x), wedªug której nale»y przeksztaªci�dane
mo»na w przybli»eniu wyznaczy¢ z zale»no±ci: dy

dx = const√
σ2(x)

2 Linearyzacja zale»no±ci mi¦dzy dwiema cechami je»eli linia regresji
mi¦dzy dwoma zmiennymi ilo±ciowymi wyra¹nie nie posiada charakteru
liniowego, to mo»na konstruowa¢ lini¦ regresji w postaci krzywoliniowej lub
przeksztaªci¢ wst¦pnie dane, aby otrzyma¢ zale»no±¢ liniow¡. W tym drugim
przypadku metody analizy s¡ szczególnie proste, a wyniki intuicyjnie
zrozumiaªe i ªatwe do interpretacji.

3 Normalizacja rozkªadu. Cz¦sto metoda analizy, któr¡ zamierzamy stosowa¢
wymaga, aby dana próba zostaªa pobrana ze zbiorowo±ci o rozkªadzie
normalnym (Gaussa). Niektóre metody s¡ maªo wra»liwe na nienormalno±¢
rozkªadu, wi¦c cel (3) jest na ogóª mniej wa»ny od celów (1) i (2). Niektóre
przeksztaªcenia normalizuj¡ rozkªad przy okazji stabilizacji wariancji czy
linearyzacji linii regresji
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Przeksztaªcania danych - funkcje

(1) Przeksztaªcenie logarytmiczne y = loga(x) gdzie a = e lub a = 10.
Przeksztaªcenie to

Stabilizuje wariancj¦, gdy σ2(x) ro±nie znacznie w zale»no±ci od
warto±ci ±redniej

Linearyzuje zale»no±ci zbli»one do wykªadniczych

Zmniejsza dodatni¡ asymetri¦ rozkªadu

Przeksztaªcenie logarytmiczne u»ywane jest np. wówczas, gdy ±redni
przyrost efektu ∆E jest proporcjonalny do ±redniego wzgl¦dnego przyrostu
przyczyny ∆P

P tzn. ∆E = k∆P
P → E = k ln(P) + C . Równie» stosowane,

gdy dane przyjmuj¡ warto±ci ci¡gu geometrycznego, np. w przypadku
szeregu rozcie«cze«.
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Przeksztaªcania danych - funkcje

(2) Przeksztaªcenie odwrotno±ciowe y = 1

x

Stabilizuje wariancj¦, gdy σ2(x) jest proporcjonalna do czwartej
pot¦gi ±redniej

Du»ym warto±ciom pierwotnym odpowiadaj¡ ma¦e warto±ci po
przeksztaªceniu

�rednia arytmetyczna danych przeksztaªconych jest ±redni¡ harmoniczn¡
danych pierwotnych. Stosowane dla danych w postaci czasów prze»ycia.
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Przeksztaªcania danych frakcjia - funkcje

(a) Przeksztaªcenia k¡towe y = arc sin(p)
Dobrze stabilizuje wariancj¦, linearyzacja nie jest idealna.
(b) Przeksztaªcenie logitowe y = ln p

1−p
Lepiej linearyzuje - krzyw¡ sigmoidaln¡, nie zapewniaj¡ jednak caªkowitej
stabilizacji rozrzutu.
(c) Przeksztaªcenie probitowe y = Φ−1(p) + 5
Ma wªa±ciwo±ci podobne do ligitowego.
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Agregacja danych - szereg rozdzielczy

Warto±ci pobranej próby których cz¦sto jest bardzo du»o, zwykle wygodnie
jest uporz¡dkowa¢ w tzw. szeregu rozdzielczym. Je±li liczba mo»liwych
przyjmowanych warto±ci jest niewielka stosuje si¦ szereg rozdzielczy
jednostopniowy (prosty, punktowy), w przypadku gdy liczba mo»liwych
przyjmowanych warto±ci jest du»a stosuje si¦ szereg rozdzielczy
wielostopniowy (zªo»ony, przedziaªowy).
Szereg rozdzielczy umo»liwia oszacowanie i zobrazowanie gra�czne (za
pomoc¡ histogramu) rozkªadu z którego zostaªa wylosowana próba.
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Etapy tworzenia szeregu rozdzielczego zªo»onego

1 Wyznaczamy mini xi oraz maxi xi
2 Wyznaczamy rozst¦p z próby R = maxi xi −mini xi
3 Ustalamy liczb¦ przedziaªów klasowych k

4 Wyznaczamy lewy koniec pierwszego przedziaªu klasowego
mini xi − α2 , gdzie α - dokªadno±¢ pomiaru,

5 Wyznaczamy dªugo±¢ przedziaªu klasowego: h ­ R+α
k

6 Rozkªad empiryczny obserwacji zebranych w utworzonym szeregu
rozdzielczym, mo»emy zobrazowa¢ wykresem (histogramem).
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Wyznaczanie liczby przedziaªów klasowych

1 k ∼=
√
n

2 k ∼= 5 ln(n)
3 k ∼= 1+ 3, 3 ln(n)
4 Za pomoc¡ tabeli:

Liczba próbek Liczba przedziaªów
30− 60 6− 8
60− 100 7− 10
100− 200 9− 12
200− 500 11− 17
500− 1500 16− 25
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Jednostopniowy szereg rozdzielczy - przykªad

W pewnej klasie uczniowie otrzymali nast¦puj¡ce oceny:

3 4 3,5 4 2 4
2 3,5 5 3 4,5 5
2 2 4,5 3 4 3,5
2 4 4 5 4,5 2
5 4,5 3 2 4 3
4 2 4,5 3,5 3 3

Sporz¡dzi¢ jednostopniowy szereg rozdzielczy.
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Jednostopniowy szereg rozdzielczy - przykªad

ocena liczebno±¢ w cz¦sto±¢ cz¦sto±¢
próbie fi =

ni
n skumulowana

2 8 8

36

8

36

3 7 7

36

15

36

3, 5 4 4

36

19

36

4 9 9

36

28

36

4, 5 4 4

36

32

36

5 4 4

36
1∑

36 1 -
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Jednostopniowy szereg rozdzielczy - histogram

Histogram
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Wielostopniowy szereg rozdzielczy - przykªad

Dane dotycz¡ce zarobków w pewnej grupie zawodowej w±ród 40 wybranych
w sposób losowy osób ksztaªtowaªy si¦ nast¦puj¡co (z dokªadno±ci¡ do 1
zª):
1307 1560 1101 1617 1251 1481 1513 1390
1451 1612 1470 1680 1480 1413 1240 1580
1298 1690 1597 1273 1154 1312 1220 1683
1570 1635 1470 1535 1372 1590 1506 1455
1576 1341 1620 1357 1423 1170 1685 1473

Zbudowa¢ wielostopniowy (przedziaªowy) szereg rozdzielczy. Na podstawie
szeregu rozdzielczego utworzy¢ histogram.
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Wielostopniowy szereg rozdzielczy - przykªad

min
i

xi = 1101, max
i

xi = 1690, R = 1690− 1101 = 589

k =
√
n =
√
40 ≈ 6, h =

R

k
=

589
6

= 98, 167 ≈ 100

x0 = min
i

xi −
α

2
= 1101− 0, 5 = 1100, 5

Przedziaª �rodek Liczebno±¢ Cz¦sto±¢ Cz¦sto±¢ skumulowana
(xi−1, xi ] x∗i ni fi f ∗i

1100, 5− 1200 1150, 25 3 3

40

3

40

1200− 1300 1250 5 5

40

8

40

1300− 1400 1350 7 7

40

15

40

1400− 1500 1450 8 8

40

23

40

1500− 1600 1550 9 9

40

32

40

1600− 1700 1650 8 8

40
1∑

- 40 1 -
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Wielostopniowy szereg rozdzielczy - histogram

Histogram
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Miary statystyczne - miary poªo»enia

1 �rednia z próby:
1 Dane niepogrupowane : x = 1

n

∑n
i=1

xi ,

2 Szereg rozdzielczy punktowy : x = 1

n

∑k
i=1

xini
3 Szereg rozdzielczy przedziaªowy : x = 1

n

∑k
i=1

x∗i ni
2 Moda (dominanta) (Mo) - warto±¢ najcz¦stsza

1 Dane niepogrupowane - warto±¢ najcz¦stsza o ile nie jest to warto±¢
skrajna (wówczas moda jest nieokre±lona)

2 Szereg rozdzielczy punktowy - warto±¢ najcz¦stsza o ile nie jest to
warto±¢ skrajna (wówczas moda jest nieokre±lona)

3 Szereg rozdzielczy przedziaªowy -

Mo = xm +
nm − nm−1

(nm − nm−1) + (nm − nm+1)
hm
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Miary statystyczne - miary poªo»enia

3 Mediana - warto±¢ ±rodkowa w uporz¡dkowanej próbie:
1 Dane niepogrupowane :

Me =

{
x( n+1

2
), n = 2k + 1

1

2
(x( n

2
) + x( n

2
+1)), n = 2k

2 Szereg rozdzielczy punktowy :

Me =

{
x( n+1

2
), n = 2k + 1

1

2
(x( n

2
) + x( n

2
+1)), n = 2k

3 Szereg rozdzielczy przedziaªowy :

Me = xm +
n
2
−
∑m−1

i=1
ni

nm
hm

xm - lewy koniec przedziaªu z median¡, nm - liczebno±¢ przedziaªu z
median¡, hm - dªugo±¢ przedziaªu z median¡
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Miary statystyczne - miary poªo»enia

4 Kwartyle (dolny Q1 i górny Q3) : warto±ci które dziel¡ uporz¡dkowan¦
prób¦ w stosunku 1:3 i 3:1.

5 Kwantyle rz¦du p ∈ [0; 1] : warto±ci które dziel¡ uporz¡dkowan¡ prób¦
w stosunki p : 1-p.

6 Inne ±rednie (geometryczna, harmoniczna).
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Miary statystyczne - miary rozproszenia (zmienno±ci)

1 Rozst¦p
R = max

i
xi −min

i
xi

2 Wariancja:
1 Dane niepogrupowane :

s2 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)2 =
1

n

n∑
i=1

x2i − (x)2

2 Szereg rozdzielczy punktowy :

s2 =
1

n

k∑
i=1

(xi − x)2ni =
1

n

k∑
i=1

x2i ni − (x)2,

3 Szereg rozdzielczy przedziaªowy :

s2 =
1

n

k∑
i=1

(x∗i − x)2ni =
1

n

k∑
i=1

(x∗i )
2ni − (x)2

Andrzej Krajka Informatyka
Metody probabilistyczne i statystyka

111 / 223



Miary statystyczne - miary rozproszenia (zmienno±ci)

3 Odchylenie standardowe
s =
√
s2,

typowy przedziaª zmienno±ci (x − s, x + s)
4 Odchylenie przeci¦tne od ±redniej arytmetycznej

1 Dane niepogrupowane : d1 =
1

n

∑n
i=1
|xi − x |

2 Szereg rozdzielczy punktowy : d1 =
1

n

∑k
i=1
|xi − x |ni

3 Szereg rozdzielczy przedziaªowy : d1 =
1

n

∑k
i=1
|x∗i − x |ni

5 Odchylenie przeci¦tne od mediany
1 Dane niepogrupowane : d2 =

1

n

∑n
i=1
|xi −Me |

2 Szereg rozdzielczy punktowy : d2 =
1

n

∑k
i=1
|xi −Me |ni

3 Szereg rodzielczy przedziaªowy : d2 =
1

n

∑k
i=1
|x∗i −Me |ni
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Miary statystyczne - miary rozproszenia (zmienno±ci)

6 Odchylenie ¢wiartkowe Q = Q3−Q1
2

7 Wspóªczynnik zmienno±ci V = s
x · 100%

8 Wspóªczynnik nierównomierno±ci H = d1
x · 100%

9 Pozycyjny wspóªczynnik nierównomierno±ci H2 =
d2
mO
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Miary statystyczne - miary asymetrii

1 Wspóªczynnik asymetrii

1 Dane niepogrupowane : A =
1

n

∑n

i=1
(xi−x)3

s3

2 Szereg rozdzielczy punktowy : A =
1

n

∑k

i=1
(xi−x)3ni
s3

3 Szereg rozdzielczy przedziaªowy : A =
1

n

∑k

i=1
(x∗i −x)

3ni

s3

2 Wska¹nik asymetrii w s
1
= x −MO , w

s
2
= x −Me

3 Wspóªczynniki sko±no±ci A1 =
x−MO

s , A2 =
x−MO
d1
, A3 =

Q3+Q1−2Me
2Q
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Miary statystyczne - miary koncentracji

1 Wspóªczynnik skupienia (kurtoza)

1 Dane niepogrupowane : K =
1

n

∑n

i=1
(xi−x)4

s4

2 Szereg rozdzielczy punktowy : K =
1

n

∑k

i=1
(xi−x)4ni
s4

3 Szereg rozdzielczy przedziaªowy : K =
1

n

∑n

i=1
(x∗i −x)

4ni

s4

2 Eksces q = K − 3

Andrzej Krajka Informatyka
Metody probabilistyczne i statystyka

115 / 223



Miary statystyczne - przykªad 1.

ocena ni fi f ski xini xi − x (xi − x)2 (xi − x)2ni
2 8 8

36

8

36
16 −1, 47222 2, 16743 17, 33944

3 7 7

36

15

36
21 −0, 47222 0, 22299 1, 56093

3, 5 4 4

36

19

36
14 0, 02778 0, 00077 0, 00308

4 9 9

36

28

36
36 0, 52778 0, 27855 2, 50695

4, 5 4 4

36

32

36
18 1, 02778 1, 05633 4, 22532

5 4 4

36
1 20 1, 52778 2, 33411 9, 33644∑

36 1 - 125 - - 34, 97216

x =
1
n

6∑
i=1

xini =
125
36

= 3, 47222

s2 =
1
n

6∑
i=1

(xi − x)2ni =
34, 97216

36
= 0, 97145

s =
√
0, 97145 = 0, 98562

Me =
x18 + x19

2
=

3, 5+ 3, 5
2

= 3, 5, Mo = 4
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Miary statystyczne - przykªad 2.

(xi−1, xi ] x∗i ni fi f ski x∗i ni (x∗i )
2ni

1100, 5− 1200 1150, 25 3 3

40

3

40
3450, 75 3969225

1200− 1300 1250 5 5

40

8

40
6250 7812500

1300− 1400 1350 7 7

40

15

40
9450 12757500

1400− 1500 1450 8 8

40

23

40
11600 16820000

1500− 1600 1550 9 9

40

32

40
13950 21622500

1600− 1700 1650 8 8

40
1 13200 21780000∑

- 40 1 - 57900, 75 84761725

x =
1
n

6∑
i=1

x∗i ni =
57900, 75

40
= 1447, 52

s2 =
1
n

6∑
i=1

(x∗i )
2ni − (x)2 =

84761725
40

− 2095310, 53 = 23732, 6

s =
√
23732, 6 = 154, 05, Me = 1400+

20− 15
8
· 100 = 1462, 5

Mo = 1500+
9− 8

(9− 8) + (9− 8)
· 100 = 1550
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Estymacja

Jednym z najwa»niejszych zada« statystyki matematycznej jest ocena
parametrów rozkªadu z którego zostaªa wylosowana próba na podstawie
wylosowanych warto±ci próby. Przykªadowo je±li badamy wzrost w populacji
osób, który ma rozkªad N(µ, σ), to na podstawie wylosowanej próbki
chcieliby±my oszacowa¢ ±redni wzrost populacji (µ) i o ile ±rednio odchyla
si¦ wzrost w populacji od tej wyznaczonej warto±ci ±redniej (σ). Je±li
poszukujemy oszacowania parametru Θ, to szukamy takiej statystyki
(funkcji z próby) T (X1,X2, . . . ,Xn), która w sposób najlepszy przybli»a
nam parametr Θ. Statystyki szacuj¡ce dany parametr Θ nazywamy
estymatorami. Je±li poszukujemy pojedynczego parametru Θ, to tak¡
estymacj¦ nazywamy estymacj¡ punktow¡.
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Estymator nieobci¡»ony

Estymator nieobci¡»ony

Estymator nazywamy nieobci¡»onym, je±li

E (T (X1,X2, . . . ,Xn)) = Θ,

czyli �na ±rednio� warto±ci estymatora s¡ zbli»one
do szacowanego parametru. Je±li tak nie jest to es-
tymator T (X1,X2, . . . ,Xn) jest obci¡»ony, a ró»nic¦
E (T (X1,X2, . . . ,Xn))−Θ, nazywamy jego obci¡»eniem.
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Ocena estymatora

Bª¡d estymatora

O jako±ci estymatora ±wiadczy ±rednie odchylenie kwadratowe

(im mniejsze, tym dany estymator jest lepszy)

BSKΘ(T (X1,X2, . . . ,Xn)) = E (T (X1,X2, . . . ,Xn)−Θ)2.

Estymatory s¡ z reguªy tym lepsze im z wi¦kszej liczby
próbek wyznaczaj¡ szukany parametr.
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Estymator zgodny

Estymator zgodny

Estymator T (X1,X2, . . . ,Xn) jest zgodny z Θ, je±li
T (X1,X2, . . . ,Xn) → Θ, gdy n → ∞, czyli dla dostatecz-
nie du»ej próby warto±ci estymatora le»¡ �blisko� faktycznej
warto±ci parametru Θ.
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Metody wyznaczania estymatorów

1 Metoda momentów - wyznaczamy momenty z próby

Mk =
1
n

n∑
i=1

xki ,

które s¡ estymatorami momentów EX k , a te z kolei zale»¡ od
wyznaczanych parametrów.

2 Metoda najwi¦kszej wiarygodno±ci - je»eli badana populacja ma
g¦sto±¢ rozkªadu f (x ,Θ), to tworzymy funkcj¦ wiarygodno±ci

L(X1,X2, . . . ,Xn) =
n∏

j=1

f (xj ,Θ)

i znajdujemy parametr Θ, dla którego osi¡ga ona maksimum.
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Metoda momentów -przykªad

Je±li szukanym parametrem jest Θ = EX , to

x =
1
n

n∑
i=1

xi ,

jest najlepszym estymatorem Θ.
Je±li szukanym parametrem jest Θ = σ2X , to

s2 =
1

n − 1

n∑
i=1

(xi − x)2,

jest najlepszym estymatorem Θ.
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Estymacja przedziaªowa

W przypadku estymacji punktowej wyznaczali±my pojedyncz¡ warto±¢,
która stanowiªa przybli»enie poszukiwanego parametru Θ. Jednak»e
prawdopodobie«stwo, »e wyznaczona z próbki warto±¢ szukanego
parametru jest równa warto±ci tego parametru w populacji jest bliskie 0.
Znacznie lepszym podej±ciem jest estymacja przedziaªowa. W estymacji
przedziaªowej ustalamy prawdopodobie«stwo 1− α tzw. poziom ufno±ci
oraz wyznaczamy przedziaª do którego z prawdopodobie«stwem 1− α
nale»y wyznaczany parametr, czyli wyznaczamy takie a i b, »e
P[a ¬ Θ ¬ b] = 1− α. Oczywi±cie im wi¦kszy przyjmiemy poziom ufno±ci,
tym wi¦kszy przedziaª uzyskamy. Najcz¦±ciej jako poziom ufno±ci przyjmuje
si¦ warto±¢ 0, 95 (typowy poziom ufno±ci), albo 0, 9; 0, 99, czy te» 0, 975.
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Oznaczenia

Oznaczmy:

x =
1
n

n∑
i=1

xi ,

s2 =
1
n

n∑
i=1

(xi − x)2,

Andrzej Krajka Informatyka
Metody probabilistyczne i statystyka

125 / 223



Przedziaªy ufno±ci dla ±redniej

1 MODEL I - Badana cecha ma rozkªad normalny N(µ, σ), o nieznanym
µ i znanym σ. Z tablic standardowego rozkªadu normalnego
odczytujemy warto±¢ u(1− α/2). Przedziaª ufno±ci:

µ ∈ [x − u(1− α
2
) · σ√

n
, x + u(1− α

2
) · σ√

n
]

2 MODEL II - Badana cecha ma rozkªad normalny N(µ, σ), o
nieznanych µ i σ. Z tablic rozkªadu t-studenta z n − 1 stopniami
swobody odczytujemy warto±¢ t(1− α

2
, n − 1). Przedziaª ufno±ci:

µ ∈ [x − t(1− α
2
, n − 1) · s√

n − 1
, x + t(1− α

2
, n − 1) · s√

n − 1
]

3 MODEL III - Badana cecha ma dowolny rozkªad o nieznanej warto±ci
oczekiwanej µ i nieznanym odchyleniu standardowym σ, za± liczebno±¢
próby jest du»a (n ­ 100). Z tablic standardowego rozkªadu
normalnego odczytujemy warto±¢ u(1− α/2). Przedziaª ufno±ci:

µ ∈ [x − u(1− α
2
) · s√

n
, x + u(1− α

2
) · s√

n
]
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Przedziaªy ufno±ci dla ±redniej

Twierdzenie o ±redniej

Je»eli {Xn, n ­ 1} jest ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o
rozkªadzie N(µ, σ) to∑n

i=1
Xi

n − µ
σ√
n

D−→ N(0, 1), n→∞,∑n

i=1
Xi

n − µ
s√
n−1

D∼ t(n − 1), n < 100,∑n

i=1
Xi

n − µ
s√
n

D−→ N(0, 1), n→∞,

gdzie t(n) jest rozkªadem t-Studenta z parametrem n.
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Kwantyle rz¦du 1− α
2
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Kwantyle rozkªadu normalnego u(p)
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Kwantyle rozkªadu t-studenta t(p, n)
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Przedziaªy ufno±ci dla ±redniej

Przykªad

W celu analizy miesi¦cznych wydatków mieszkaniowych wylosowano
n = 25 rodzin i wyznaczono ±rednie wydatki x = 530z miesi¦cznie. Z
poprzednich bada« wiadomo, »e rozkªad tych wydatków jest w przy-
bli»eniu normalny oraz σ = 60z . Oblicz przedziaª ufno±ci dla ±redniej
wydatków mieszkaniowych dla wspóªczynnika ufno±ci 1− α = 0.01.

Wiemy, »e x =
∑

25

i=1 Xi/n = 530 oraz σ = 60, korzystamy z MODELU I. Z
Tablic rozkªadu normalnego: odczytujemy, »e u(1− α

2
) = 2.58 wi¦c

µ ∈ [530− 2.58 ∗ 60
5
, 530+ 2.58 ∗ 60

5
] = [499, 561].

Andrzej Krajka Informatyka
Metody probabilistyczne i statystyka

131 / 223



Przedziaªy ufno±ci dla ±redniej

Przykªad

W wyniku badania stanu zdrowia 1000 losowo wybranych dzieci za-
mieszkaªych w Lublinie u 250 stwierdzono wady wzroku. Jak liczna
powinna by¢ próba, aby przy wspóªczynniku ufno±ci 1 − α = 0.95
oszacowa¢ odsetek ogóªu dzieci z wadami wzroku w Lublinie, je±li nie
chcemy si¦ pomyli¢ o wi¦cej ni» 4%?
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Przedziaªy ufno±ci dla wariancji

1 MODEL I - Badana cecha ma rozkªad normalny N(µ, σ), o nieznanych
parametrach µ i σ, za± próba jest maªa (n ¬ 50). Z tablic rozkªadu χ2

odczytujemy warto±ci χ2(1− α
2
, n − 1) i χ2(α

2
, n − 1). Przedziaª

ufno±ci:

σ2 ∈ [
ns2

χ2(1− α
2
, n − 1)

,
ns2

χ2(α
2
, n − 1)

]

2 MODEL II - Badana cecha ma rozkªad normalny N(µ, σ), o
nieznanych parametrach µ i σ, za± próba jest du»a (n > 50). Z tablic
standardowego rozkªadu normalnego odczytujemy warto±¢ u(1− α/2).
Przedziaª ufno±ci:

σ2 ∈ [
2ns2

(
√
2n − 3+ u(1− α

2
))2
,

2ns2

(
√
2n − 3− u(1− α

2
))2

]
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Przedziaªy ufno±ci dla warancji

Twierdzenie o wariancji

Je»eli {Xn, n ­ 1} jest ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o
rozkªadzie N(µ, σ) to ∑n

i=1 X
2

i

σ2
D∼ χ2(n − 1), n ¬ 50,√

2
∑n

i=1 X
2

i

σ
−
√
2n − 3 D−→ N(0, 1), n→∞.

gdzie χ2(n) jest rozkªadem χ2 z n stopniami swobody.
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Kwantyle rozkªadu χ2 χ2(p, n)
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Estymacja - uwagi

1 W MODELU III dla ±redniej, w przypadku, gdy parametr σ jest znany
w miejsce s wstawiamy σ.

2 W MODELACH dla wariancji, je±li parametr µ jest znany, wówczas we
wzorze na s x zast¦pujemy µ, czyli

s2 =
1
n

n∑
i=1

(xi − µ)2,

a w przypadku MODELU I tak»e liczb¦ stopni swobody (n − 1),
zast¦pujemy warto±ci¡ n.
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Przedziaªy ufno±ci dla wariancji

Przykªad

Na podstawie losowej próby 20 tabliczek czekolady otrzymano od-
chylenie standardowe s = 10g (zakªadamy, »e rozkªad wagi tabliczki
czekolady jest w przybli»eniu Nµ, σ)). Jaki jest przedziaª ufno±ci dla
odchylenia standardowego w rozkªadzie wagi wszystkich produkowa-
nych tabliczek czekolady przy wspóªczynniku ufno±ci 1− α = 0.9?

Poniewa» liczebno±¢ próby jest 20 < 50 a µ nieznane wi¦c korzystamy z
MODELU I. Mamy ns2 = 200 oraz
χ2(0.95, 19) = 10.12, χ2(0.05, 19) = 30.14 wi¦c

σ2 ∈ [
2000
30.14

,
2000
10.12

] = [66.3, 197.7]

a st¡d
σ ∈ [
√
66.3,
√
197.7] = [8.1, 14.1].
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Przedziaªy ufno±ci dla frakcji (wska¹nika struktury)

Zaªó»my, i» pobieraj¡c próbk¦ interesuje nas w obserwacjach tylko
posiadanie pewnej cechy, lub jej brak (czyli próbki mog¡ przyjmowa¢ tylko
2 warto±ci). Wska¹nik struktury p okre±la jaka cz¦±¢ populacji posiada t¦
cech¦.

1 Próbka jest du»a (n ­ 100). Z tablic standardowego rozkªadu
normalnego odczytujemy warto±¢ u(1− α/2), oraz wyznaczamy
warto±¢ p̂ = m

n , gdzie m jest liczb¡ elementów w próbie, które
posiadaj¡ badan¡ cech¦.
Przedziaª ufno±ci:

p ∈ [p̂ − u(1− α
2
)

√
p̂(1− p̂)

n
, p̂ + u(1− α

2
)

√
p̂(1− p̂)

n
]
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Przedziaªy ufno±ci dla frakcji

Twierdzenie o frakcji

Niech {X ,Xn, n ­ 1} ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o
rozkªadzie normalnym a A b¦dzie pewnym zdarzeniem o prawdopo-
dobie«stwie P[X ∈ A] = p. Wtedy

p − p̂√
p̂(1−p̂)

n

D−→ N(0, 1), n→∞,

gdzie p̂ =

∑n

i=1
I [Xi∈A]
n .
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Graniczny bª¡d pomiaru

Zagadnieniem zbli»onym do estymacji przedziaªowej jest wyznaczanie
granicznego bª¦du pomiaru (eg = ±ks). Szukamy zatem takiej warto±ci eg ,
»e

P[|x − µ| ¬ eg ] = P[x − eg ¬ µ ¬ x + eg ] = p,

czyli wyznaczona do±wiadczalnie wielko±¢ x ró»ni si¦ od faktycznej µ o eg z
prawdopodobie«stwem p. Je±li próba jest du»a lub badana wielko±¢ ma
rozkªad normalny o znanej wariancji, to eg = u(1

2
+ p

2
) σ√

n
. Je±li rozkªad

badanej wielko±ci jest normalny a wariancja nieznana, to
eg = t(1

2
+ p

2
, n − 1) s√

n−1 .

Najcz¦±ciej w badaniach wedªug norm mi¦dzynarodowych przyjmuje si¦
k = 2, k = 2, 6 lub k = 3.
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Estymacja - przykªad 1.

Przeprowadzono badania w±rod studentów, zadaj¡c pytanie o czas (w
godzinach) po±wi¦cony na nauk¦ w tygodniu i otrzymano wyniki:

2,5 4 7 3,5 8
4 5,5 6,5 5,5 3,5
6 3 2,5 7,5 5
5,5 4,5 8,5 6,5 7

Na typowym poziomie ufno±ci (1− α = 0, 95), zakªadaj¡c, »e czas
po±wi¦cony na nauk¦ ma rozkªad normalny wyznaczy¢ przedziaª ufno±ci dla
warto±ci ±redniej liczby godzin po±wi¦conych przez studentów na nauk¦
wci¡gu tygodnia.
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Estymacja - przykªad 1.

Parametry µ i σ, s¡ nieznane, rozkªad jest normalny - wybieramy MODEL
II dla ±redniej.

1− α
2
= 0, 975, n − 1 = 19, t(0, 975; 19) = 2, 093

x =
1
20

20∑
i=1

xi = 5, 3

s2 =
1
20

20∑
i=1

x2i − (x)2 = 3, 16, s = 1, 78

µ ∈ [5, 3− 2, 093 · 1, 78√
19
, 5, 3+ 2, 093 · 1, 78√

19
]

µ ∈ [4, 4453; 6, 1547]
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Estymacja - przykªad 2.

Wylosowano 300 osób zamieszkaªych w Lublinie i okazaªo si¦, »e 220
spo±ród nich pali papierosy. Na typowym poziomie ufno±ci 1− α = 0, 95,
wyznaczy¢ przedziaª ufno±ci dla odsetka mieszka«ców Lublina pal¡cych
papierosy.
Szukamy przedziaªu ufno±ci dla wska¹nika struktury, próba jest du»a
(n > 100) - wybieramy MODEL dla wska¹nika struktury.

1− α
2
= 0, 975, p̂ =

m

n
=

220
300

=
11
15
, u(0, 975) = 1, 96

p ∈ [
11
15
− 1, 96

√
11

15
· 4

15

300
,
11
15

+ 1, 96

√
11

15
· 4

15

300
]

p ∈ [0, 6833; 0, 7834]
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Estymacja - przykªad 3.

Zakªadamy, »e roczne dochody pracownika z pewnej grupy zawodowej s¡
zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie normalnym N(µ, σ) z nieznymi parametrami µ
i σ. W celu oszacowania parametru σ wylosowano prób¦ n = 17 osób i
obliczono ich ±rednie dochody x = 12 tys. zª. i odchylenie standardowe ich
dochodów s = 4, 72 tys. zª. Wyznacz przedziaª ufno±ci dla odchylenia
standardowego σ.
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Estymacja - przykªad 3.

Szukamy przedziaªu ufno±ci dla wariancji parametry µ i σ s¡ nieznane,
rozkªad jest normalny, próba jest maªa (n < 50) - wybieramy MODEL I dla
wariancji.

1− α = 0, 95, 1− α
2
= 0, 975

χ2(0, 975, 16) = 28, 845, χ2(0, 025, 16) = 6, 908

σ2 ∈ [
17 · (4, 72)2

28, 845
,
17 · (4, 72)2

6, 908
]

σ2 ∈ [13, 13; 54, 825]

σ ∈ [3, 6235; 7, 4]
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Hipoteza statystyczna

Kombinatoryka

Hipotez¡ statystyczn¡ nazywamy dowolne stwierdzenie lub
przypuszczenie, które mo»e by¢ zwery�kowane metodami sta-
tystycznymi w opraciu o losowo wybran¡ prób¦.
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Rodzaje hipotez statystycznych

Hipotezy dzielimy na:
1 Parametryczne - wymagaj¡ normalno±ci rozkªadu badanej cechy (a co

za tym idzie badana cecha musi by¢ na skali ilorazowej) i dotycz¡
parametrów tego rozkªadu

2 Nieparametryczne - nie wymagaj¡ normalno±ci rozkªadu badanej cechy

Podziaª ten jest w du»ej mierze historyczny a granice mi¦dzy
poszczególnymi rodzajami hipotez coraz bardziej si¦ zacieraj¡.
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Etapy wery�kacji hipotezy statystycznej (testu
statystycznego)

1 Wybór testu.
2 Ustalenie postaci hipotez zerowej H0 i alternatywnej H1.

3 Wyznaczenie obszaru krytycznego W na podstawie przyj¦tego
poziomu istotno±ci testu (α).

4 Wyznaczenie warto±ci statystyki testowej i ustalenie czy nale»y ona do
obszaru krytycznego

5 Pozostawienie hipotezy H0 jako nieodrzuconej, lub odrzucenie
hipotezy H0 na rzecz hipotezy alternatywnej H1.
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Rodzaje bª¦dów wery�kacji hipotez statystycznych

Hipoteza prawdziwa Hipoteza nieprawdziwa
przyj¡¢ + bª¡d 2-rodzaju (β)
odrzuci¢ bª¡d 1-rodzaju (α) +

Przy wery�kacji hipotezy mo»emy popeªni¢ 2 rodzaje bª¦dów:
1 Bª¡d 1-rodzaju - odrzucenie hipotezy prawdziwej
2 Bª¡d 2-rodzaju - przyj¦cie hipotezy faªszywej
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Rodzaje bª¦dów wery�kacji hipotez statystycznych

Nie da si¦ zmniejszy¢ prawdopodobie«stwa popeªnienia tych bª¦dów
jednocze±nie. Zmniejszaj¡c prawdopodobie«stwo popeªnienia bª¦du
pierwszego rodzaju (α), zwi¦kszamy prawdopodobie«stwo popeªnienia
bª¦du drugiego rodzaju (β) i odwrotnie. Wi¦kszo±¢ testów statystycznych
zbudowana jest w ten sposób, »e testuj¡cy wybiera poziom istotno±ci testu
(α), a sam test minimalizuje warto±¢ β. Podobnie jak w wypadku estymacji
najcz¦±ciej przyjmowanym poziomem istotno±ci jest α = 0, 05.
Prawdopodobie«stwo popeªnienia bª¦du pierwszego rodzaju (α) nazywamy
poziomem istotno±ci testu a w naukach technicznych jest to ryzyko
wytwórcy.
Warto±¢ 1− α nazywamy poziomem ufno±ci testu.
Warto±¢ 1− β nazywamy moc¡ testu.
Prawdopodobie«stwo popeªnienia bª¦du drugiego rodzaju (β) w naukach
technicznych nazywane jest ryzykiem odbiorcy.
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p warto±¢ prawdopodobie«stwa

Alternatywnie zamiast sprawdza¢, czy wyznaczona warto±¢ statystyki
testowej znajduje si¦ w obszarze krytycznym W , mo»na wyznaczy¢ tak¡
warto±¢ prawdopodobie«stwa popeªnienia bªedu pierwszego rodzaju p, przy
której warto±¢ statystyki testowej znajduje si¦ na brzegu obszaru
krytycznego. Jest to zatem najmniejszy poziom istotno±ci, który pozwala na
odrzucenie hipotezy H0.
Czyli je±li α jest wybranym poziomem istotno±ci, to:

1 Je±li p ¬ α wówczas hipotez¦ H0 odrzucamy
2 Je±li p > α wówczas nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H0

Taka metoda stosowana jest w wielu programach statystycznych np.
STATISTICA.
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Krzywe operacyjne OC

Ryzyko odbiorcy (prawdopodobie«stwo popeªnienia bª¦du drugiego rodzaju)
mo»na przedstawi¢ na wykresie w zale»no±ci od warto±ci ±redniej z
wylosowanej próby. Wykres taki jest nazywany krzyw¡
operacyjno-charakterystyczn¡ lub w skrócie krzyw¡ OC.
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Krzywe operacyjne OC
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Testy parametryczne

Testy parametryczne stosuje si¦ w sytuacjach w których stawiamy hipotezy
dotycz¡ce parametrów rozkªadu. S¡ 2 rodzaje testów parametrycznych:

1 Testy porówna« z warto±ci¡ referencyjn¡
2 Testy porówna« mi¦dzygrupowych (wymagaj¡ jednorodno±ci

wariancji).
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Hipotezy parametryczne - ±rednia

Test z
Zaªo»enia:

1 Badana cecha ma rozkªad normalny N(µ, σ),

2 Parametr σ jest znany,
3 Dane na skali interwaªowej lub ilorazowej.

Stawiamy hipotez¦ zerow¡ H0 : µ = µ0

Statystyka testowa H1 Obszar krytyczny W

U = x−µ0
σ

√
n

µ ̸= µ0 (−∞,−u(1− α
2
)] ∪ [u(1− α

2
,+∞)

µ < µ0 (−∞,−u(1− α)]
µ > µ0 [u(1− α),+∞
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Hipotezy parametryczne - ±rednia

Test t
Zaªo»enia:

1 Badana cecha X ma rozkªad normalny N(µ, σ)

2 Parametr σ jest nieznany,
3 Dane na skali interwaªowej lub ilorazowej.

Stawiamy hipotez¦ zerow¡ H0 : µ = µ0

Statystyka testowa H1 Obszar krytyczny W

t = x−µ0
s

√
n − 1

µ ̸= µ0 *
µ < µ0 (−∞,−t(1− α, n − 1)]
µ > µ0 [t(1− α, n − 1),+∞)

∗ = (−∞,−t(1− α
2
, n − 1)] ∪ [t(1− α

2
, n − 1),+∞)
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Hipotezy parametryczne - ±rednia

Test z
Zaªo»enia:

1 Badana cecha X ma dowolny rozkªad
2 Próba jest du»a (n ­ 100),
3 Dane na skali interwaªowej lub ilorazowej.

Stawiamy hipotez¦ zerow¡ H0 : µ = µ0

Statystyka testowa H1 Obszar krytyczny W

U = x−µ0
s

√
n

µ ̸= µ0 (−∞,−u(1− α
2
)] ∪ [u(1− α

2
),+∞)

µ < µ0 (−∞,−u(1− α)]
µ > µ0 [u(1− α),+∞)
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Hipotezy parametryczne - wariancja

Zaªo»enia:
1 Badana cecha X ma rozkªad normalny N(µ, σ),

2 Próba jest maªa (n < 50),
3 Dane na skali interwaªowej lub ilorazowej.

Stawiamy hipotez¦ zerow¡ H0 : σ
2 = σ2

0

Statystyka testowa H1 Obszar krytyczny W

χ2 = ns2

σ20

σ2 ̸= σ2
0

(0, χ2(α
2
, n − 1)] ∪ [χ2(1− α

2
, n − 1),+∞)

σ2 < σ2
0

(0, χ2(α, n − 1)]
σ2 > σ2

0
[χ2(1− α, n − 1),+∞)
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Hipotezy parametryczne - wariancja

Zaªo»enia:
1 Badana cecha X ma rozkªad normalny N(µ, σ),

2 Próba jest du»a (n ­ 50),
3 Dane na skali interwaªowej lub ilorazowej.

Stawiamy hipotez¦ zerow¡ H0 : σ
2 = σ2

0

Statystyka testowa H1 Obszar krytyczny W

U =
√

2ns2

σ20
−
√
2n − 3

σ2 ̸= σ2
0

(−∞,−u(1− α
2
)] ∪ [u(1− α

2
),+∞)

σ2 < σ2
0

(−∞, u(1− α)]
σ2 > σ2

0
[u(1− α),+∞)
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Hipotezy parametryczne - wska¹nik struktury

Zaªo»enia:
1 Próba jest maªa n < 100.

Stawiamy hipotez¦ zerow¡ H0 : p = p0

Statystyka testowa H1 Obszar krytyczny W

U∗
p ̸= p0 (−∞,−u(1− α

2
)] ∪ [u(1− α

2
),+∞)

p < p0 (−∞,−u(1− α)]
p > p0 [u(1− α),+∞)

gdzie

U∗ = (2 arc sin
√

m

n
− 2 arc sin

√
p0)
√
n
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Hipotezy parametryczne - wska¹nik struktury

Zaªo»enia
1 Próba jest du»a n ­ 100.

Stawiamy hipotez¦ zerow¡ H0 : p = p0

Statystyka testowa H1 Obszar krytyczny W

U = m−np0√
np0(1−p0)

p ̸= p0 (−∞,−u(1− α
2
)] ∪ [u(1− α

2
),+∞)

p < p0 (−∞,−u(1− α)]
p > p0 [u(1− α),+∞)
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Hipotezy parametryczne - równo±¢ ±rednich

Test z
Zaªo»enia:

1 Badana cecha X1,X2 ma w dwóch populacjach rozkªady normalne
X1 = N(µ1, σ1) i X2 = N(µ2, σ2) (skala interwaªowa lub ilorazowa),

2 σ1 i σ2 s¡ znane.

Stawiamy hipotez¦ zerow¡ H0 : µ1 = µ2

Statystyka testowa H1 Obszar krytyczny W

U = x1−x2√
σ2
1

n1
+
σ2
2

n2

µ1 ̸= µ2 (−∞,−u(1− α
2
)] ∪ [u(1− α

2
),+∞)

µ1 < µ2 (−∞,−u(1− α)]
µ1 > µ2 [u(1− α),+∞)
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Hipotezy parametryczne - równo±¢ ±rednich

Test z
Zaªo»enia:

1 Próba jest du»a (n1 ­ 100, n2 ­ 100),
2 Skala interwaªowa lub ilorazowa

Stawiamy hipotez¦ zerow¡ H0 : µ1 = µ2

Statystyka testowa H1 Obszar krytyczny W

U = x1−x2√
s2
1
n1

+
s2
2
n2

µ1 ̸= µ2 (−∞,−u(1− α
2
)] ∪ [u(1− α

2
),+∞)

µ1 < µ2 (−∞,−u(1− α)]
µ1 > µ2 [u(1− α),+∞)
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Hipotezy parametryczne - równo±¢ ±rednich

Test t
Zaªo»enia:

1 Badana cecha X1,X2 ma w dwóch populacjach rozkªady normalne
X1 = N(µ1, σ1) i X2 = N(µ2, σ2) (skala interwaªowa lub ilorazowa),

2 σ1 i σ2 s¡ nieznane, ale σ1 = σ2 (homogeniczno±¢ wariancji)

Stawiamy hipotez¦ zerow¡ H0 : µ1 = µ2

Statystyka testowa H1 Obszar krytyczny W

t = x1−x2√
n1s

2
1
+n2s

2
2

n1+n2−2
( 1
n1

+ 1
n2

)

µ1 ̸= µ2 *
µ1 < µ2 (−∞,−t(1− α, n1 + n2 − 2)]
µ1 > µ2 [t(1− α, n1 + n2 − 2),+∞)

∗ = (−∞,−t(1− α
2
, n1 + n2 − 2)] ∪ [t(1− α

2
, n1 + n2 − 2),+∞)
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Hipotezy parametryczne - równo±¢ ±rednich

Test C Cochrana i Coxa
Zaªo»enia:

1 Badana cecha X1,X2 ma w dwóch populacjach rozkªady normalne
X1 = N(µ1, σ1) i X2 = N(µ2, σ2) (skala interwaªowa lub ilorazowa),

2 σ1 i σ2 s¡ nieznane, ale σ1 ̸= σ2 (heterogeniczno±¢ wariancji)
Stawiamy hipotez¦ zerow¡ H0 : µ1 = µ2

Statystyka testowa H1 Obszar krytyczny W

c = x1−x2√
s2
1

n1−1
+

s2
2

n2−1

µ1 ̸= µ2 *
µ1 < µ2 (−∞,−c(1− α, n1, n2)]
µ1 > µ2 [c(1− α, n1, n2),+∞)

∗ = (−∞,−c(1− α
2
, n1, n2)] ∪ [c(1−

α

2
, n1, n2),+∞),

gdzie kwantyle rozkªadu C dane s¡ przybli»onym wzorem:

c(p, n1, n2) ≈
s21

n1−1 t(p, n1 − 1) + s22
n2−1 t(p, n2 − 1)

s21
n1−1 +

s22
n2−1
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Hipotezy parametryczne - równo±¢ wska¹ników struktury

Zaªo»enia:
1 Próba jest du»a n1 ­ 100, n2 ­ 100.

Stawiamy hipotez¦ zerow¡ H0 : p1 = p2

Statystyka testowa H1 Obszar krytyczny W

U =
p∗1−p

∗
2√

p∗(1−p∗)
n∗

p1 ̸= p2 (−∞,−u(1− α
2
)] ∪ [u(1− α

2
),+∞)

p1 < p2 (−∞,−u(1− α)]
p1 > p2 [u(1− α),+∞)

gdzie

p∗1 =
m1

n1
, p∗2 =

m2

n2
, p∗ =

m1 +m2

n1 + n2
, n∗ =

n1n2
n1 + n2
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Hipotezy parametryczne - równo±¢ wska¹ników struktury

Zaªo»enia:
1 Próba jest maªa n1 < 100, lub n2 < 100.

Stawiamy hipotez¦ zerow¡ H0 : p1 = p2

Statystyka testowa H1 Obszar krytyczny W

U∗
p1 ̸= p2 (−∞,−u(1− α

2
)] ∪ [u(1− α

2
),+∞)

p1 < p2 (−∞,−u(1− α)]
p1 > p2 [u(1− α),+∞)

gdzie

U∗ = (2 arc sin
√
p∗
1
− 2 arc sin

√
p∗
2
)
√
n∗,

oraz
p∗1 =

m1

n1
, p∗2 =

m2

n2
, n∗ =

n1n2
n1 + n2

Andrzej Krajka Informatyka
Metody probabilistyczne i statystyka

167 / 223



Problemy

Mamy dwie grupy badanych osób: Grupa A z rakiem: n1 = 200
Grupa B zdrowi: n2 = 300
Liczba palaczy w ka»dej grupie wynosi odpowiednio:
Grupa A m1 = 183
Grupa B m2 = 156
Chcemy wiedzie¢ czy proporcje palaczy w obu grupach s¡ takie same?

1. Ho : pA = pB

2. Ho : pA ¬ pB

3. Ho : pA ­ pB

1. H1 : pA ̸= pB

2. H1 : pA > pB

3. H1 : pA < pB
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Hipotezy parametryczne - przykªady

Czas pracy baterii pewnego rodzaju ma rozkªad N(µ, 70). Na poziomie
istotno±ci 1− α = 0, 95 zwery�kowa¢ hipotez¦, »e przeci¦tny czas pracy
tego typu baterii wynosi ponad 500 godzin, je±li dla 16 losowo wybranych
baterii otrzymano x = 560.

1 Hipotezy o ±redniej - porównanie z warto±ci¡ referencyjn¡, badana
cecha ma rozkªad normalny o znanym σ - stosujemy test z.

2 H0 : µ = µ0 = 500, H1 : µ > µ0 = 500
3 W = [u(1− α),∞) = [1, 64;∞)

4 U = x−µ0
σ

√
n = 560−500

70

√
16 = 3, 43

5 U ∈W - odrzucamy hipotez¦ H0 na rzecz hipotezy H1.
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Hipotezy parametryczne - przykªady

Dokonano 100 pomiarów opó¹nie« autobusów w stosunku do rozkªadu.
Otrzymano x = 8, s = 4. Zakªadaj¡c, »e czas opó¹nie« ma rozkªad
normalny, zwery�kowa¢ na poziomie istotno±ci 1− α = 0, 99 hipotez¦, »e
wariancja opó¹nie« jest równa 9.

1 Hipotezy o wariancji - porównanie z warto±ci¡ referencyjn¡, badana
cecha ma rozkªad normalny, próba jest du»a - stosujemy test 2 dla
wariancji.

2 H0 : σ
2 = σ2

0
= 9, H1 : σ

2 ̸= σ2
0
= 9

3 W = (−∞;−u(1− α
2
)] ∪ [u(1− α

2
;∞) = (−∞;−2, 33] ∪ [2, 33;∞)

4 U =
√

2ns2

σ20
−
√
2n − 3 =

√
2·100·16

9
−
√
197 = 4, 82

5 U ∈W - odrzucamy hipotez¦ H0 na rzecz hipotezy H1.
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Hipotezy parametryczne - przykªady

W pewnym przedsi¦biorstwie wylosowano niezale»nie do próby 250 kobiet i
380 m¦»czyzn, i spytano ich, czy s¡ skªonni zmieni¢ swoje miejsce pracy.
Twierdz¡co odpowiedziaªo 100 kobiet i 280 m¦»czyzn. Czy na poziomie
istotno±ci 1− α = 0, 99 mo»na stwierdzi¢, »e kobiety w wi¦kszym stopniu
boj¡ si¦ zmiany pracy ni» m¦»czy¹ni?

1 Hipotezy o wska¹niku struktury - porównania mi¦dzygrupowe, próby s¡
du»e - stosujemy test 1 dla wska¹ników struktury

2 H0 : p1 = p2, H1 : p1 < p2
3 W = (−∞;−u(1− α)] = (−∞;−2, 33]
4

p∗1 =
100
250

= 0, 4, p∗2 =
280
380

= 0, 737, p∗ =
380
630

= 0, 603, n∗ =
250 · 380

630

n∗ = 150, 8, U =
p∗1−p

∗
2√

p∗(1−p∗)
n∗

= 0,4−0,737√
0,603·0,397

150,8

= −8, 458

5 U ∈W - odrzucamy hipotez¦ H0 na rzecz hipotezy H1.
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Hipotezy nieparametryczne - rodzaje

1 Testy jednorodno±ci wariancji: test F Fishera-Snedecora, test Levene'a,
test Browna-Forsythe'a

2 Testy zgodno±ci rozkªadów: test Koªmogorowa-Smirnowa, test
Shapiro-Wilka, test Lilieforsa, test χ2

3 Testy istotno±ci ró»nic
1 Dla 2 grup: test U Manna-Whitneya, test Fishera, testy parametryczne

(z,t i Cohrana i Coxa)
2 Dla wielu grup: ANOVA i MANOVA, test Kruskala-Wallisa,test χ2

3 Testy dla danych zale»nych: test Wilcoxona, test McNemary, test
Friedmana, test Kendalla

4 Inne testy: test losowo±ci próby (test serii), test znaków, test
niezale»no±ci χ2
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Rangi

Podczas przeprowadzania testów nieparametrycznych, cz¦sto zachodzi
konieczno±¢ nadania rang uzyskanym obserwacjom (rangowania).
Rangowane dane musz¡ by¢ na skali co najmniej porz¡dkowej.
W procedurze rangowania, nale»y najpierw uporz¡dkowa¢ rosn¡co zebrane
dane, a nast¦pnie nadaje si¦ im warto±ci (zwykle s¡ to kolejne liczby
caªkowite.
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Rangowanie - przykªad
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Testy jednorodno±ci wariancji

Jednym z istotnych warunków stosowalno±ci niektórych testów porówna«
mi¦dzygrupowych jest równo±¢ wariancji badanej cechy w porównywanych
grupach (jednorodno±¢ wariancji, homoskedastyczno±¢). Testami
wery�kuj¡cymi hipotez¦ o jednorodno±ci wariancji w porównywanych
grupach s¡ testy:

1 Dla 2 grup porównawczych:
1 Test F Fishera-Snedecora

2 Dla wi¦cej ni» 2 grup porównawczych:
1 Test Levene'a
2 Test Browna-Forsythe'a
3 Test Bartletta
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Testy jednorodno±ci wariancji

Test F Fishera-Snedecora
Zaªo»enia:

1 Badana cecha X1,X2 ma w dwóch populacjach rozkªady normalne
X1 = N(µ1, σ1) i X2 = N(µ2, σ2),

2 Dane na skali interwaªowej lub ilorazowej

Stawiamy hipotez¦ zerow¡ H0 : σ
2
1
= σ2

2

Statystyka testowa H1 Obszar krytyczny W

F =
s21
s22

σ2
1
̸= σ2

2
(0,min{F ∗, 1

F∗ }] ∪ [max{F ∗, 1

F∗ },+∞)
σ2
2
< σ2

1
[F (1− α, n1 − 1, n2 − 1),+∞)

F =
s22
s11

σ2
2
> σ2

1
[F (1− α, n2 − 1, n1 − 1),+∞)

F ∗ = F (
α

2
, n1 − 1, n2 − 1).
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Testy jednorodno±ci wariancji

Test Levene'a
Zaªo»enia:

1 Dane na skali interwaªowej lub ilorazowej
2 Porównujemy ze sob¡ k ­ 2 grup

Stawiamy hipotezy:
H0 : σ1 = σ2 = . . . = σk

H1 : σi ̸= σj dla dowolnego i oraz j

Wyznaczamy warto±ci ±rednie w ka»dej z grup (x·j). Warto±ci obserwacji xij
zast¦pujemy warto±ciami zij = |xij − x·j |.
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Testy jednorodno±ci wariancji

Test Levene'a
Statystyka testowa:

F =
n − k

k − 1
·
∑k

j=1Nj(z·j − z··)
2∑k

j=1

∑nj
i=1

(zij − z·j)2

gdzie: z·j = 1

nj

∑nj
i=1

zij - ±rednia warto±¢ zij , w j- tej grupie

z·· =
∑k

j=1

∑nj
i=1

zij - ±rednia warto±¢ spo±ród wszystkich warto±ci zij
Obszar krytyczny:

W = [F (1− α, k − 1, n − k);∞)
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Testy jednorodno±ci wariancji

Test Browna - Forsythe'a
Zaªo»enia:

1 Dane na skali interwaªowej lub ilorazowej
2 Porównujemy ze sob¡ k ­ 2 grup

Stawiamy hipotezy:
H0 : σ1 = σ2 = . . . = σk

H1 : σi ̸= σj dla dowolnego i oraz j

Wyznaczamy warto±ci mediany w ka»dej z grup (x·j). Warto±ci obserwacji
xij zast¦pujemy warto±ciami zij = |xij − x·j |.
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Testy jednorodno±ci wariancji

Test Browna - Forsythe'a
Statystyka testowa:

F =
n − k

k − 1
·
∑k

j=1Nj(z·j − z··)
2∑k

j=1

∑nj
i=1

(zij − z·j)2

gdzie: z·j = 1

nj

∑nj
i=1

zij - ±rednia warto±¢ zij , w j- tej grupie

z·· =
∑k

j=1

∑nj
i=1

zij - ±rednia warto±¢ spo±ród wszystkich warto±ci zij
Obszar krytyczny:

W = [F (1− α, k − 1, n − k);∞)

Test Browna - Forsythe'a jest bardziej odporny wzgl¦dem odstaj¡cych
obserwacji, od testu Levena. Z tego wzgl¦du najcz¦±ciej stosuje si¦ go przy
asymetrycznych rozkªadach.
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Listing 1: Testy wariancji

# W i z u a l i z a c j a
boxp l o t ( ut rata_wag i ~ d i e t a , data = data ,

main = "Ut ra ta wagi w d i e t a c h " ,
x l a b = "Die ta " , y l a b = "Ut ra ta wagi " ,
c o l = " s t e e l b l u e " , bo rde r = " b l a c k ")

# Test Browna=Forsy the ' a
l i b r a r y ( oneway t e s t s )
b f . t e s t ( ut rata_wag i ~ d i e t a , data = data )
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Testy zgodno±ci

Testy zgodno±ci, s¡ grup¡ testów, w których porównujemy rozkªad badanej
cechy do dowolnego rozkªadu. Hipoteza zerowa i alternatywna w tego typu
testach maj¡ posta¢:

H0 : Fn(x) ≡ F (x), H1 : Fn(x) ̸≡ F (x)

gdzie Fn(x) jest dystrybuant¡ empiryczn¡ wyznaczon¡ w oparciu o pobran¡
prób¦, a F (x) jest dystrybuant¡ rozkªadu do którego porównujemy badany
rozkªad, lub

H0 : P[X = xi ] = pi , i = 1, 2, . . . , k

w przypadku rozkªadów nie posiadaj¡cych dystrybuanty (np. danych na
skali nominalnej).
Szczególn¡ podgrup¡ testów zgodno±ci s¡ testy normalno±ci rozkªadu, w
których rozkªadem do którego porównujemy rozkªad badanej cechy jest
rozkªad normalny N(µ, σ), zatem F (x) = Φ( x−µσ ) jest dystrybuant¡ tego
rozkªadu.
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Testy zgodno±ci

Test Koªmogorowa
Zaªo»enia:

1 Badana cecha ma rozkªad ci¡gªy
2 Dane na skali interwaªowej lub ilorazowej
3 Znane powinny by¢ parametry µ i σ

Stawiamy hipotez¦ zerow¡ H0 : Fn(x) ≡ F (x)

Statystyka testowa H1 Obszar krytyczny W

D = supx |Fn(x)− F (x)|
√
n Fn(x) ̸≡ F (x) [λ(1− α),∞)

gdzie λ(p) jest kwantylem rz¦du p rozkªadu λ Koªmogorowa - Smirnova.
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Test Koªmogorowa - Smirnova
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Testy zgodno±ci

Test Koªmogorowa - Smirnova dla 2 rozkªadów
Zaªo»enia:

1 Badana cecha ma rozkªad ci¡gªy
2 Dane na skali interwaªowej lub ilorazowej
3 Znane powinny by¢ parametry µ1, σ1, µ2 i σ2

Stawiamy hipotez¦ zerow¡ H0 : Fn1(x) ≡ Fn2(x)

Statystyka testowa H1 Obszar krytyczny W

D = supx |Fn(x)− F (x)|
√

n1n2
n1+n2

Fn1(x) ̸≡ Fn2(x) [λ(1− α),∞)

gdzie λ(p) jest kwantylem rz¦du p rozkªadu λ Koªmogorowa - Smirnova.
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Testy zgodno±ci

Test Lillieforsa
Zaªo»enia:

1 Porównujemy rozkªad z próby z rozkªadem normalnym
2 Dane na skali interwaªowej lub ilorazowej
3 Nie s¡ znane parametry µ i σ.

Stawiamy hipotez¦ zerow¡ H0 : Fn(x) ≡ F (x), gdzie F (x) jest
dystrybuant¡ rozkªadu normalnego N(µ, σ).
Statystyk¦ testow¡ D wyznacza si¦ tak samo jak w przypadku testu
Koªmogorowa-Smirnova, ale do wyznaczenia obszaru krytycznego zamiast
rozkªadu Koªmogorowa-Smirnova stosuje si¦ rozkªad Lillieforsa.
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Testy zgodno±ci

Test Shapiro-Wilka
Zaªo»enia:

1 Porównujemy rozkªad z próby z rozkªadem normalnym
2 Dane na skali interwaªowej lub ilorazowej

Stawiamy hipotez¦ zerow¡ H0 : Fn(x) ≡ F (x), gdzie F (x) jest
dystrybuant¡ rozkªadu normalnego N(µ, σ).
W pierwszym kroku porz¡dkujemy rosn¡co warto±ci pobranej próby
(x1 ¬ x2 ¬ . . . ¬ xn), a nast¦pnie wyznaczamy warto±¢ statystyki W

W =
(
∑[ n

2
]

i=1
ai (n)(xn−i+1 − xi ))

2∑n
i=1(xi − x)2

,

gdzie ai (n) s¡ wspóªczynnikami dla testu Shapiro-Wilka (mo»na odczyta¢
je z tabel wspóªczynników testu Shapiro-Wilka).

Statystyka testowa H1 Obszar krytyczny W

W Fn(x) ̸≡ F (x) [W (α
2
, n),W (1− α

2
, n)]
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Testy zgodno±ci

Test χ2 Pearsona
Zaªo»enia:

1 Dane na skali co najmniej nominalnej (dowolna skala)
2 Liczebno±ci i liczebno±ci empiryczne dla ka»dej warto±ci ­ 5

Stawiamy hipotez¦ zerow¡ H0 : P[X = xi ] = pi lub Fn(x) = F (x)

Statystyka testowa H1 Obszar krytyczny W

χ2 =
∑k

i=1

(oi−ei )2
ei

P[X = xi ] ̸= pi [χ2(1− α, k − r − 1);∞)

gdzie oi jest liczb¡ obserwacji dla warto±ci xi , a ei jest teoretycznie
wyznaczon¡ liczb¡ obserwacji dla warto±ci xi (ei = n · pi ), k jest liczb¡
ró»nych warto±ci xi a r liczb¡ parametrów rozkªadu estymowanych z próby.
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Test χ2 Pearsona - przykªad

W celu sprawdzenia, czy kostka jest dobrze wywa»ona wykonano 120
rzutów i uzyskano wyniki zawarte w tabeli. Na poziomie istotno±ci
1− α = 0, 95, zwery�kowa¢ hipotez¦, »e rzut t¡ kostk¡ jest uczciwy.

xi
1 2 3 4 5 6

oi 20 22 17 18 19 24
ei 20 20 20 20 20 20

χ2 =
(20− 20)2

20
+

(22− 20)2

20
+

(17− 20)2

20
+

(18− 20)2

20
+

(19− 20)2

20
+

+
(24− 20)2

20
= 1, 7

W = [χ2(1− α, k − r − 1);∞) = [χ2(0, 95; 5);∞) = [11, 07;∞)

χ2 ̸∈W zatem nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, i» rzut t¡ kostk¡
jest uczciwy.
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Test χ2 Pearsona - przykªad

Na podstawie zawartych w tabeli danych dotycz¡cych czasu dziaªania 40
baterii, na typowym poziomie istotno±ci zwery�kowa¢ hipotez¦, »e ten czas
ma rozkªad N(3, 5; 0, 7).

Czas dziaªania oi ei

1, 45− 1, 95 2
1
4

 7
40 · Φ(1,95−3,5

0,7 ) = 0, 5
40 · [Φ(2,45−3,5

0,7 )− Φ(1,95−3,5
0,7 )] = 2, 1

40 · [Φ(2,95−3,5
0,7 )− Φ(2,45−3,5

0,7 )] = 5, 9

 8, 51, 95− 2, 45
2, 45− 2, 95

2, 95− 3, 45 15 40 · [Φ(3,45−3,5
0,7 )− Φ(2,95−3,5

0,7 )] = 10, 3

3, 45− 3, 95 10 40 · [Φ(3,95−3,5
0,7 )− Φ(3,45−3,5

0,7 )] = 10, 7

3, 95− 4, 45 5
3

}
8

40 · [Φ(4,45−3,5
0,7 )− Φ(3,95−3,5

0,7 )] = 7, 0
40 · [Φ(4,95−3,5

0,7 )− Φ(4,45−3,5
0,7 )] = 3, 5

}
10, 54, 45− 4, 95
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Test χ2 Pearsona - przykªad c.d.

H0 : Fn(x) ≡ Φ(
x − 3, 5
0, 7

), H1 : Fn(x) ̸≡ Φ(
x − 3, 5
0, 7

)

W = [χ2(1− α, k − r − 1);∞) = [χ2(0, 95; 3);∞) = [7, 815;∞)

χ2 =
(7− 8, 5)2

8, 5
+

(15− 10, 3)2

10, 3
+

(10− 10, 7)2

10, 7
+

(8− 10, 5)2

10, 5
= 3, 05

χ2 ̸∈W , zatem nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, »e rozkªad czasu
pracy baterii tego typu ma rozkªad normalny ze ±redni¡ µ = 3, 5 i
odchyleniem standardowym σ = 0, 7.
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Testy zgodno±ci

Inne testy zgodno±ci:
1 Test Cramera von Misesa
2 Test Andersona - Darlinga
3 Test Watsona
4 Test Jarque - Bera
5 Test Shapiro - Francia
6 Test D'Agostino
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Testy istotno±ci ró»nic

Testy istotno±ci ró»nic s¡ testami w których porównujemy ze sob¡ 2 lub
wi¦cej badanych grup. W przypadku danych na skali interwaªowej lub
ilorazowej porównujemy parametry (najcz¦±ciej ±redni¡) w badanych
grupach. Testy te dziel¡ si¦ na 2 rodzaje, w zale»no±ci od tego, czy
porównujemy ze sob¡ 2, czy wi¦cej grup. W testach istotno±ci ró»nic
porównuj¡cych ze sob¡ 2 grupy hipoteza zerowa i alternatywna maj¡
posta¢:

H0 : µ1 = µ2, H1 : µ1 ̸= µ2 (µ1 > µ2 lub µ1 < µ2),

a w testach porównuj¡cych wi¦cej ni» 2 grupy:

H0 : µ1 = µ2 = . . . = µk , H1 : µi ̸= µj dla pewnego i i j .

W przypadku danych na skali nominalnej lub porz¡dkowej porównujemy
rozkªady badanej cechy w obu grupach, a zatem s¡ to wówczas testy
zgodno±ci (postaci hipotez s¡ takie jak w testach zgodno±ci).
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Algorytm wyboru testu istotno±ci ró»nic
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Testy istotno±ci ró»nic

Test serii Walda - Wolfowitza
Zaªo»enia:

1 Dane na skali co najmniej porz¡dkowej
2 Porównujemy ze sob¡ rozkªady w 2 grupach

Wery�kujemy hipotez¦

H0 : P[X1 = xi ] = P[X2 = xi ] dla wszystkich i

H1 : P[X1 = xi ] ̸= P[X2 = xi ] dla pewnego i

max(n1, n2) Statystyka testowa Obszar krytyczny W

¬ 20 Un1,n2 - liczba serii (0; k]

> 20 U∗n1,n2 =
Un1,n2−1−

2n1n2
n1+n2√

2n1n2(2n1n2−(n1+n2))

(n1+n2)
2(n1+n2−1)

(−∞,−u(1− α)]

Warto±¢ k odczytujemy z tablic dla liczby serii
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Test serii Walda - Wolfowitza � przykªad

Podczas poªowu ryb wyci¡gni¦to 12 sieci w rejonie A i 12 sieci w rejonie B.
Odsetki zªowionych ±ledzi ksztaªtowaªy si¦ nast¦puj¡co:

A 60, 2 70, 4 36, 0 44, 0 42, 0 68, 0 70, 0 70, 1 53, 0
B 30, 4 20, 6 70, 4 60, 3 36, 1 49, 1 69, 1 73, 2 44, 1
A 59, 0 68, 9 70, 0
B 32, 6 48, 0 40, 0

Zwery�kowa¢ hipotez¦, »e odsetki zªowionych ªososi w obu rejonach s¡
jednakowe. Sortujemy rosn¡co uzyskane wyniki z uwzgl¦dnieniem grup do
jakich nale»aªy:

B B B A B B A A
20, 6 30, 4 32, 6 36, 0 36, 1 40, 0 42, 0 44, 0
B B B A A A B A

44, 1 48, 0 49, 1 53, 0 59, 0 60, 2 60, 3 68, 0
A B A A A A B B

68, 9 69, 1 70, 0 70, 0 70, 1 70, 4 70, 5 73, 2
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Test serii Walda - Wolfowitza � przykªad C.D.

Ostatecznie uzyskujemy ci¡g serii:

BBB A BB AA BBB AAA B AA B AAAA BB

Zatem liczba serii U12,12 = 11 Warto±¢ k dla n1 = 12, n2 = 12, α = 0, 05
jest równa 8.

W = (0; 8]

U12,12 ̸∈W zatem nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H0, »e odsetki
zªowionych ªososi w obu rejonach s¡ jednakowe.
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Testy istotno±ci ró»nic

Test U Manna - Whitneya
Zaªo»enia:

1 Dane na skali co najmniej porz¡dkowej
Postaci hipotez:

H0 : P[X1 = xi ] = P[X2 = xi ] dla wszystkich i ,

H1 : P[X1 = xi ] ̸= P[X2 = xi ] dla pewnego i

Nadajemy rangi zebranym obserwacjom i sumujemy rangi w pierwszej i
drugiej grupie uzyskuj¡c warto±ci R1 i R2.
Statystyka testowa:

Ui = n1n2 +
ni (ni + 1)

2
− Ri , U = min(U1,U2)

max(n1, n2) Statystyka testowa Obszar krytyczny W

¬ 20 U Odczytujemy z tablic

> 20 U∗ =
U− n1n2

2√
n1n2(n1+n2+1)

12

(−∞,−u(1− α
2
)] ∪ [u(1− α

2
),∞)
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Testy istotno±ci ró»nic

Test dokªadnego prawdopodobie«stwa Fishera
Zaªo»enia:

1 Dane na skali nominalnej
2 Badana cecha jest dychotomiczna (przyjmuje tylko 2 mo»liwe warto±ci)

Postaci hipotez badawczych:

H0 : P[X1 = x1] = P[X2 = x1], H1 : P[X1 = x1] ̸= P[X2 = x1]

Tworzymy tabel¦ liczno±ci:

x1 x2
X1 a b a+ b

X2 c d c + d

a+ c b + d N

Obszar krytyczny: W = [0;α]
Statystyka testowa: p = (a+b)!(c+d)!(a+c)!(b+d)!

N!a!b!c!d!
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Porównania wielu grup

W testach porównuj¡cych ze sob¡ wiele grup, oprócz warto±ci badanej
cechy, mamy tak»e zmienne, których warto±ci okre±laj¡ przydziaª obserwacji
do jednej z porównywanych grup.
Przykªadowo mo»na porównywa¢ wyniki bada« pacjentów w zale»no±ci od
ich grupy krwi. Zmienn¡ okre±laj¡c¡ przydziaª do grup jest wówczas grupa
krwi (mamy 4 grupy: 0, A, B, AB). Tak¡ analiz¦ nazywamy
jednoczynnikow¡ (tylko jedna zmienna decyduje o przydziale do konkretnej
grupy - grupa krwi).
Mo»e si¦ równie» zdarzy¢, i» o przydziale do grup decyduje warto±¢ wi¦cej
ni» jednej zmiennej, wówczas mamy do czynienia z analiz¡ wieloczynnikow¡
Przykªadowo, gdyby±my w badaniach oprócz grupy krwi pacjentów
uwzgl¦dnili tak»e czynnik Rh mieliby±my wówczas 8 grup
zdeterminowanych przez 2 zmienne (grupa krwi i czynnik Rh).
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Porównania wielu grup

W przypadku porówna« wielu grup, gdy warto±ci badanej cechy s¡ na skali
co najmniej interwaªowej (test parametryczny) stosujemy analiz¦ wariancji
ANOVA (jednoczynnikow¡ lub wieloczynnikow¡).
W przypadku, gdy badana cecha jest na skali porz¡dkowej stosujemy test
Kruskala - Wallisa, (szczególnym przypadkiem tego testu jest test U Manna
- Whitneya który stosuje si¦ w przypadku porówna« 2 grup).
W przypadku danych na skali nominalnej stosujemy test χ2.
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ANOVA jednoczynnikowa

Zaªo»enia:
1 Badana cecha ma rozkªad normalny
2 Dane na skali interwaªowej lub ilorazowej
3 Wariancje s¡ homogeniczne
4 Liczebno±ci obserwacji w grupach nie powinny si¦ istotnie ró»ni¢ (o

wi¦cej ni» 10%)

Postaci hipotez:

H0 : µ1 = µ2 = . . . = µk , H1 : µi ̸= µj dla którego± i i j ,

gdzie k jest liczb¡ grup porównawczych.
Wyznaczamy ±redni¡ warto±¢ cechy x , oraz ±rednie w ka»dej z grup xj .

Andrzej Krajka Informatyka
Metody probabilistyczne i statystyka

202 / 223



ANOVA jednoczynnikowa

Wyznaczamy wariancje:
1 Mi¦dzygrupow¡

SSE =

∑k
j=1 nj(xj − x)2

k − 1
2 Wewn¡trzgrupow¡

SSB =

∑k
j=1

∑nj
i=1

(xij − xj)
2

n − k

Statystyka testowa Obszar krytyczny W

F = SSE
SSB W = [F (1− α; k − 1; n − k),∞)

W przypadku odrzucania hipotezy H0, wyznacza si¦ tzw. kontrasty, czyli
okre±la pomi¦dzy którymi grupami ró»nice s¡ statystycznie istotne. W tym
celu stosuje si¦ testy: test NIR (najmniejszych istotnych ró»nic ang. LSD),
Duncana, Tukeya, Sche�ego lub Bonferoniego.
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ANOVA dwuczynnikowa

Zaªo»enia:
1 Badana cecha ma rozkªad normalny
2 Dane na skali interwaªowej lub ilorazowej
3 Wariancje s¡ homogeniczne
4 Liczebno±ci obserwacji w poszczególnych grupach s¡ równe.

Postaci hipotez:

HA
0 : µ1· = µ2· = . . . = µw ·, HA

1 : µi · ̸= µj · dla którego± i i j ,

HB
0 : µ·1 = µ·2 = . . . = µ·k , HB

1 : µ·i ̸= µ·j dla którego± i i j ,

HAB
0 : µ11 = µ12 = . . . = µwk , HAB

1 : µij ̸= µpr dla którego± ij i pr ,

Wyznaczamy ±rednie warto±ci cechy x , oraz ±rednie w ka»dej z grup
xi ·, x·j i xij .
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ANOVA dwuczynnikowa

Wyznaczamy wariancje:
1 Mi¦dzygrupow¡ wzgl¦dem A

SSEA =
km
∑w

i=1(xi ·· − x)2

w − 1
2 Mi¦dzygrupow¡ wzgl¦dem B

SSEB =
wm
∑k

i=1(x·j · − x)2

k − 1
3 Mi¦dzygrupow¡ ª¡czn¡

SSEA×B =
m
∑w

i=1

∑k
j=1(xij · − xi ·· − x·j · + x)2

(w − 1)(k − 1)

4 Wewn¡trzgrupow¡

SSB =

∑w
i=1

∑k
j=1

∑m
s=1(xijs − xij ·)

2

wk(m − 1)

Andrzej Krajka Informatyka
Metody probabilistyczne i statystyka

205 / 223



ANOVA dwuczynnikowa

Hipoteza Statystyka Obszar krytyczny W

HA
0

F = SSEA
SSB W = [F (1− α;w − 1; n − wk),∞)

HB
0

F = SSEB
SSB W = [F (1− α; k − 1; n − wk),∞)

HAB
0

F =
SSEA×B

SSB W = [F (1− α; (w − 1)(k − 1); n − wk),∞)
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Porównania wielu grup

Test Kruskala - Wallisa
Zaªo»enia:

1 Dane na skali co najmniej porz¡dkowej
Postaci hipotez:

H0 : Warto±ci badanej cechy nie ró»ni¡ si¦ istotnie mi¦dzy grupami

H1 : Warto±ci badanej cechy ró»ni¡ si¦ istotnie mi¦dzy grupami

Zebranym danym nadajemy rangi.
Warto±¢ statystyki testowej:

χ2 =
12

n(n + 1)

p∑
i=1

R2

i

ni
− 3(n + 1),

gdzie Ri jest sum¡ rang w i-tej grupie
Obszar krytyczny:

W = [χ2(α; p − 1),∞)
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Porównania wielu grup

Test χ2 (niezale»no±ci)
Zaªo»enia

1 Dane na skali co najmniej nominalnej (dowolna skala)
2 Liczebno±ci i liczebno±ci empiryczne dla ka»dej warto±ci ­ 5

Stawiamy hipotezy:

H0 : P[Xi = xk ] = P[Xj = xk ] dla wszystkich i , j i k

H1 : P[Xi = xk ] ̸= P[Xj = xk ] dla którychkolwiek i , j i k

Statystyka testowa Obszar krytyczny W

χ2 =
∑p

i=1

∑t
k=1

(oik−eik )2
eik

[χ2(1− α, (p − 1)(t − 1));∞)

gdzie oik jest liczb¡ obserwacji dla warto±ci xk w i-tej grupie, a eik jest
teoretycznie wyznaczon¡ liczb¡ obserwacji dla warto±ci xk w i-tej grupie
(eik = n·k · ni·n ), t jest liczb¡ ró»nych warto±ci xi a p liczb¡ grup
porównawczych.
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Test χ2 dla wielu grup - przykªad

Zbadano pogl¡dy w±ród ameryka«skich wyborców na temat prawa do
aborcji i uzyskano nast¦puj¡ce wyniki:

Prawo do aborcji Republikanie Demokraci Niezale»ni
Za 82 70 62

Przeciw 93 62 67
Niezdecydowani 25 18 21

Na poziomie istotno±ci 1− α = 0, 95 zwer�kowa¢ hipotez¦, »e nie ma
istotnych ró»nic w pogl¡dach na temat prawa do aborcji mi¦dzy
zwolennikami ró»nych partii.

W = [χ2(0, 95; 4);∞) = [9, 488;∞)

Andrzej Krajka Informatyka
Metody probabilistyczne i statystyka

209 / 223



Test χ2 dla wielu grup - przykªad c.d.

Prawo do aborcji Republikanie Demokraci Niezale»ni Razem
Za 82 85, 6 70 64, 2 62 64, 2 214

Przeciw 93 88, 8 62 66, 6 67 66, 6 222
Niezdecydowani 25 25, 6 18 19, 2 21 19, 2 64

Razem 200 150 150 500

χ2 =
(82− 85, 6)2

85, 6
+

(70− 64, 2)2

64, 2
+

(62− 64, 2)2

64, 2
+

(93− 88, 8)2

88, 8
+

(62− 66, 6)2

66, 6
+
(67− 66, 6)2

66, 6
+
(25− 25, 6)2

25, 6
+
(18− 19, 2)2

19, 2
+
(21− 19, 2)2

19, 2

χ2 = 1, 53 ̸∈W

Zatem nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, »e nie ma istotnych ró»nic
w pogl¡dach na temat prawa do aborcji mi¦dzy zwolennikami ró»nych partii.
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Testy dla danych zale»nych

Przeprowadzaj¡c analizy statystyczne, zdarzaj¡ si¦ sytuacje w których
mamy do czynienia z danymi zale»nymi. Najcz¦±ciej s¡ to sytuacje w
których badamy te same obiekty, poddane wpªywowi pewnego czynnika.
Przykªadem jest badanie stanu pacjentów przed i po podaniu pewnego
leku. Wery�kuj¡c hipotez¦, »e podanie tego leku wpªywa na stan
pacjentów, porównujemy ich wyniki przed i po podaniu leku.
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Wybór testu istotno±ci ró»nic dla danych zale»nych
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Testy istotno±ci ró»nic dla danych zale»nych

Test z dla danych zale»nych
Zaªo»enia:

1 Dane na skali interwaªowej lub ilorazowej
2 Rozkªad zmiennej zale»nej jest normalny
3 Próba jest du»a (n ­ 30)
4 Dane s¡ zale»ne

Dla warto±ci xi i yi (obserwacje przed i po do±wiadczeniu) wyznaczamy
warto±ci di = yi − xi i wyznaczamy z nich ±redni¡ i wariancj¦.
Stawiamy hipotez¦ zerow¡ H0 : µd = 0 (do±wiadczenie nie ma wpªywu na
badane obiekty).

Statystyka testowa H1 Obszar krytyczny W

U = d
sd

√
n

µd ̸= 0 (−∞,−u(1− α
2
)] ∪ [u(1− α

2
),+∞)

µd < 0 (−∞,−u(1− α)]
µd > 0 [u(1− α),+∞)
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Testy istotno±ci ró»nic dla danych zale»nych

Test t dla danych zale»nych
Zaªo»enia:

1 Dane na skali interwaªowej lub ilorazowej
2 Rozkªad zmiennej zale»nej jest normalny
3 Próba jest maªa (n < 30)
4 Dane s¡ zale»ne

Dla warto±ci xi i yi (obserwacje przed i po do±wiadczeniu) wyznaczamy
warto±ci di = yi − xi i wyznaczamy z nich ±redni¡ i wariancj¦.
Stawiamy hipotez¦ zerow¡ H0 : µd = 0 (do±wiadczenie nie ma wpªywu na
badane obiekty).

Statystyka testowa H1 Obszar krytyczny W

t = d
sd

√
n − 1

µd ̸= 0 ∗
µd < 0 (−∞,−t(1− α; n − 1)]
µd > 0 [t(1− α; n − 1),+∞)

∗ = (−∞,−t(1− α
2
; n − 1)] ∪ [t(1− α

2
; n − 1),+∞)
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Testy istotno±ci ró»nic dla danych zale»nych

Test T Wilcoxona
Zaªo»enia:

1 Dane na skali co najmniej porz¡dkowej
2 Dane s¡ zale»ne

Dla warto±ci xi i yi (obserwacje przed i po do±wiadczeniu) wyznaczamy
warto±ci di = yi − xi . Dokunujemy rangowania warto±ci |di | po odrzuceniu
wszystkich di = 0 i sumujemy rangi dla di < 0 uzyskuj¡c warto±¢ T1 oraz
rangi dla di > 0, uzyskuj�ac warto±¢ T2. T = min(T1,T2)
Stawiamy hipotezy H0 : µd = 0, H1 : µd ̸= 0

Liczba di ̸= 0 Statystyka testowa Obszar krytyczny W

6− 25 T Odczytujemy z tablic

> 25 z =
T− n(n+1)

4√
n(n+1)(2n+1)

24

(−∞;−u(1− α
2
)] ∪ [u(1− α

2
);∞)
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Testy istotno±ci ró»nic dla danych zale»nych

Test McNemary
Zaªo»enia:

1 Dane na skali nominalnej dychotomicznej (przyjmuj¡ce tylko 2
warto±ci)

2 Dane s¡ zale»ne

Tworzymy tabel¦ liczno±ci wzgl¦dem warto±ci badanej cechy przed i po
wykonaniu do±wiadczenia.

"0" "1"
"0" a b
"1" c d

H0 : Do±wiadczenie nie miaªo wpªywu na badan¡ cech¦

χ2 =
(b − c)2

b + c

W = [χ2(1− α; 1);∞)
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Testy istotno±ci ró»nic dla danych zale»nych

Test S Friedmana
Zaªo»enia:

1 Dane na skali co najmniej porz¡dkowej
2 Dane s¡ zale»ne
3 Porównujemy p > 2 grup (np. badamy te same obiekty pod wpªywem

p ró»nych czynników)

Tworzymy tablic¦ w której w wierszach umieszczamy obserwacje dotycz¡ce
kolejnych badanych obiektów, a w kolumnach warto±ci obserwacji pod
wpªywem kolejnych czynników. Rangujemy wyniki dla ka»dego obiektu z
osobna (w wierszach). Obliczamy sumy rang dla ka»dego czynnika (w
kolumnach) uzyskuj¡c warto±ci Ri .
Postaci hipotez:

H0 : �aden czynnik nie wpªywa na warto±¢ obserwacji

H1 : Przynajmniej dla jednego czynnika ró»nica jest statystycznie istotna

Andrzej Krajka Informatyka
Metody probabilistyczne i statystyka

217 / 223



Testy istotno±ci ró»nic dla danych zale»nych

Test S Friedmana

Czynnik 1 Czynnik 2 . . . Czynnik p
obiekt Wart1 Ranga1 Wart2 Ranga2 . . . Wartp Rangap
obiekt 1 a11 R11 a12 R12 . . . a1p R1p

obiekt 2 a21 R21 a22 R22 . . . a2p R2p
...

...
...

...
...

. . .
...

...
obiekt n an1 Rn1 an2 Rn2 . . . anp Rnp

Suma rang R1 R2 . . . Rp

Statystyka testowa:

S =
12

np(p + 1)

p∑
i=1

R2

i − 3n(p + 1)
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Testy istotno±ci ró»nic dla danych zale»nych

Test S Friedmana

Warto±ci k i n Obszar krytyczny W

k = 3, n = 2, . . . , 13
[S(1− α, p, n);∞)k = 4, n = 2, . . . , 8

k = 5, n = 3, 4, 5
Pozostaªe [χ2(1− α; p − 1);∞)
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Testy istotno±ci ró»nic dla danych zale»nych

Test Q Cochrana
Zaªo»enia:

1 Dane na skali nominalnej dychotomicznej (przyjmuj¡ce tylko 2
warto±ci: "0" i "1")

2 Dane s¡ zale»ne
3 Porównujemy p > 2 grup (np. badamy te same obiekty pod wpªywem

p ró»nych czynników)

Tworzymy tablic¦ w której w wierszach umieszczamy obserwacje dotycz¡ce
kolejnych badanych obiektów, a w kolumnach warto±ci obserwacji pod
wpªywem kolejnych czynników.
Postaci hipotez:

H0 : �aden czynnik nie wpªywa na warto±¢ obserwacji

H1 : Przynajmniej dla jednego czynnika ró»nica jest statystycznie istotna
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Testy istotno±ci ró»nic dla danych zale»nych

Test Q Cochrana

Czynnik 1 Czynnik 2 . . . Czynnik p Suma
obiekt 1 a11 a12 . . . a1p y1·
obiekt 2 a21 a22 . . . a2p y2·

...
...

...
. . .

...
...

obiekt n an1 an2 . . . anp yn·
Suma y·1 y·2 . . . y·p

Statystyka testowa:

Q =
(p − 1)p

∑p
i=1

y2·i − (
∑p

i=1
y·i )

2

p
∑n

k=1 yk· −
∑n

k=1 y
2

k·

Obszar krytyczny:
W = [χ2(1− α, p − 1);∞)
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Inne testy

Test serii (Test losowo±ci próby)
Posta¢ testowanej hipotezy:

H0 : (X1,X2, . . . ,Xn) jest prób¡ losow¡

Wyznaczamy median¦ Me i wyznaczamy warto±ci yi = sign(xi −Me).
Warto±ci 1 i −1 tworz¡ serie których liczb¦ wyznaczamy.
Obszar krytyczny:

W = [0;R(α, n)]
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Test serii - przykªad

Pobrano prób¦ w której badana cecha miaªa kolejno nast¦puj¡ce warto±ci:
1, 04; 1, 07; 1, 08; 0, 96; 1, 02; 1, 03; 1, 03; 0, 92; 1, 00; 0, 97; 0, 95;
0, 99; 0, 96; 1, 04; 0, 98
Czy ta próba jest losowa?
Me = 1, 00
Warto±ci yi :

1, 1, 1,−1, 1, 1, 1,−1, 0,−1,−1,−1,−1, 1,−1

Mamy k=7 serii.

W = [0;R(0, 05; 15)] = [0; 4]

k ̸∈W

Zatem nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, i» ta próba jest losowa.
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