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Plan wyktadu

@ Rachunek prawdopodobiefistwa
©® Kombinatoryka
@ Podstawowe pojecia rachunku prawdopodobienstwa, defninicje i
wtasnosci prawdopodobienstwa
© Zmienne losowe, rozktady zmiennych losowych i ich charakterystyki
liczbowe
O Centralne Twierdzenie Graniczne
@ Statystyka matematyczna
@ Statystyka opisowa, miary statystyczne, szeregi rozdzielcze
@ Estymacja punktowa i przedziatowa
© Weryfikacja hipotez statystycznych (parametrycznych i
nieparametrycznych)
O Jednoczynnikowa Analiza Wariangji

Tomasz Krajka Robotyzacja Statystyka 2 /187



Kombinatoryka

Kombinatoryka jest dziatem matematyki
zajmujacym sie obliczaniem liczby
zbioréw jakie mozna utworzy¢ z danej

liczby elementéw.
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Kombinatoryka - metody tworzenia zbioréw

Liczba Liczba Czy Czy wazna
elementéw | wybranych | zwracamy | jest kolejnos¢
permutacje n n nie tak
permutacje n czest n nie tak
z powtérzeniami | identyczna
wariacje n k<n nie tak
wariacje n k tak tak
z powtdrzeniami
kombinacje n k<n nie nie
kombinacje n k tak nie
z powtdrzeniami
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Kombinator - wzory

z powtdrzeniami

oznaczenie liczba zbioréw
permutacje P n!
" 1,2,k nl
permUtaCJ.e ) Pn n1!n2!...nk!
z powtdrzeniami
. . I
wariacje (Vi A
— T
wariacje v, n*
z powtdrzeniami
- - k ny __ n!
kombinacje Gy (x) = sy
. =k n+k=1y _ (ntk=1)!
kombinacje C, (")

= R
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Rachunek prawdopodobienstwa

Rachunek prawdopodobienstwa jest
dziedzing matematyki zajmujaca sie
badaniem doswiadczen losowych, czyli
zdarzen, ktérych wyniki sg trudne do
przeW|dzen|a
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Przestrzen zdarzen elementarnych

Przestrzenia zdarzen elementarnych,
nazywamy zbiér wszystkich mozliwych
wynikéw doswiadczenia losowego.
Przestrzen te oznaczamy ).
Poszczegdlne elementy przestrzeni
zdarzen elementarnych nazywamy
zdarzeniami elementarnymi i oznaczamy
Wi -
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Przestrzen zdarzen elementarnych - przyktad

Q Pojedynczy rzut kostka: Q2 = {1,2,3,4,5,6} w; =1 itd.
@ Trzykrotny rzut moneta:

Q ={(0,0,0),(0,0,r),(0,r,0),(0,r,r),(r,0,0),(r,0,r),(r,r,0),(r,r,r)}

w1 = (0, 0,0) itd.
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Zdarzenia losowe

Zdarzeniami losowymi nazywamy
podzbiory przestrzeni zdarzen
elementarnych. Zdarzenia losowe
oznaczamy duzymi literami.
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Zdarzenia losowe - przyktad

@ Zdarzenie A - w pojedynczym rzucie monetg wypadfa liczba oczek
wieksza od 2 A= {3,4,5,6}

@ Zdarzenie B - w trzech rzutach monetg wypadt co najmniej dwa razy
orzet

B ={(o0,0,0),(0,0,r),(0,r,0),(r,0,0)}
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©©0© 00

Dziatania na zbiorach (zdarzeniach)

AlJ B - suma zbioréw (zdarzer) x € (AUUB) = (x € A) V (x € B)
AN B - iloczyn zbioréw (zdarzen) x € (AN B) = (x € A) A (x € B)
A\ B - réznica zbioréw (zdarzen) x € (A\ B) = (x € A) A (x &€ B)
Q\ A= A" = A - dopetnienie zbioru A, zdarzenie przeciwne do A
xeA=x¢gA

Q - zdarzenie pewne

() - zdarzenie niemozliwe

AN B = () - zdarzenia roztaczne

A C B - zdarzenie A pociagga za soba zdarzenie B (x € A) = (x € B)
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Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Jezeli sposréd wszystkich n = Q
Jednakowo mozliwych zdarzen
elementarnych m = A sprzyja zajsciu

zdarzenia losowego A, to liczbe
P(A) = 7 = £ nazywamy

prawdopodobienstwem zajScia zdarzenia
A.

>
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Klasyczna definicja prawdopodobienstwa - przyktady

Rzucono dwukrotnie kostka. Jakie jest prawdopodobiefstwo, ze suma
wyrzuconych oczek jest nie wieksza do 47
Q- zblor wszystkich par liczb z ktérych kazda jest réwna 1,2,3,4,5 lub 6.

Q="V; =36, A={(1,1).(1,2),(1,3). (2:1),(2,2), (3, 1)} A= 6. Zatem
P(A) =35 =5
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Klasyczna definicja prawdopodobienstwa - przyktady

W urnie s3 3 kule czarne i 5 biatych. Jakie jest prawdopodobiefistwo w 2
losowaniach, wylosowania 2 kul biatych?
Q=C=(3)=28 A= C2=(3)=10. Zatem P(A) = 12
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Wady klasycznej definicji prawdopodobienstwa

@ Tautologia - prawdopodobienstwo definiujemy przez
prawdopodobienstwo ("jednakowo mozliwych”)

@ Q= nmusi by¢ skonczone

© A = m czesto ciezko jest obliczy¢
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Geometryczna definicja prawdopodobienstwa

Jezeli istnieje miara p ktora mozemy
zmierzy¢ zdarzenie A, oraz przestrzen
zdarzen elementarnych Q, to
prawdopodobienstwo zajScia zdarzenia A

jest réwne P(A) = Zl(é%.
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Geometryczna definicja prawdopodobienstwa - przyktady

Linia telefoniczna zerwata sie na trasie Putawy - Lublin (50 km). Oblicz
prawdopodobiefistwo, ze zerwanie nastapito w odlegtosci do 10 km od

jednego z miast.

_u(A) 20 2
P(A) = 222 =

w(Q) 50
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Statystyczna definicja prawdopodobienstwa (Misesa)

Jezeli czesto$¢ wystepowania zdarzenia
losowego A oscyluje wokdét pewnej liczby
p i ta oscylacja maleje, to liczbe p
nazywamy prawdopodobienstwem
zdarzenia losowego A.

m, - liczba wystgpien zdarzenia
n - liczba préb losowych
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Wady definicji Misesa

@ Aby wyznaczyé p trzeba wykonaé doswiadczenie.

@ W definicji wystepuje granica (przy skonczonej liczbie préb p nie jest
wyznaczone jednoznacznie)
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Aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa (Kotmogorowa

Niech Q2 bedzie przestrzenig zdarzen

elementarnych, zas A A; C (2, beda

dowolnymi zdarzeniami losowymi.

Prawdopodobinstwem nazywamy funkcje

spetniajaca warunki:

0 0 < P(A) <1,

o P(Q) =1,

o Jezeli A, Ay, ... A, ... jest ciggiem
zdarzen parami roztacznych, to

P(AiUAU...UA,U...) = iP(A,-) = P(A1)+P(A2)+...+P(A)+...
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WHtasnosci prawdopodobienstwa

P®) =0,

Jezeli AN B =10 to P(AUB) = P(A) + P(B),

Jezeli AC B to P(B\ A) = P(B) — P(A),

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB),

Jezeli A C B, to P(A) < P(B),

P(A) =1 - P(A),

P(AiUAU...UAU...) < P(A1)+ P(A2) + ...+ P(An) + ...
(subaddytywnos¢ miary)

000000
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WHtasnosci prawdopodobienstwa - przyktad

W urnie s3 3 kule czarne i 5 biatych. Jakie jest prawdopodobiefistwo w 2

losowaniach, wylosowania co najmnigj 1 kuli czarnej?

A - wylosowano co najmniej 1 kule czarng A’ - wylosowano 2 kule biate
10 18

PA)=1-P(A) =1~ 2=
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Niezalezno$¢ zdarzen

Zdarzenia A i B nazywamy niezaleznymi,
jesli P(AN B) = P(A)P(B)
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Niezaleznos¢ zdarzen - przyktad

Czy zdarzenia A - na kostce wypadta nieparzysta liczba oczek i B -
Wypadty co najmniej 4 oczka sa niezalezne?
P(A)=0,5, P(B)=0,5, P(ANB) = %

1
= #0,5-0,5
6#7 b

zatem te zdarzenia nie s3 niezalezne.
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Zmienna losowa

Zmienna losowg nazywamy dowolng funkcje

X : {1 — R przyporzadkowujaca kazdemu
elementowi przestrzeni zdarzen elementarnych Q
pewna liczbe rzeczywista. Zmienne losowe
oznaczamy zwykle duzymi literami z konca
alfabetu (X,Y,Z) i zamiast pisa¢ X(w), czesto
piszemy po prostu X pomljajqc argument w.
Prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa X
przyjmuje wartosci z pewnego zbioru A
oznaczamy przez P(X(w) € A) = P(X € A).
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Zmienna losowa - przyktady

© Rzucamy kostka do gry. Uzyskanym wynikom przypiszmy funkcje ktéra
przyjmuje wartos¢ 1 dla wynikdw nieparzystych i 0 dla parzystych.
X({2}) = X({4}) = X({6}) = 01 X({1}) = X({3}) = X({5}) = L.
Takie przyporzadkowanie jest zmienng losowa.

@ Rzucamy dwukrotnie moneta i jesli wypadng 2 orty otrzymujemy 10 zt
w jesli wypadna 2 reszki tracimy 5 zt, natomiast gdy wypadnie po
jednym orle i reszce tracimy 3zt.

Funkcja przypisujaca uzyskanemu wynikowi wygrang jest zmienng
losowa. X({o,0}) =10, X({r,r}) = —5 zas
X({o,r}) = X({r,0}) = =3.
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Zmienne losowe

Zmienne losowe "przenosza” nas z przestrzeni zdarzen elementarnych Q do
zbioru R, ktéry z matematycznego punktu widzenia jest "wygodniejszy”.
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Rodzaje zmiennych losowych

Istnieja 3 rodzaje zmiennych losowych:
@ Zmienne losowe dyskretne (skokowe)
@ Zmienne losowe ciagte

© Zmienne losowe mieszane
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Dystrybuanta

Dystrybuanta zmiennej losowej
nazywamy funkcje F: R — [0, 1]
spetniajaca nastepujace warunki:

0 limy_ oo F(x) =0, limy_io0 F(x) =1,

@ niemalejaca x <y, F(x) < F(y),

o lewostronnie ciagta lim,_ - F(x) = F(xo)
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Dystrybuanta

Dystrybuanta jednoznacznie wyznacza prawdopodobienstwo, ze zmienna
losowa przyjmuje wartosci z konkretnego przedziatu:

Q F(x)=P(X <x)

Q@ P(X>x)=1-F(x),

©Q P(a< X< b)=F(b)—F(a)

Q PX =c]=lim .+ F(x)— F(c)
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Dyskretne zmienne losowe

Zmienne losowe dyskretne, to zmienne
losowe ktére przyjmuja tylko skonczenie
wiele lub przeliczalnie wiele wartosci.
Zmienne losowe przyjmujace skonczenie
wiele wartosci nazywamy zmiennymi
losowymi prostymi. Jesli dana zmienna
losowa moze przyjmowac wartosci x;
odpowiednio z prawdopodobienstwami
pi, (P(X = x;) = p;) to musi by¢ spetniony
warunek ¥ ; p; =1, dla zmiennej losowe;j
prostej i ¥, p; = 1, dla zmiennej losowej
dyskretnej o przeliczalnym zbiorze
wartosci.
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Sposoby okreslania prawdopodobienstwa

Sposoby okreslania prawdopodobienstwa dla dyskretnych zmiennych
losowych:

©Q Za pomoca tabeli
@ Za pomoca wzoru P(X = x;) = f(x;)
© Za pomocy dystrybuanty
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Sposoby okreslania prawdopodobienstwa - tabela

5 0 | oo | 5
pillp|p2]| .| pPa
n
ZP;=1
i=1

Wracajac do przyktadu 2 mamy:

x| 10 | -5 | -3
pi || 0,25 0,25 | 0,5

Statystyka
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Sposoby okreslania prawdopodobienstwa - dystrybuanta

0 € (—o0, -5,
0,25 XE( -3,

FOI=19 0.75 xe( 3.10],

1 € (10, +400)

Wysokos¢ skoku dystrybuanty informuje o tym, jak duze jest
prawdopodobiefistwo, ze zmienna losowa przyjmie dang wartos¢.
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Sposoby okreslania prawdopodobienstwa - dystrybuanta

Tomasz Krajka

Robotyzacja
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Sposoby okreslania prawdopodobienstwa - wzér

Rzucamy monet3, az do pojawienia si¢ orfa. Niech X bedzie zmienng
losowa ktéra przyjmuje wartos¢ réwna liczbie rzutéw po jakich na monecie
wypadt orzet .

Wtedy

PX =1) = P({o}) = 5, P(X=2) = P({r.0}) = 3.

P(X =3)=P({r,r,0})=

Pia =1

1
g
'): i=1727 —

Czyli P(X = k) = 2i i oczywiscie Y72 P(X =
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Charakterystyki liczbowe

Charakterystyki liczbowe dyskretnych zmiennych losowych:
Q@ Wartos¢ oczekiwana EX = Y"1 xip; = Y11 x;P(X = x;)
Q@ Wariancja
02X = E(X — EX)2 = Y0, (s — EX)2ps = Y0y x2p; — (EX)?

© Odchylenie standardowe o X = Vo2 X

@ Moment rzedu k my = EXK =31 xkp = 30 xFP(X = x;)

@ Moment centralny rzedu k pu = E(X — EX)k =27, (x; — EX)¥p;

O Moda - wartos¢ x; ktérej prawdopodobienstwo przyjecia przez zmienng
losowg X jest najwieksze

@ Mediana - taka wartoé¢ x, ze P(X < x) > 3 i jednoczesnie

PX>x)>1

O Kwantyl rzedu p - taka wartos¢ x, ze P(X < x) > p i jednoczesnie
PX=2x)>1-p
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Przyktady dyskretnych zmiennych losowych

O Rozktad dwupunktowy: Zmienna losowa przyjmuje tylko 2 wartosci xq
i x» z prawdopodobiefstwami p i g = 1 — p odpowiednio. W
przypadku gdy x; = 1 i xp = 0, otrzymujemy tzw. rozktad
zero-jedynkowy w ktérym P(X =1)=pi P(X=0)=1—pi
EX = p, oraz 02X = p(1 — p) = pq
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Przyktady dyskretnych zmiennych losowych

@ Rozktad Bernoulliego (dwumianowy): Wykonujemy n niezaleznych
doswiadczen losowych z ktérych kazde moze zakonczy¢ sie sukcesem z
prawdopodobiefistwem p lub porazka z prawdopodobieristwem
g =1— p. Zmienna losowa okreslajaca liczbe sukceséw w n prébach
ma rozktad Bernoulliego. Prawdopodobienstwo przyjecia przez nig
poszczegblnych wartosci catkowitych k jest réwne
P(X = k) = (})p*q"~k, wartos¢ oczekiwana EX = np, za$ wariancja
02X = npq.

Najbardziej prawdopodobna liczba sukceséw w schemacie Bernoulliego
(moda zmiennej losowej) jest réwna [(n+1)p| gdy (n+1)p ¢ N, w
przeciwnym razie istnieja dwie najbardziej prawdopodobne wartosci :
(n+1)p, oraz (n+1)p — 1.
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Przyktady dyskretnych zmiennych losowych

© Rozktad Poissona: Zmienna losowa o rozktadzie Poissona z
parametrem A przyjmuje wartosci naturalne k =0,1,2,... z
prawdopodobiefstwami

k
P(X = k) = %e_)‘.

W rozktadzie tym EX = X i 0°X = ).
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Dyskretne zmienne losowe - przyktad

Rzucamy 10 razy dwiema kostkami. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w
sumie na 2 kostkach uzyskamy nie wiecej niz 4 doktadnie 3 razy? Jaka jest
najbardziej prawdopodobna liczba rzutéw w ktérych w sumie wypadnie nie
wiecej niz 4 oczka?

Schemat Bernoulliego - n =10, k=3, p= %, g=1-—

[e)1[¢5]

OV =

7
PIX=3)= ()P = o

1 1
11 - = — —1 N
6 6 7

[(n+1)p] =1.

(n+1)p
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Ciggte zmienne losowe

Zmienne losowe ciggte, to zmienne
losowe ktére moga przyjmowac wartosci
z dowolnego podzbioru zbioru liczb
rzeczywistych, lub dowolnego innego
nieprzeliczalnego zbioru.
Prawdopodobienstwo przyjecia przez
ciagta zmienng losowa dowolne;
pojedynczej wartosci jest rowne 0

(P(X = ) = 0)
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Funkcja gestosci

Funkcja f(x) jest funkcja gestsci, jesli
spetnia ponizsze warunki:

o f(x) >0,

@ /> f(x)dx = 1.

Funkcja gestosci istnieje jedynie dla
zmiennych losowych ciagtych.
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Funkcja gestosci

Jesli f(x) jest funkcja gestosci zmiennej losowej X, a F(x) dystrybuanta tej
zmiennej losowej to spetniaja one zaleznosci
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Sposoby okreslania prawdopodobienstwa

Sposoby okreslania prawdopodobienstwa dla zmiennych losowych ciagtych:
@ Za pomoca dystrybuanty F(x) = P(X < x). W przypadku ciagtej
zmiennej losowej jej dystrybuanta jest ciagta (nie ma skokéw).
P(a< X < b)=F(b)— F(a)
@ Za pomoca funkgji gestosci P(a < X < b) = fab f(x)dx.
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Sposoby okreslania prawdopodobienstwa - dystrybuanta

P([a,b])

Tomasz Krajka
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Sposoby okreslania prawdopodobienstwa - funkcja gestosci

P([a,b])
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Charakterystki liczbowe

Charakterystyki liczbowe ciagtych zmiennych losowych:
@ Wartos¢ oczekiwana EX = [ xf(x)dx

Q@ Wariancja
02X = E(X—EX)? = [%_(x—EX)*f(x)dx = [*°

o0

x2f(x)dx — (EX)?

© Odchylenie standardowe o X = Vo2 X

@ Moment rzedu k my = EX* = [*° x¥f(x)dx

@ Moment centralny rzedu k ux = E(X — EX)* = [ (x — EX)*f(x)dx

@ Moda - maksimum globalne f(x)

@ Mediana - taka wartos¢ x, ze P(X < x) > % i jednoczesnie
P(X > x) > 3. czyli takie x, ze F(x ) =1

Q@ Kwantyl rzqdu p - taka wartos¢ x, ze P(X < x) > p i jednoczesnie
P(X > x) > 1 — p, czyli takie x, ze F(x) =
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Przyktady ciagtych zmiennych losowych

O Rozktad jednostajny:

f(x) = { =

0

W tym rozktadzie EX

Tomasz Krajka

x € [a, b]

x¢[ab] Flx) =

_ath 2y _ (b—a)?
=27, 0 X =13

Robotyzacja

x<a
a<x<b
x>b
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Rozktad jednostajny - funkcja gestosci
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Rozktad jednostajny - dystrybuanta
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Przyktady ciagtych zmiennych losowych

@ Rozktad wyktadniczy z parametrem o > 0:

f(x)={° o Sa s Fl)=

oe X z

W tym rozktadzie EX = %, o2 X =%
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Rozktad wyktadniczy - funkcja gestosci
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Rozktad wyktadniczy - dystrybuanta

Tomasz Krajka
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Przyktady ciagtych zmiennych losowych

@ Rozktad normalny N(u,o):

- oV2r

1 t x=p?
F(t) = / e 27
oV2m J—co

W tym rozktadzie EX = p, 0°X = o2
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Rozktad normalny - funkcja gestosci

-llntpf:t::l
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Rozktad normalny - dystrybuanta

Tomasz Krajka
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Standardowy Rozktad Normalny

W rachunku prawdopodobienstwa i statystyce szczegdlna role petni rozktad
normalny N(0,1) zwany réwniez standardowym rozktadem normalnym.
Funkcja gestosci w rozktadach normalnych nie jest elementarnie
catkowalna, zatem nie da sie poda¢ "wprost” (bez catki) wzoru na
dystrybuante rozktadu normalnego. Dystrybuante standardowego rozktadu
normalnego oznaczamy przez ®(x). Poniewaz nie da sie ona przedstawi¢ w
postaci wzoru, wartosci tej dystrybuanty zostaty stablicowane.

Jako ze standardowy rozktad normalny jest symetryczny wzgledem 0,
zatem ®(—x) =1 — d(x)
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Wartosci dystrybuanty standardowego

Tablica 5. Wartosci & () dystrybuanty rozktadu normalnege N(0, 1)

rozktadu normalnego

u 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 007 0,08 0,09

00 | 0,5000 | 0,5040 | 0,5080 | 0,5120 | 0,5160 | 0,5199 | 0,5239 | 0,5279 | 0,5319 | 0,5359
0,1 5398 5438 5478 S517 | 5557 ,5596 5636 | 5675 5714 | 5753
02| ,5793 ,5832 | 5871 ,5910 | ,5048 L5987 6026 | 6064 | 6103 | 6141
03 | 6179 | 6217 | 6255 6293 | 6331 L6368 6406 | 6443 6480 | 6517
04 | 6554 | 6501 6628 6664 | 6700 6736 | 6772 | 6808 6844 | 6879
05| 6915 6950 | 6985 7019 | 7054 7088 27123 157 ,7190 7224
06 | 7257 7290 | 7324 7357 | 7389 7422 7454 | 7486 1517 7549
07 | ,7580 | 7611 ,71642 7673 7704 J734 | 7764 | 7794 7823 | 7852
08 | ,7881 JJ910 | 7939 | 7967 | 7995 8023 8051 8078 8106 | 8133
091 8159 8186 | 8212 | ,8238 18264 ,8289 8340 | 8340 8365 | 8389
1,0 | 08413 | 0,8438 | 0,8461 | 08485 | 0,8508 | 0,8531 | 0,8554 | 0,8577 | 0,8599 | 0,8621
11 ,8643 8665 8686 | 8708 8729 8749 8770 | 8790 L8810 8830
12| .8849 8869 8888 8907 8925 8944 ,8962 8980 8997 9015
13| 9032 9049 9066 | 9082 9099 9115 9131 2147 | 9162 | 9177
14| 912 9207 9222 | 9236 9251 9265 ,9279 9292 | 9306 | 9319
15| 9332 9345 | 9357 9370 | 9382 19394 9406 9418 2429 | 9441
16| .9452 9463 9474 | 9484 9495 9505 9515 9525 9535 9545
L7 | 9554 9564 9573 9582 9591 9599 ,9608 9616 9625 | 9633
18 | 9641 9649 | 9656 | 9664 9671 9678 ,9686 9693 9699 | 9706
19| 973 9719 | 9726 | 9732 9738 9744 9750 | 9756 9761 9767
20| 09772 | 09779 | 09783 | 09788 | 09793 | 0,9798 | 0,9803 | 0,9808 | 0,9812 | 09817
21 9821 9826 | 9830 | 9834 9838 9842 ,9846 | 9850 | 9854 | 9857
22| 9861 9864 | 9868 9871 9875 9878 ,9881 9884 | 9887 9890
23| 9893 | 98% | 9898 | ,9901 9904 9906 | 9909 9911 9913 9916
24| 9918 9920 | 9922 9925 9927 9929 ,9931 9932 9934 | 9936
25| 9938 | 9940 | 9941 9943 9945 9946 | 9948 9949 9951 9952
26| 9953 | 9955 9956 9957 | 9959 9960 | 9961 9962 9963 9964
27| 9965 | 9966 | 9967 9968 9969 9970 | 9971 9972 9973 9974
28 | 9974 | 9975 2976 | 9977 9977 9978 9979 9979 9980 | 9981
29 | 9981 9982 9982 | 9983 9984 9984 | 9985 9985 | 9986 | 9986
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Standaryzacja

Zmienng losowa o roztadzie normalnym N(u, o), mozna przeksztatci¢
(ustandaryzowac¢) do postaci zmiennej losowej o standardowym rozktadzie
normalnym. Jesli zmienna losowa X ma rozktad N(u, o), to zmienna losowa

_X—p

g

Y

ma standardowy rozktad normalny N(0,1).
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Standaryzacja - przyktad

W pewnej spofecznosci Sredni wzrost jest réwny 175 cm, a jego odchylenie
standardowe 10 cm. Zaktadajac, ze wzrost ma rozktad normalny, oblicz
jakie jest prawdopodobiestwo spotkania osoby o wzroscie miedzy 170 a
175 cm.
X ~ N(175,10)

X — 175

Y =——~N(0,1
-~ N(0,1)

dla x =175 mamy y =0, dla x = 170 mamy y = —0.5
®(-0,5)=1—-9(0,5)=1-0,6915 = 10,3085, (0)=0,5
P(170 < X < 175) = P(—0,5< Y < 0) = 0,5 —0,3085 = 0,1915

Prawdopodobienstwo spotkania takiej osoby jest réwne 0,1915.
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Inne rozktady

@ Rozktad t-Studenta
@ Rozkfad y?
@ Rozktad F Fischera-Snedecora
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Centralne Twierdzenie Graniczne

Centralne Twierdzenie Graniczne informuje, iz granicg sum niezaleznych,
ustandaryzowanych zmiennych losowych podzielonych przez pierwiastek z
ich liczby jest zmienna losowa o Standradowym Rozktadzie Normalnym
N(0,1).

X —p (27 Xi) — nu
2 o = 1\/50 — N(0,1)
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Centralne Twierdzenie Graniczne - przyktad

Czas kontroli jednego elementu podlega rozktadowi jednostajnemu na
przedziale od 10 do 16 sekund. Oszacuj prawdopodobienistwo, ze czas
kontroli 100 elementéw przekroczy 22 minuty.

a+b 10+16

K 2 2 3
, (b—a)® 36
7 12 p-> V3~1,73

27X —np D
v/no

100 S100 X; — 1300 1320 — 1300

P> X; > 2260 >
[; ' I= [ 10 1,732 17,32

Z Centralnego Twierdzenia Granicznego mamy — N(0,1) czyli

] ~ P[N(0,1) > 1,15]

Odczytujac z tablic dystrybuanty standardowego rozktadu normalnego

100
P[> X; > 22:60] ~ P[N(0,1) > 1,15] = 1-®(1,15) = 10,8749 = 0,1251
i=1
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Statystyka

Statystyka zajmuje sie:

© Gromadzeniem i porzadkowaniem
danych (statystyka opisowa)

@ Wyznaczaniem parametréw rozktadéw
(estymacja)

o Stawianiem i weryfikowaniem hipotez

© Wyznaczaniem zalezno$ci pomiedzy
badanymi cechami (regresja)

o Badaniem wptywu jednego czynnika
na inny (analiza wariancji)
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Préba nazywamy ukfad wartosci

X1, X0, . .., Xy, otrzymanych z obserwacji
lub eksperymentéw. W praktyce proba
jest cigg n zmiennych losowych
X1, Xo, oo X, przyjmujacych wartosci
réwne wartosciom badanej cechy.
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Populacja

Populacja nazywamy zbiér wszystkich
elementow sposréd ktorych losujemy
probe. W praktyce oznacza to, iz
populacja jest zbiér wszystklch
mozliwych wartosci, jakie moze przyjac
zmienna losowa.
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Statystyka

Statystyka nazywamy dowolng funkcje z
préby np:

Mini<i<n Xi, MaxXigi<n Xi, X =
R = maXi<ig<n Xi — min1<,<,, X;j.

X1+Xo+...+Xp
n 9
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Dobér préby

Aby na podstawie préby mozna byto wnioskowa¢ o catej populacji, préba
powinna byé reprezentatywna, a wiec zawiera¢ wszystkie zaleznosci
wystepujace w populacji. Z tego wzgledu w praktyce najczesciej stosuje sie
losowy dobér préby.
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Skale pomiarowe

© Nominalna - stosowana jest w mierzeniu cech jakosciowych np. pteé,
marka samochodu, stan cywilny

O Porzadkowa - stuzy do mierzenia cech porzadkowych np. jak czesto
oglada pan/pani telewizje? b. czesto, czesto, rzadko, nigdy. Jest ona
subiektywna i rézni respondenci moga w tych samych sytuacjach
udziela¢ réznych odpowiedzi.

@ Interwatowa - stuzy do mierzenia cech ilosciowych w skali majace;
stata jednostke, ale bez arbitralnie przyjetego 0 np. jak ciekawa byta ta
ksigzka w skali 1-107

© llorazowa - jak poprzednio ale z arbitralnie przyjetym 0 np. wiek,
wzrost, dochody, ceny.
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Szereg rozdzielczy

Wartosci pobranej préby ktérych czesto jest bardzo duzo, zwykle wygodnie
jest uporzadkowad w tzw. szeregu rozdzielczym. Jedli liczba mozliwych
przyjmowanych wartosci jest niewielka stosuje sie szereg rozdzielczy
jednostopniowy (prosty, punktowy), w przypadku gdy liczba mozliwych
przyjmowanych wartosci jest duza stosuje sie szereg rozdzielczy
wielostopniowy (ztozony, przedziatowy).

Szereg rozdzielczy umozliwia oszacowanie i zobrazowanie graficzne (za
pomoca histogramu) rozktadu z ktérego zostata wylosowana préba.
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Etapy tworzenia szeregu rozdzielczego ztozonego

Wyznaczamy min; x; oraz max; x;
Wyznaczamy rozstep z préby R = max; x; — min; x;

Ustalamy liczbe przedziatéw klasowych k

©00O0

Wyznaczamy lewy koniec pierwszego przedziatu klasowego
min; x; — 5, gdzie a - doktadnos¢ pomiaru,

> - . R+
Wyznaczamy dtugos¢ przedziatu klasowego: h > =<

Rozktad empiryczny obserwacji zebranych w utworzonym szeregu
rozdzielczym, mozemy zobrazowa¢ wykresem (histogramem).

© 0
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Wyznaczanie liczby przedziatéw klasowych

Q k=./n

Q@ k=5In(n)

©Q k=1+3,3In(n)
©Q Za pomocy tabeli:

Liczba prébek | Liczba przedziatéw
30 - 60 6—8
60 — 100 7-10
100 — 200 9—-12
200 — 500 11-17
500 — 1500 16 — 25

Tomasz Krajka Robotyzacja Statystyka 73 /187



Jednostopniowy szereg rozdzielczy - przyktad

W pewnej klasie uczniowie otrzymali nastepujace oceny:

3 4 35 4 2 4
2 35 5 3 45 5
2 2 45 3 4 35
2 4 4 5 45 2
5 45 3 2 4 3
4 2 45 35 3 3

Sporzadzi¢ jednostopniowy szereg rozdzielczy.
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Jednostopniowy szereg rozdzielczy - przyktad

ocena | liczebnos¢ w | czestos¢ czestosé
prébie fi = 7 | skumulowana

8 8
3 7 = 2
¥ 18

3,5 4 36
¥ 38
* . 7 5
4.5 4 36 36
5 4 - 1

X [ 3% | 1 | - |
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Jednostopniowy szereg rozdzielczy - histogram

Histogram
10
3 N
6
4
2
0
15 2 25 3 35 4 45 5 55
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Wielostopniowy szereg rozdzielczy - przyktad

Dane dotyczace zarobkéw w pewnej grupie zawodowej wsréd 40 wybranych
w sposéb losowy oséb ksztattowaty sie nastepujaco (z doktadnoscia do 1
zt):

1307 1560 1101 1617 1251 1481 1513 1390

1451 1612 1470 1680 1480 1413 1240 1580

1298 1690 1597 1273 1154 1312 1220 1683

1570 1635 1470 1535 1372 1590 1506 1455

1576 1341 1620 1357 1423 1170 1685 1473

Zbudowa¢ wielostopniowy (przedziatowy) szereg rozdzielczy. Na podstawie
szeregu rozdzielczego utworzy¢ histogram.
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Wielostopniowy szereg rozdzielczy - przyktad

minx; = 1101, maxx; = 1690, R = 1690 — 1101 = 589
1 1

R 589
k =+/n =40 ~ 6, h= == = 98,167 ~ 100

Xo = minx; — % — 1101 — 0,5 = 1100,5
1

Przedziat Srodek | Liczebnos¢ | Czestos¢ | Czestos¢ skumulowana
(xi—1, xi] X7 ni f; fx
1100,5 — 1200 | 1150,25 3 =5 =
1200 — 1300 1250 5 > ‘1‘8_0
1300 — 1400 1350 7 . @
1400 — 1500 1450 8 - z‘_g
1500 — 1600 1550 9 = 32
1600 — 1700 1650 8 - 1

| > - | 40 1| § |
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Wielostopniowy szereg rozdzielczy - histogram

Histogram
10
8
6
4
2
0
1100 1200 1300 1400 1500 1600 1700
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Miary statystyczne - miary potozenia

@ Srednia z préby:
© Dane niepogrupowane : X = 237 | x;,
@ Szereg rozdzielczy punktowy : X = 1 37K xin;
© Szereg rozdzielczy przedziatowy : X = %fozl X7 n;
@ Moda (dominanta) (M,) - warto$¢ najczestsza
@ Dane niepogrupowane - warto$¢ najczestsza o ile nie jest to wartos¢
skrajna (wéwczas moda jest nieokreslona)
@ Szereg rozdzielczy punktowy - warto$¢ najczestsza o ile nie jest to
wartos¢ skrajna (wéwczas moda jest nieokreslona)
© Szereg rozdzielczy przedziatowy -

Nm — Nm—1 h

M, = xm +
° " (nm_nm—1)+(nm_nm+1) "
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Miary statystyczne - miary potozenia

© Mediana - wartos¢ srodkowa w uporzadkowane] prébie:
O Dane niepogrupowane :

Me—{ X(n+1) n:2k+1
2(xg) +xgem), n=2k

@ Szereg rozdzielczy punktowy :

M_{X(n;_l), n:2k+1
© L sk Hxgen), n=2k

© Szereg rozdzielczy przedziatowy :

2t

Nm

Me = xm + hm

Iewy koniec przedziatu z mediang, n,, - liczebnos¢ przedziatu z
medlanq, - dtugos¢ przedziatu z mediang
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Miary statystyczne - miary potozenia

© Kwartyle (dolny Qq i gérny Q3) : wartosci ktére dzielg uporzadkowane
probe w stosunku 1:3 i 3:1.

@ Kwantyle rzedu p € [0; 1] : wartosci ktére dziela uporzadkowana prébe
w stosunki p : 1-p.

@ Inne $rednie (geometryczna, harmoniczna).
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Miary statystyczne - miary rozproszenia (zmiennosci)

© Rozstep

R = maxx; — min x;
1 1

Q@ Wariancja:

@ Dane niepogrupowane :

1o 1o
=2 (6—%)P =2 x5 - (%)
i=1 i=1

@ Szereg rozdzielczy punktowy :

1< 1<
s* = o Z(Xi —X)*n; = - ZX,?",' - (x)%,
i=1 i=1

© Szereg rozdzielczy przedziatowy :
1k
2= 300 - %) = S — ()
i=1 '
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Miary statystyczne - miary rozproszenia (zmiennosci)

© Odchylenie standardowe

s=Vs2,

typowy przedziat zmiennosci (X — s, X + s)
@ Odchylenie przecietne od $éredniej arytmetyczne;j

© Dane niepogrupowane : d; = 137 | [x; — X|

© Szereg rozdzielczy przedziatowy : d; = %Zle |
@ Odchylenie przecietne od mediany
© Dane niepogrupowane : d> = 1 37 | |x; — Me|
@ Szereg rozdzielczy punktowy : dy = %Zf-;l |xi — Me|n;
© Szereg rodzielczy przedziatowy : d) = %ELI [x* — Me|n;
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Miary statystyczne - miary rozproszenia (zmiennosci)

@ Odchylenie éwiartkowe Q = %
@ Wspétczynnik zmiennosci V = £ - 100%

©Q Wspétczynnik nieréwnomiernosci H = % -100%

b2

@ Pozycyjny wspétczynnik nieréwnomiernosci H, = o
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Miary statystyczne - miary asymetrii

Q@ Wspdtczynnik asymetrii

5D, i)
53

DDA G ML)
Bt

& Z,-kzl(xi* —X)°n;

s3

@ Dane niepogrupowane : A =
@ Szereg rozdzielczy punktowy : A =

© Szereg rozdzielczy przedziatowy : A =
@ Wskaznik asymetrii wi =X — Mo, w5 =X — M,

© Wspdiczynniki skosnosci A; = w, A = %, Az = Q-’*%
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Miary statystyczne - miary koncentracji

© Wspétczynnik skupienia (kurtoza)
_ a2t
54
%Z,k 1 =)

@ Dane niepogrupowane : K

@ Szereg rozdzielczy punktowy : K =

© Szereg rozdzielczy przedziatowy : K =
Q Ekscesg=K —3
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Miary statystyczne - przyktad 1.

ocena | nj | £ f,-Sk X;n; Xj — X (xi —X)? | (xi —x)*n;
2 8 | = %% 16 | —1,47222 | 2,16743 | 17,33944
3 7| £ % 21 | —0,47222 | 0,22299 | 1,56093
3,5 | 4| 5 % 14 | 0,02778 | 0,00077 | 0,00308
4 9 | = % 36 | 0,52778 | 0,27855 | 2,50695
4,5 | 4 | 3| 35 | 18 | 1,02778 | 1,05633 | 4,22532
5 4 | 5| 1 | 20 | 1,52778 | 2,33411 | 9,33644
> [36] 1] - |125] - | - | 34,97216 |
o1 g 125
= xinj = 3 = 347222

18 34,97216
2 —\2 )
= =3 (x — ®)2n = 2 2 0,97145
s nZ(X X)“n 2%
= +/0,97145 = 0,98562
X1842-X19 _ 3,5;3;5 35 M,—4
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Miary statystyczne - przyktad 2.

(xi—1,xi] X; n | f | £ i nj (x)*n
1100,5 — 1200 | 1150,25 | 3 | % | 25 | 3450,75 | 3969225
1200 —1300 | 1250 | 5 % 48_8 6250 | 7812500
1300 — 1400 | 1350 | 7 | 45 %‘g 9450 | 12757500
1400 — 1500 | 1450 | 8 | 55 4 | 11600 | 16820000
1500 —1600 | 1550 | 9 | 45 | 35 | 13950 | 21622500
1600 — 1700 | 1650 | 8 | & | 1 | 13200 | 21780000
| ) | - [40[ 1 [ - [57900,75 | 84761725 |
o1&, 57900, 75
X = ;;Xi n; = T = 1447,52
84761725
== (x)? = == 2095310, 53 = 23732,6
20 —
\/23732 6= 154,05, M, = 1400 + 22— 1> 100 = 1462, 5
9-38
Mo = 1500 + - 100 = 1550

(9-8)+(9-8)

Tomasz Krajka Robotyzacja Statystyka

89 /187



Jednym z najwazniejszych zadan statystyki matematycznej jest ocena
parametréw rozktadu z ktérego zostata wylosowana préba na podstawie
wylosowanych wartosci proby. Przyktadowo jesli badamy wzrost w populacji
os6b, ktéry ma rozktad N(u, o), to na podstawie wylosowanej prébki
chcielibysmy oszacowac¢ sredni wzrost populacji (1) i o ile srednio odchyla
sie wzrost w populacji od tej wyznaczonej wartosci sredniej (o). Jesli
poszukujemy oszacowania parametru ©, to szukamy takiej statystyki
(funkgji z préby) T(X1, Xz, ..., X,), ktéra w sposéb najlepszy przybliza
nam parametr ©. Statystyki szacujace dany parametr © nazywamy
estymatorami. Jesli poszukujemy pojedynczego parametru ©, to taka
estymacje nazywamy estymacja punktows.
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Estymator nieobcigzony

Estymator nazywamy nieobcigzonym,
jesli

E(T(Xy,X,...,X,)) =6,
czyli "na Srednio” wartosci estymatora s3
zblizone do szacowanego parametru.
Jesli tak nie jest to estymator
T (X, Xz,...,X,) jest obciazony, a réznice
E(T(X1, Xa,...,X,)) —©, nazywamy jego
obcigzeniem.
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Ocena estymatora

O jakosci estymatora Swiadczy Srednie
odchylenie kwadratowe (im mniejsze,
tym dany estymator jest lepszy)

BSKo(T (X1, Xa, ..., Xn)) = E(T(X1, Xz, ..., X,) — ©)2

Estymatory sg z reguty tym lepsze im z
wiekszej liczby prébek wyznaczaja
szukany parametr.
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Estymator zgodny

Estymator T(Xy, Xs,...,X,) jest zgodny z
@, _]eéll T(Xl,XQ, ce ,Xn) — @, gdy n— oo,
czyli dla dostatecznie duzej préby
wartosci estymatora leza "blisko”
faktycznej wartos$ci parametru ©O.
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Metody wyznaczania estymatoréw

© Metoda momentéw - wyznaczamy momenty z préby
1 n
Mk = — ZX,-k,
Nz

ktére s estymatorami momentéw EXX, a te z kolei zaleza od
wyznaczanych parametréw.

Q@ Metoda najwiekszej wiarygodnosci - jezeli badana populacja ma
gestos¢ rozktadu f(x, ©), to tworzymy funkcje wiarygodnosci

n
L(X1, Xz, ..., Xn) =[] (x5, ©)
j=1
i znajdujemy parametr ©, dla ktérego osiaga ona maksimum.
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Metoda momentéw -przyktad

Jesli szukanym parametrem jest © = EX, to
N
X = - ZXiv
n“
i=1
jest najlepszym estymatorem ©O.

Jesli szukanym parametrem jest © = 02X, to

1 o
s? = Z(Xi — 7)2,

n—1:3

jest najlepszym estymatorem ©O.
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Estymacja przedziatowa

W przypadku estymacji punktowej wyznaczalismy pojedyncza wartos¢,
ktéra stanowita przyblizenie poszukiwanego parametru ©. Jednakze
prawdopodobienistwo, ze wyznaczona z prébki wartos¢ szukanego
parametru jest réwna wartosci tego parametru w populacji jest bliskie 0.
Znacznie lepszym podejsciem jest estymacja przedziatowa. W estymacji
przedziatowe] ustalamy prawdopodobiefstwo 1 — a tzw. poziom ufnosci
oraz wyznaczamy przedziat do ktérego z prawdopodobiefistwem 1 — «
nalezy wyznaczany parametr, czyli wyznaczamy takie a i b, ze

Pla < © < b] =1 — a. Oczywiscie im wiekszy przyjmiemy poziom ufnosci,
tym wiekszy przedziat uzyskamy. Najczesciej jako poziom ufnosci przyjmuje
sie wartos¢ 0,95 (typowy poziom ufnosci), albo 0,9; 0,99, czy tez 0,975.

Tomasz Krajka Robotyzacja Statystyka 96 /187



Oznaczenia

Oznaczmy:
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Przedziaty ufnosci dla sredniej

@ MODEL | - Badana cecha ma rozktad normalny N(u, o), o nieznanym
w1 znanym o. Z tablic standardowego rozktadu normalnego
odczytujemy warto$¢ u(1 — «/2). Przedziat ufnosci:

a, o
pelk—u1-%) % 7

© MODEL Il - Badana cecha ma rozktad normalny N(u, o), o
nieznanych p i 0. Z tablic rozktadu t-studenta z n — 1 stopniami
swobody odczytujemy wartos¢ t(1 — §,n —1). Przedziat ufnosci:

X+ u(l— )

Se o) S x-S 1) ]
2 NG > NG

© MODEL Il - Badana cecha ma dowolny rozktad o nieznanej wartosci
oczekiwanej 1 i nieznanym odchyleniu standardowym o, za$ liczebno$¢
proby jest duza (n > 100). Z tablic standardowego rozktadu

normalnego odczytujemy wartos¢ u(1 — «/2). Przedziat ufnosci:

e [x—t(1

peR—ul-2y. 2 X+u(1——) —]
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Kwantyle rzedu

N,
S
o
o
o~
& o
1-a

g -

ai2 ai2
o
=

“Ui—qf2 Ul—q/2
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du normalnego u(p)

Tablica 6. Kwantyle u (p) rz¢du p rozkladu normalnego N (0, 1)

)4 0,90 0,95 0,975 0,99 0,995
u (p) 1,28 1,64 1,96 2,33 2,58

Tomasz Krajka Robotyzacja Statystyka 100 / 187



Kwantyle rozktadu t-studenta

Tablice statystycene 287

o

Hpa]
Tablien 7. Kwantyle t(p,1) rasdu prozkladu Studenta
© ¥ stopriach swobody
=i [}
050 055 075 093 0995
1 3078 6314 12,706 31821 63657
2 138 2920 4308 6965 9925
3 638 353 3182 4341 spal
4 1 A 27%6 37 P
H w6 s S 365 032
6 1440 1943 247 3143 30
1 s a3 365 2998 489
[ 397 59 308 897 355
9 a8 A 262 s 250
10 an a2 ke 6 69
i 1363 1798 2201 2718 3106
1 336 b am 81 054
13 350 m 180 850 o1z
1 4 bl 145 24 2977
1s a1 783 3 02 947
16 1337 1746 2120 25 2921
i ] 7 110 " 8
1 d ™ ot 552 75
19 £ 7. 3 58 61
£ a2 s 086 ] 245
E 1323 Ih 2080 2518 2831
a A i 74 508 819
E:l e 14 068 00 07
o 318 hill 064 an 97
Ell 316 08 060 415 8
2% 1315 1706 2085 241 279
bl a1e 703 052 473 a7
B a1 b 04 467 61
3 E 9 045 462 56
El £ ©7 042 #57 s
3 1309 1695 20 2453 294
2 0 94 o k2]
n £ 92 04 s K]
E 1 01z P K]
3 06 590 o0 i 4

Robotyzacja

288 Tablice tystyemne
Tablica 7(ad)
i’ »
050 095 0975 0 0995
3 1305 ] 20 2 2
3 05 1 25 e 715
3 04 s o4 s 712
» ES 685 o A28 o8
» N 54 a2t o 04
a 1303 Lot 209 e 701
P e - g 8 o
P 0 - o e s
P o k) s na o
P 01 n o . 690
4% 1.300 1679 2013 2410 2687
41 300 478 012 408 L]
48 299 77 o 407 682
49 299 &7 10 08 680
50 299 A£76 009 A03 678
33 1,207 1673 2004 2396 2668
0 295 £ 000 390 ho0
o 295 & 199 S 54
m E il %4 ke 643
ki 23 665 592 g 4y
0 1292 1664 1990 23m 2639
0 21 62 B 36 62
100 290 660 o84 364 626
120 0 s 0 s i
150 287 855 o7 351 9
mw 1266 1653 19m 235 2601
300 284 650 968 33 k.
500 283 648 565 3 386
1000 282 646 962 330 581
@ 282 645 960 326 516
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Przedziaty ufnosci dla wariancji

@ MODEL | - Badana cecha ma rozktad normalny N(u, o), o nieznanych
parametrach p i o, zas préba jest mata (n < 50). Z tablic rozktadu x?

odczytujemy wartosci x?(1 — %,n— 1) i x*(%, n —1). Przedziat
ufnosci:
e ns2 ns? ]
2(1 n_l) X(%?n_l)

@ MODEL Il - Badana cecha ma rozk’rad normalny N(u, o), o
nieznanych parametrach p i o, zas préba jest duza (n > 50). Z tablic
standardowego rozktadu normalnego odczytujemy wartos¢ u(1l — «/2).
Przedziat ufnosci:

2 2

5 2ns 2ns

Tl a9 Va3 ua - 9P

]
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Kwantyle rozktadu y?

__Tablice satysiyczne 28 290 ‘Tablice statystyczne

Tablicated)

005 901 oms 008 085 08 0 085

3| 14458 15esS 1939 5281 44dES a3 sL01  SSp08
32| 1513 16362 18391 072 4613 49dB0 3486 63
7

X 1648
3| 16501 17789 19808 21664 48602 51066 SA061  se9ed
35| 17052 18309 20569 23465 49802 53203 SN2 6027S
36 | 17887 15233 21336 13269 50998 54430 SREI9  6LSEL
37| IS5 19960 22106 24075 5,192 SSERY S 623

Tablica 3. Kuaniyle ¥ (5 9 1aedu p rorkladu
3 | isu9 20 08 nagsa 53381 S6B96  6LIGL B4R
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TE s ses aw 42| 2 240 WIS P QIW G40 TG
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W05 1603 134T 202m
17 1TSS 0% 2195
16918 15013 21666 2358
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1wEs  ram ams 267E
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W | uw
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Estymacja - uwagi

© W MODELU lll dla sredniej, w przypadku, gdy parametr o jest znany
W miejsce s wstawiamy o.

@ W MODELACH dla wariancji, jesli parametr p jest znany, wéwczas we
wzorze na s X zastepujemy pu, czyli

1 n
== Z(Xi - M)za
i3

a w przypadku MODELU | takze liczbe stopni swobody (n — 1),
zastepujemy wartoscia n.

Tomasz Krajka Robotyzacja Statystyka 104 / 187



Przedziaty ufnosci dla frakcji (wskaznika struktury)

Zatézmy, iz pobierajac prébke interesuje nas w obserwacjach tylko
posiadanie pewnej cechy, lub jej brak (czyli prébki moga przyjmowac tylko
2 wartosci). Wskaznik struktury p okresla jaka czes¢ populacji posiada te
ceche.

© Prdbka jest duza (n > 100). Z tablic standardowego rozktadu
normalnego odczytujemy wartos¢ u(1 — «/2), oraz wyznaczamy
wartos¢ p = 7, gdzie m jest liczba elementéw w prébie, ktére
posiadaja badang ceche.
Przedziat ufnosci:

pelo-ut- 2020 P piun - )P0 P
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Graniczny btad pomiaru

Zagadnieniem zblizonym do estymacji przedziatowej jest wyznaczanie

granicznego btedu pomiaru (e; = £ks). Szukamy zatem takiej wartosci eg,
ze

Pllx — pl < eg] = Plx — eg < p < x + g = p,

czyli wyznaczona doswiadczalnie wielko$¢ x rézni sie od faktycznej 1 o e, z

prawdopodobiefistwem p. Jesli préba jest duza lub badana wielko$¢ ma
rozktad normalny o znanej wariancji, to e; = u(% + g)% Jesli rozktad
badanej wielkosci jest normalny a wariancja nieznana, to

1
€g = t(ﬁ—l—g,n—l)\/:j

Najczesciej w badaniach wedtug norm miedzynarodowych przyjmuje sie
k=2, k=2,6Ilub k=3.
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Estymacja - przyktad 1.

Przeprowadzono badania wsrod studentéw, zadajac pytanie o czas (w
godzinach) poswiecony na nauke w tygodniu i otrzymano wyniki:

25 4 7 35 8
4 55 65 b5 35
6 3 25 75 5

50 45 85 65 7

Na typowym poziomie ufnosci (1 — a = 0,95), zaktadajac, ze czas
poswiecony na nauke ma rozktad normalny wyznaczyé przedziat ufnosci dla
wartosci $redniej liczby godzin poswieconych przez studentéw na nauke
wciggu tygodnia.
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Estymacja - przyktad 1.

Parametry p i o, s3 nieznane, rozktad jest normalny - wybieramy MODEL
Il dla sredniej.

1— % = 0,975, n—1=19, t(0,975;19) = 2,093

120
x:%;x;—5,3
120
2
- — _ —3.1 -1
s 2 2 1x (x)?> =3,16, s ,78
78 1,78
€[5,3—-2,093- ,5,3+2,093-
nel v Vo)

11 € [4,4453;6,1547]
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Estymacja - przyktad 2.

Wylosowano 300 oséb zamieszkatych w Lublinie i okazato sie, ze 220
sposréd nich pali papierosy. Na typowym poziomie ufnosci 1 — oo = 0, 95,
wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla odsetka mieszkancéw Lublina palacych
papierosy.

Szukamy przedziatu ufnosci dla wskaznika struktury, préba jest duza

(n > 100) - wybieramy MODEL dla wskaznika struktury.

o m 220 11
1—==0,975, p=— = — === u(0,975) = 1,96
5 = 0975, p=""=350 =15 ul0975) =1,
11 .41 L.
e[=-1,96 Q— 1,96 1
pel 300 + ]

p € [0,6833;0, 7834]
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Estymacja - przyktad 3.

Zaktadamy, ze roczne dochody pracownika z pewnej grupy zawodowej s3
zmiennga losowa o rozktadzie normalnym N(u, o) z nieznymi parametrami p
i 0. W celu oszacowania parametru o wylosowano prébe n = 17 oséb i
obliczono ich $rednie dochody X = 12 tys. zt. i odchylenie standardowe ich
dochodéw s = 4,72 tys. zt. Wyznacz przedziat ufnosci dla odchylenia
standardowego o.
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Estymacja - przyktad 3.

Szukamy przedziatu ufnosci dla wariancji parametry p i o s nieznane,
rozktad jest normalny, préba jest mata (n < 50) - wybieramy MODEL | dla
wariangji.
1-a=0,95 1-2=0975
x2(0,975,16) = 28,845, x?(0,025,16) = 6,908

17 - (4,72)% 17 - (4, 72)2]
28,845 ' 6,908

o2 € [13,13; 54, 825]
o € [3,6235;7,4]

ot e
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Hipoteza statystyczna

Hipoteza statystyczng nazywamy
dowolne stwierdzenie lub przypuszczenie,
ktére moze by¢ zweryfikowane metodami
statystycznymi w opraciu o losowo

wybrang prébe.
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Rodzaje hipotez statystycznych

Hipotezy dzielimy na:
© Parametryczne - wymagaja normalnosci rozktadu badanej cechy (a co
za tym idzie badana cecha musi by¢ na skali ilorazowej) i dotycza
parametréw tego rozktadu

@ Nieparametryczne - nie wymagaja normalnosci rozktadu badanej cechy

Podziat ten jest w duzej mierze historyczny a granice miedzy
poszczegblnymi rodzajami hipotez coraz bardziej sie zacieraja.
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Etapy weryfikacji hipotezy statystycznej (testu

statystycznego)

Q@ Wybor testu.
@ Ustalenie postaci hipotez zerowej Hp i alternatywnej Hj.

© Wyznaczenie obszaru krytycznego W na podstawie przyjetego
poziomu istotnosci testu («).

©Q Wyznaczenie wartosci statystyki testowej i ustalenie czy nalezy ona do
obszaru krytycznego

© Pozostawienie hipotezy Hy jako nieodrzuconej, lub odrzucenie
hipotezy Ho na rzecz hipotezy alternatywnej Hj.
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Rodzaje btedéw weryfikacji hipotez statystycznych

Hipoteza prawdziwa | Hipoteza nieprawdziwa
przyjac + btad 2-rodzaju (3)
odrzuci¢ | btad 1-rodzaju («) +

Przy weryfikacji hipotezy mozemy popetni¢ 2 rodzaje btedéw:
O Btad 1-rodzaju - odrzucenie hipotezy prawdziwej
Q Btad 2-rodzaju - przyjecie hipotezy fatszywe;j
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Rodzaje btedéw weryfikacji hipotez statystycznych

Nie da sie zmniejszy¢ prawdopodobienstwa popetnienia tych bteddw
jednoczesnie. Zmniejszajac prawdopodobiehstwo popetnienia btedu
pierwszego rodzaju (), zwiekszamy prawdopodobieristwo popetnienia
btedu drugiego rodzaju () i odwrotnie. Wigkszos¢ testow statystycznych
zbudowana jest w ten sposéb, ze testujgcy wybiera poziom istotnosci testu
(), a sam test minimalizuje warto$¢ 3. Podobnie jak w wypadku estymacji
najczesciej przyjmowanym poziomem istotnosci jest o = 0, 05.
Prawdopodobienstwo popetnienia btedu pierwszego rodzaju (a) nazywamy
poziomem istotnosci testu a w naukach technicznych jest to ryzyko
wytwdrcy.

Wartos¢ 1 — o nazywamy poziomem ufnosci testu.

Wartos¢ 1 — 3 nazywamy moca testu.

Prawdopodobienstwo popetnienia btedu drugiego rodzaju (/3) w naukach
technicznych nazywane jest ryzykiem odbiorcy.
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p wartos¢ prawdopodobienstwa

Alternatywnie zamiast sprawdza¢, czy wyznaczona wartos¢ statystyki
testowej znajduje sie w obszarze krytycznym W, mozna wyznaczy¢ taka
wartos¢ prawdopodobienstwa popetnienia btedu pierwszego rodzaju p, przy
ktérej wartos¢ statystyki testowe] znajduje sie na brzegu obszaru
krytycznego. Jest to zatem najmniejszy poziom istotnosci, ktéry pozwala na
odrzucenie hipotezy Hp.
Czyli jesli a jest wybranym poziomem istotnosci, to:

Q Jedli p < o wéweczas hipoteze Hy odrzucamy

Q Jedli p > o wéwcezas nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy

Taka metoda stosowana jest w wielu programach statystycznych np.
STATISTICA.
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Krzywe operacyjne OC

Ryzyko odbiorcy (prawdopodobiefistwo popetnienia btedu drugiego rodzaju)
mozna przedstawi¢ na wykresie w zalezno$ci od wartosci $redniegj z
wylosowanej préoby. Wykres taki jest nazywany krzywa
operacyjno-charakterystyczng lub w skrécie krzywa OC.
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Krzywe operacyjne OC

Krnama speraming charasdenmheczna dia karky A-irednie
Linae kontmine: UGL= 20000 * Sigma LEL = <2000 © Sigma

1m |
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Prawved apodabisnsue smeptacii (ibad 1 rodzaju beta)

L b
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Presunigoie fiednie| w jednashach sigma
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Zrodlo: statsoft.pl
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Testy parametryczne

Testy parametryczne stosuje sie w sytuacjach w ktérych stawiamy hipotezy
dotyczace parametréw rozktadu. S3 2 rodzaje testéw parametrycznych:

© Testy poréwnan z wartoscig referencyjng

@ Testy poréwnan miedzygrupowych (wymagaja jednorodnosci
wariancji).
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Hipotezy parametryczne - Srednia

Test z
Zatozenia:

© Badana cecha ma rozktad normalny N(u, o),
©Q Parametr o jest znany,
© Dane na skali interwatowe] lub ilorazowej.

Stawiamy hipoteze zerowa Hp : 1 = po

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W
- i # o | (o0, —u(l— D) Uu(l . +00)
U=*=F/n p < pio (—o0, —u(l — )]
[t > o [u(l — @), +00
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Hipotezy parametryczne - Srednia

Test t
Zatozenia:

@ Badana cecha X ma rozktad normalny N(pu, o)
© Parametr o jest nieznany,
© Dane na skali interwatowe] lub ilorazowej.

Stawiamy hipoteze zerowa Hp : 1 = po

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W

~ K F o *
t=>k0/n—-1 | p<po | (-00,—t(l—a,n—1)
w>po | [t(1—a,n—1),+00)

£ = (o0, —t(L = 5,n = D]U[H(1 — 50— 1), +0)
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Hipotezy parametryczne - Srednia

Test z
Zatozenia:

© Badana cecha X ma dowolny rozktad
@ Prdéba jest duza (n > 100),
© Dane na skali interwatowe] lub ilorazowej.

Stawiamy hipoteze zerowa Hp : 1 = po

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W
] i 7 pio | (—o0, —u(l— )] U[u(l — 3, +o5)
U=>t/n p < pio (—o0, —u(l — )]
[ > o [u(1 — @), +00)
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Hipotezy parametryczne - wariancja

Zatozenia:
© Badana cecha X ma rozkfad normalny N(u, o),
@ Préba jest mata (n < 50),
© Dane na skali interwatowe] lub ilorazowej.

Stawiamy hipoteze zerowa Hy : 02 = o2

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W
s o’ #03 (07X2(%’n_1)]U[X2(1_%7n_1)7+oo)
X2 = s 0% < 0§ (0, x*(a, n — 1)]
° 0 > 0} [x*(1 —a,n—1),+0c0)
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Hipotezy parametryczne - wariancja

Zatozenia:
© Badana cecha X ma rozkfad normalny N(u, o),
@ Proba jest duza (n > 50),
© Dane na skali interwatowe] lub ilorazowej.

Stawiamy hipoteze zerowa Hy : 02 = o2

Statystyka testowa Hi Obszar krytyczny W
2 - o2 #0p | (—oo,—u(l — 9)]U[u(l — %), +00)
U=,/"% —+v2n-3 | 0° < 0§ (—o0, u(l —a)]
0® > af [u(1 — ), +00)
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Hipotezy parametryczne - wskaznik struktury

Zatozenia:
O Préba jest mata n < 100.
Stawiamy hipoteze zerowa Hp : p = po

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W
p#po | (=00, —u(l—3)]U[u(l —F),+00)
U* p < po (—o0, —u(l — )]
P> po [u(1 — @), +00)
gdzie

U* = (2arcsin ,/% — 2arcsin/po)vn
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Hipotezy parametryczne - wskaznik struktury

Zatozenia
Q Proba jest duza n > 100.
Stawiamy hipoteze zerowa Hy : p = po

Statystyka testowa Hi Obszar krytyczny W
i p# Py | (—o0,—u(l— 2)]ULu(t — 5),+o)
U= 2"k 0. —ull —
v/ npo(1—po) P < Po ( ) U( a)]
P> po [u(1 — @), +00)
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Hipotezy parametryczne - réwno$¢ Srednich

Zatozenia:

Test z

@ Badana cecha X1, X ma w dwéch populacjach rozktady normalne
X1 = N(p1,01) i Xo = N(u2,02) (skala interwatowa lub ilorazowa),

Q o031 i 02 53 znane.

Stawiamy hipoteze zerowa Hp @ 1 = po2

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W
U= _ X% H1 F 2 (—OO, _U(l - %)] U [u(l - %)7 +OO)
A E < (=00, —u(l — a)]
_+_
v > [u(1 — @), +00)
Tomasz Krajka
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Hipotezy parametryczne - réwno$¢ Srednich

Test z
Zatozenia:

Q Préba jest duza (n; > 100, ny > 100),
@ Skala interwatowa lub ilorazowa

Stawiamy hipoteze zerowg Hp : p1 = o

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W
s A | (oo —u(l- D] UL 5),+0)
f.2 | m<p (=00, —u(1 —a)]
non 1 > 2 [u(l — ), +00)
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Hipotezy parametryczne - réwno$¢ Srednich

Test t

Zatozenia:
O Badana cecha X1, X»> ma w dwéch populacjach rozktady normalne
X1 = N(p1,01) i Xo = N(u2,02) (skala interwatowa lub ilorazowa),

@ o1 i 02 s3 nieznane, ale o1 = 0 (homogenicznos¢ wariancji)

Stawiamy hipoteze zerowg Hy : 1 = o

Statystyka testowa Hi Obszar krytyczny W
. 5% p1 # p2 *
\/nls +n252( 1 _) n1 < 2 (—OO, —t(l — o, + np— 2)]
a2 p1 > pp | [t(L—a,ng + np —2),+00)

a a
% = (—o0, —t(1 — oMt — 2)] U t(l— 5o Mt N2 — 2),+00)
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Hipotezy parametryczne - réwno$¢ Srednich

Test C Cochrana i Coxa
Zatozenia:
O Badana cecha Xi, X ma w dwéch populacjach rozktady normalne
X1 = N(p1,01) i Xo = N(u2,02) (skala interwatowa lub ilorazowa),
@ 01 i 07 sa nieznane, ale o1 # o0, (heterogenicznos¢ wariancji)
Stawiamy hipoteze zerowa Hp : 1 = o

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W
— M # g2 *

\/ 52 N 52 u1 < p2 (_007 _C(l — &, Ny, n2)]
=17 w1 > 2 | [c(l—a,ng, np), +00)

C =

o' a
* = (—o0, —c(1 — 50 M )| U [e(1 — 5, ny), +00),
gdzie kwantyle rozktadu C dane s3 przybliz'onym wzorem:

2
mirt(pm — 1)+ 25 t(p,m — 1)

2 2

c(p,ni, m) ~

n—1 np—1

Tomasz Krajka Robotyzacja Statystyka 131 /187



Hipotezy parametryczne - réwnos$¢ wskaznikéw struktury

Zatozenia:

O Proba jest duza m >

100 n2

Stawiamy hipoteze zerowa Hp :

100.

p1 = p2

Statystyka testowa Hi Obszar krytyczny W
U _pi-ps pr# p2 | (=00, —u(l = 5)]U[u(l - 5),+00)
p* 1:p* p]. < p2 (_OO’ —U(l - Oé)]
’ p1 > p2 [u(1 — @), +00)
gdzie
% nmy my % m + mp ¥ nyny
p1=— Pp=—), = N = —
n ny n =+ n n + n
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Hipotezy parametryczne - réwnos$¢ wskaznikéw struktury

Zatozenia:
Q Proba jest mata np < 100, lub ny < 100.
Stawiamy hipoteze zerowa Hy : p1 = p2

Statystyka testowa Hi Obszar krytyczny W
pL7 p2 | (=00, —u(l — 3)]U[u(l - 5),+00)
Ur p1 < p2 (—o0, —u(l — )]
pL> p2 [u(1 — @), +00)
gdzie

U* = (2arcsin \/p} — 2arcsin /p3)Vn*,

«_m . m . mm
bpr=—75 Ppo=—, N = ——
no ny—+ n

oraz

b
nm
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Hipotezy parametryczne - przyktady

Czas pracy baterii pewnego rodzaju ma rozktad N(u,70). Na poziomie
istotnosci 1 — oo = 0, 95 zweryfikowa¢ hipoteze, ze przecietny czas pracy
tego typu baterii wynosi ponad 500 godzin, jesli dla 16 losowo wybranych
baterii otrzymano X = 560.

© Hipotezy o sredniej - poréwnanie z wartoscig referencyjna, badana

cecha ma rozktad normalny o znanym o - stosujemy test z.

Q@ Ho:p=po="500, Hi:up>p =500

QO W=[u(l-a),c0)=][1,64 0c0)

o U= X*H \/— 560 500 16 = 3 43

Q Ue W - odrzucamy hipoteze Hy na rzecz hipotezy Hj.
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Hipotezy parametryczne - przyktady

Dokonano 100 pomiaréw op6znien autobuséw w stosunku do rozktadu.
Otrzymano X = 8, s = 4. Zakfadajac, ze czas op6znien ma rozktad
normalny, zweryfikowa¢ na poziomie istotnosci 1 — o = 0,99 hipoteze, ze
wariancja opéznien jest réwna 9.

O Hipotezy o wariancji - poréwnanie z wartoscig referencyjng, badana
cecha ma rozktad normalny, préba jest duza - stosujemy test 2 dla
wariancji.

Q Hy:02=03=9, Hi:0>#03=9

QO W= (—o0;—u(l—%5)Ulu(l—75;00)=(-00;—-2,33]U[2,33;00)

QU= 27353—\/2,77—:,/%—\/19 = 4,82

@ U € W - odrzucamy hipoteze Hy na rzecz hipotezy Hj.
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Hipotezy parametryczne - przyktady

W pewnym przedsiebiorstwie wylosowano niezaleznie do préby 250 kobiet i
380 mezczyzn, i spytano ich, czy sa sktonni zmieni¢ swoje miejsce pracy.
Twierdzaco odpowiedziato 100 kobiet i 280 mezczyzn. Czy na poziomie
istotnosci 1 — o = 0,99 mozna stwierdzi¢, ze kobiety w wigkszym stopniu
boja sie zmiany pracy niz mezczyzni?
O Hipotezy o wskazniku struktury - poréwnania miedzygrupowe, préby s3g
duze - stosujemy test 1 dla wskaznikéw struktury

Q Ho:pr=p2, Hi:p1<p2
Q@ W= (—00;—u(l—a)]=(—o00;—2,33]

o)
100 280 380 250 - 380
s 0 04 pi= oo = 0,737, pt= o0 = 0,603, nf= oo
PL=o50 =™ P27 359 = 0 P T ggg TN A 630
n*=150,8, U= 2Pz 040137 _ _gysg

\/p*u—p*) \/w
—F 150,8
Q@ U € W - odrzucamy hipoteze Hy na rzecz hipotezy Hj.
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Hipotezy nieparametryczne - rodzaje

© Testy jednorodnosci wariancji: test F Fishera-Snedecora, test Levene’a,
test Browna-Forsythe’a

Q Testy zgodnosci rozktadéw: test Kotmogorowa-Smirnowa, test
Shapiro-Wilka, test Lilieforsa, test y?
© Testy istotnosci réznic
@ Dla 2 grup: test U Manna-Whitneya, test Fishera, testy parametryczne
(z,t i Cohrana i Coxa)
@ Dla wielu grup: ANOVA i MANOVA, test Kruskala-Wallisa test y?
© Testy dla danych zaleznych: test Wilcoxona, test McNemary, test
Friedmana, test Kendalla
O Inne testy: test losowosci préby (test serii), test znakéw, test
niezaleznosci x?
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Podczas przeprowadzania testéw nieparametrycznych, czesto zachodzi
konieczno$¢ nadania rang uzyskanym obserwacjom (rangowania).
Rangowane dane musza by¢ na skali co najmniej porzadkowej.

W procedurze rangowania, nalezy najpierw uporzadkowac rosnaco zebrane
dane, a nastepnie nadaje sie im wartosci (zwykle sa to kolejne liczby
catkowite.
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Rangowanie - przyktad

Na przyktad dla zmiennej o nastepujacych wartosciach: 8.6, 5.3, 8.6, 7.1,9.3,7.2,7.3,7.4,7.3,5.2, 7,
9.9, 8.6, 5.7 przypisywane s3 nastepujgce rangi:

posortowane wartosci zmiennej | rangi
52 1
5.3 2
5.7 3
Fi 4
7.1 5
7.2 6
7.3 5
7.3 715
7.4 9
8.6 11
8.6 11
8.6 11
93 13
9.9 14
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Testy jednorodnosci wariangji

Jednym z istotnych warunkéw stosowalnosci niektérych testéw poréwnan
miedzygrupowych jest réwnos¢ wariancji badanej cechy w poréwnywanych
grupach (jednorodnos¢ wariancji, homoskedastycznos¢). Testami
weryfikujacymi hipoteze o jednorodnosci wariancji w poréwnywanych
grupach s3 testy:
Q Dla 2 grup poréwnawczych:
@ Test F Fishera-Snedecora
@ Dla wiecej niz 2 grup poréwnawczych:
@ Test Levene'a

@ Test Browna-Forsythe'a
© Test Bartletta
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Testy jednorodnosci wariangji

Test F Fishera-Snedecora
Zatozenia:
@ Badana cecha X1, X5 ma w dwéch populacjach rozktady normalne
X1 = N(p1,01) i Xo = N(pu2,02),

@ Dane na skali interwatowe] lub ilorazowej

Stawiamy hipoteze zerowa Ho : o7 = o3

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W
r % Lol £ Omin{F, 2 U[max{F" L}, 150)
s3 05 < 0% [F(1 —a,m —1,n —1),+00)
2
F:z_il 03 > o? [F(1—a,np—1,nm —1),4+00)

F* — F(%, m—1,nm—1).
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Testy jednorodnosci wariangji

Test Levene’a
Zatozenia:

O Dane na skali interwatowe] lub ilorazowej
@ Poréwnujemy ze soba k > 2 grup
Stawiamy hipotezy:
Hy:01=00=...=0y
Hy : o; # oj dla dowolnego i oraz j

Wyznaczamy wartosci $rednie w kazdej z grup (x.;). Wartosci obserwacji x;;
zastepujemy wartosciami zj; = |x; — Xxj|.
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Testy jednorodnosci wariangji

Test Levene’a
Statystyka testowa:

_n—k Y Ni(zj — 2.)
k=1 Y S (25— 2j)?

n; L . 22 . - -
1 >l Zij - srednia wartos¢ Zjj, W J- te) gruple

gdzie: z; = "

z. = Zle 27’:1 zjj - $rednia wartos¢ sposréd wszystkich wartosci z;;
Obszar krytyczny:

W=I[F(1-a,k—1,n—k);o0)
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Testy jednorodnosci wariangji

Test Browna - Forsythe’a
Zatozenia:

O Dane na skali interwatowe] lub ilorazowej
@ Poréwnujemy ze soba k > 2 grup
Stawiamy hipotezy:
Hy:01=00=...=0y
Hy : o; # oj dla dowolnego i oraz j

Wyznaczamy wartosci mediany w kazdej z grup (x.;). Wartosci obserwacji
xjj zastepujemy wartosciami zjj = [x;; — x.j|.
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Testy jednorodnosci wariangji

Test Browna - Forsythe'a
Statystyka testowa:

_n—k. Y1 Ni(zj — z.)2
k=1 Y3 (z5— zj)?

- . 1 nj . P . Z 2 . . . .
gdzie: z; = n 2iz1 Zij $rednia wartos¢ zj;, w j- tej grupie

_ Uk n; L& . . - . S
z. =312 ;1 zj - Srednia wartos¢ sposréd wszystkich wartosci z;;

Obszar krytyczny:

W =[F(1—-a,k—1,n—k);o0)

Test Browna - Forsythe'a jest bardziej odporny wzgledem odstajacych
obserwacji, od testu Levena. Z tego wzgledu najczesciej stosuje sie go przy
asymetrycznych rozktadach.
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Testy zgodnosci

Testy zgodnosci, s3 grupa testéw, w ktérych poréwnujemy rozktad badanej
cechy do dowolnego rozktadu. Hipoteza zerowa i alternatywna w tego typu
testach maja postac:

Ho : Fo(x) = F(x), Hi: Fa(x) # F(x)

gdzie Fp(x) jest dystrybuanta empiryczna wyznaczona w oparciu o pobrang
prébe, a F(x) jest dystrybuantg rozktadu do ktérego poréwnujemy badany
rozktad, lub

Ho . P[XZX,'] = pPi, /:1,2,...,/(

w przypadku rozktadéw nie posiadajacych dystrybuanty (np. danych na
skali nominalnej).

Szczegdlna podgrupa testéw zgodnosci s3 testy normalnosci rozktadu, w
ktérych rozktadem do ktérego poréwnujemy rozktad badanej cechy jest
rozktad normalny N(p, o), zatem F(x) = ®(*5£) jest dystrybuanta tego
rozktadu.
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Testy zgodnosci

Test Kotmogorowa
Zatozenia:

© Badana cecha ma rozktad ciagtly

@ Dane na skali interwatowe] lub ilorazowej

© Znane powinny by¢ parametry i o
Stawiamy hipoteze zerowa Hp : Fp(x) = F(x)

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W
D = sup, [Fn(x) = F(x)Iv/n | Fa(x) # F(x) M1 —a), )

gdzie A(p) jest kwantylem rzedu p rozktadu A Kotmogorowa - Smirnova.
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Test Kotmogorowa - Smirnova
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Testy zgodnosci

Test Kotmogorowa - Smirnova dla 2 rozktadéw
Zatozenia:

O Badana cecha ma rozktad ciagtly

@ Dane na skali interwatowe] lub ilorazowej

© Znane powinny by¢ parametry u1, o1, 2 i 02
Stawiamy hipoteze zerowa Hp : Fp,(x) = Fp,(x)

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W
D = sup, |Fo(x) = F(x)|\/ 7% | Fr(X) # Fop() A1 —a), )

gdzie A(p) jest kwantylem rzedu p rozktadu A Kotmogorowa - Smirnova.
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Testy zgodnosci

Test Lillieforsa
Zatozenia:

@ Poréwnujemy rozktad z préby z rozktadem normalnym

@ Dane na skali interwatowe] lub ilorazowej

© Nie s3 znane parametry i o.
Stawiamy hipoteze zerowa Hp : Fn(x) = F(x), gdzie F(x) jest
dystrybuanta rozktadu normalnego N(u, o).
Statystyke testowa D wyznacza sie tak samo jak w przypadku testu

Kotmogorowa-Smirnova, ale do wyznaczenia obszaru krytycznego zamiast
rozktadu Kotmogorowa-Smirnova stosuje sie rozktad Lillieforsa.
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Testy zgodnosci

Test Shapiro-Wilka

Zatozenia:

@ Poréwnujemy rozktad z préby z rozktadem normalnym

@ Dane na skali interwatowej lub ilorazowej
Stawiamy hipoteze zerowa Hp : F,(x) = F(x), gdzie F(x) jest
dystrybuanta rozktadu normalnego N(u, o).
W pierwszym kroku porzadkujemy rosnaco wartosci pobranej préby
(x1 < x2 <...< x,), a nastepnie wyznaczamy warto$¢ statystyki W

(2L ai(m) e i41 — x))?
S —x)2

gdzie a;(n) sa wspétczynnikami dla testu Shapiro-Wilka (mozna odczytaé
je z tabel wspétczynnikéw testu Shapiro-Wilka).

W =

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W
w Fn(x) # F(x) | [W(5,n), W(1 - %,n)]
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Testy zgodnosci

Test x? Pearsona
Zatozenia:

@ Dane na skali co najmniej nominalnej (dowolna skala)
Q Liczebnosci i liczebnosci empiryczne dla kazdej wartosci > 5
Stawiamy hipoteze zerowa Hp : P[X = x;| = p; lub F,(x) = F(x)

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W
=5 8 | PIX = xi] £ pr | D3(L— .k — r = 1);00)

gdzie o; jest liczbg obserwacji dla wartosci x;, a e; jest teoretycznie
wyznaczong liczba obserwacji dla wartosci x; (e = n- p;), k jest liczba
réznych wartosci x; a r liczbg parametréw rozktadu estymowanych z préby.
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Test 2 Pearsona - przyktad

W celu sprawdzenia, czy kostka jest dobrze wywazona wykonano 120
rzutéw i uzyskano wyniki zawarte w tabeli. Na poziomie istotnosci
1 — a =0,95, zweryfikowa¢ hipoteze, ze rzut ta kostka jest uczciwy.

Xj
123456
o |[20] 2217 [ 18] 19 | 24
e |[20 (20 |20 [ 20 [ 20 | 20

»  (20-20)2  (22-20)2  (17-20)®  (18—20)* = (19 —20)?
X="% Yt T2 T T2 T
(24 — 20)2
=T =17
0 ’
W = [x3(1 — a, k — r — 1); 00) = [x?(0,95;5); 00) = [11,07; o0)

x2 & W zatem nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, iz rzut ta kostka
jest uczciwy.
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Test 2 Pearsona - przyktad

Na podstawie zawartych w tabeli danych dotyczacych czasu dziatania 40
baterii, na typowym poziomie istotnosci zweryfikowa¢ hipoteze, ze ten czas
ma rozktad N(3,5;0,7).

Czas dziatania 0; e

1,45-1,95 || 2 40 - o(1%=22) = 0,5

1795_2’45 1 7 40 - [¢(245 35) ¢(195 35)] _2 1 8,5
2,45 —-2,95 4 40 - [¢(295 35) cb(245 35)] ~59

2,95 — 3,45 15 40 - [6(3572) — o(2%72)] = 10,3
3,45 —3,95 10 40 - [<1>(395 =Ry ¢(345 22)] = 10,7
3,95 — 4,45 5 40 - [o(245722) — o(3R22) = 7,0

4,45 — 4,95 3 (8 0. [¢(495 35)_¢(44g735)]_ 7 10,5
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Test x? Pearsona - przyktad c.d.

x—3,5 x—3,5)
0,7 0,7
W = [x*(1 —a, k — r —1); 00) = [x(0,95;3); 00) = [7, 815; 0)
, (7-8,5)2 (15-10,3)> (10-10,7)> (8 —10,5)?

- — 3,05
X 85 | 103 | 107 < 105 ’

Ho : Fa(x) = o( ), Hi: Fa(x) # &(

x2 & W, zatem nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, ze rozktad czasu
pracy baterii tego typu ma rozkfad normalny ze Srednig © = 3,5 i
odchyleniem standardowym o =0, 7.
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Testy zgodnosci

Inne testy zgodnosci:
@ Test Cramera von Misesa
@ Test Andersona - Darlinga
© Test Watsona
Q Test Jarque - Bera
© Test Shapiro - Francia
@ Test D'Agostino
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Testy istotnosci réznic

Testy istotnosci réznic s3 testami w ktérych poréwnujemy ze sobg 2 lub
wiecej badanych grup. W przypadku danych na skali interwatowej lub
ilorazowej poréwnujemy parametry (najczesciej $rednia) w badanych
grupach. Testy te dzielg sie na 2 rodzaje, w zaleznosci od tego, czy
poréwnujemy ze soba 2, czy wiecej grup. W testach istotnosci réznic
poréwnujacych ze soba 2 grupy hipoteza zerowa i alternatywna maja
postac:

Ho:pa = p2,  Hi:pa # pe (1 > p2 lub g < ),
a w testach poréwnujacych wiecej niz 2 grupy:
Ho:pi=po=...=pk, Hi:pi#pjdlapewnegoiij.

W przypadku danych na skali nominalnej lub porzadkowej poréwnujemy
rozktady badanej cechy w obu grupach, a zatem s3 to wéwczas testy
zgodnosci (postaci hipotez s3 takie jak w testach zgodnosci).
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Algorytm wyboru testu istotnosci réznic

masz Krajka

Tie jest grup porownawczych? Hm,

[ 2oy | [20>2 g |
Jaka jest skala pomiarowa zmicnnci Jaka Jest skala pomiarowa zavicnnsi
4 )7 saleing] y?
v v v v v v
Totazowa § :
[ [ (B [pomson] [

test test st
test F
Coshrana | | Manmac || dokiad. | | S0 test
i Conn | |- Whitoeyn | oego | | SSEPE Kruskala- -
<Welcha, | | Walda- | | prawdo- | | ZESE ~Wallisa p
Kolmo- | | -Wolto- | [podobic- | | v test
gorowa- | | wita sta | | AoV median
Smi (serit) | | Fishera
[0 © @ © ® ® ()
Robotyzacja

Statystyka
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Testy istotnosci réznic

Test serii Walda - Wolfowitza
Zatozenia:

© Dane na skali co najmniej porzadkowe;j
@ Poréwnujemy ze soba rozktady w 2 grupach
Weryfikujemy hipoteze

Ho : P[X1 = xi] = P[Xo = x;] dla wszystkich i

Hi : P[Xi = xi] # P[Xo = x;] dla pewnego i

max(ny, n2) Statystyka testowa Obszar krytyczny W
<20 Un, n, - liczba serii (0; k]
20 U* U e 15,20 1
> n,ny T \/2"1”2(2"1"2*("1“2)) (—OO, _u( o a)]
(n1+n2)?(n+n3—1)

Wartos¢ k odczytujemy z tablic dla liczby seri
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Test serii Walda - Wolfowitza — przyktad

Podczas potowu ryb wyciggnieto 12 sieci w rejonie A i 12 sieci w rejonie B.
Odsetki ztowionych $Sledzi ksztattowaty sie nastepujaco:

A
B
A
B

60,2
30,4
59,0
32,6

70,4 36,0 44,0 42,0 68,0 70,0 70,1

53,0

20,6 70,4 60,3 36,1
68,9 70,0
48,0 40,0

49,1

69, 1

73,2 44,1

Zweryfikowa¢ hipoteze, ze odsetki ztowionych tososi w obu rejonach s3
jednakowe. Sortujemy rosngco uzyskane wyniki z uwzglednieniem grup do

jakich nalezaty:

B
20,6
B
44,1
A
68,9

B

30,4 32,6 36,0 36,1

B

B

B

48,0 49,1

B
69, 1

A

70,0 70,0 70,1

A

A

53,0 59,0 60,2 60,3 68,0

A

B

A

A

B

40,0 42,0 44,0

A

A

70,4 70,5 73,2

A

B

B

A

A

B
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Test serii Walda - Wolfowitza — przyktad C.D.

Ostatecznie uzyskujemy ciag serii:
BBB A BB AA BBB AAA B AA B AAAA BB

Zatem liczba serii Ui 12 = 11 Wartos$¢ k dla ny =12, no =12, o = 0,05
jest réwna 8.
W = (0; 8]

Uiz,12 ¢ W zatem nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hp, ze odsetki
ztowionych fososi w obu rejonach sa jednakowe.
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Testy istotnosci réznic

Test U Manna - Whitneya
Zatozenia:
© Dane na skali co najmniej porzadkowe;
Postaci hipotez:

Ho : P[X1 = xi] = P[Xo = x;] dla wszystkich i/,
Hy : P[X1 = xi] # P[X2 = x;] dla pewnego i

Nadajemy rangi zebranym obserwacjom i sumujemy rangi w pierwszej i
drugiej grupie uzyskujac wartosci Ry i Rs.
Statystyka testowa:

ni(n; +1 )
U;=n1n2+%—l?,‘, U = min(U1, U,)
max(ny, ny) | Statystyka testowa Obszar krytyczny W

<20 U Odczytujemy z tablic
L)

> 20 Ut = ——2 | (—o0,—u(l — 2)]U[u(l — g),o0)

n1n2(n12+n2+1)
Tomasz Krajka Robotyzacja Statystyka 162 / 187



Testy istotnosci réznic

Test doktadnego prawdopodobieristwa Fishera
Zatozenia:

O Dane na skali nominalnej
@ Badana cecha jest dychotomiczna (przyjmuje tylko 2 mozliwe wartosci)

Postaci hipotez badawczych:
Ho . P[Xl :Xl] = P[X2 :Xl], H1 . P[X1 = X1] 75 P[X2 = X1]

Tworzymy tabele licznosci:

X1 X2
X1 a b a+b
X2 C d c+d
at+c|b+d N

Obszar krytyczny: W = [0; ]

Statystyka testowa: p = (a+b)!(Cﬁ!i?g!ifdc!)!(bw)!
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Poréwnania wielu grup

W testach poréwnujacych ze sobg wiele grup, oprécz wartosci badanej
cechy, mamy takze zmienne, ktdrych wartosci okreslaja przydziat obserwacji
do jednej z poréwnywanych grup.

Przyktadowo mozna poréwnywaé wyniki badan pacjentéw w zaleznosci od
ich grupy krwi. Zmienng okreslajaca przydziat do grup jest wéwczas grupa
krwi (mamy 4 grupy: 0, A, B, AB). Taka analize nazywamy
jednoczynnikowa (tylko jedna zmienna decyduje o przydziale do konkretnej
grupy - grupa krwi).

Moze sie réwniez zdarzy¢, iz o przydziale do grup decyduje wartos¢ wiecej
niz jednej zmiennej, wéwczas mamy do czynienia z analizag wieloczynnikowa
Przyktadowo, gdybysmy w badaniach oprécz grupy krwi pacjentéw
uwzglednili takze czynnik Rh mielibysmy wéwczas 8 grup
zdeterminowanych przez 2 zmienne (grupa krwi i czynnik Rh).
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Poréwnania wielu grup

W przypadku poréwnan wielu grup, gdy wartosci badanej cechy s3 na skali
co najmniej interwatowe] (test parametryczny) stosujemy analize wariancji
ANOVA (jednoczynnikowa lub wieloczynnikowa).

W przypadku, gdy badana cecha jest na skali porzadkowe] stosujemy test
Kruskala - Wallisa, (szczegélnym przypadkiem tego testu jest test U Manna
- Whitneya ktéry stosuje sie w przypadku poréwnan 2 grup).

W przypadku danych na skali nominalnej stosujemy test x?.
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ANOVA jednoczynnikowa

Zatozenia:
© Badana cecha ma rozktad normalny
@ Dane na skali interwatowej lub ilorazowej
© Wariancje sa homogeniczne
© Liczebnosci obserwacji w grupach nie powinny sie istotnie rézni¢ (o
wiecej niz 10%)

Postaci hipotez:
Hq U1 = M == Uk, Hq :ui#uj dla ktéregoéiij,

gdzie k jest liczba grup poréwnawczych.
Wyznaczamy $rednig wartos¢ cechy X, oraz $rednie w kazdej z grup Xj.
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ANOVA jednoczynnikowa

Wyznaczamy wariancje:
O Miedzygrupowa

_ Zjl'(:l nj(x — %)?
SSE = 1

Q@ Wewnatrzgrupowa

k n; —
T S0~ %)

B

SS —

Statystyka testowa Obszar krytyczny W
F:% W =[F(1—a;k—1;n—k),o0)

W przypadku odrzucania hipotezy Hy, wyznacza sie tzw. kontrasty, czyli
okresla pomiedzy ktérymi grupami réznice s3 statystycznie istotne. W tym
celu stosuje sie testy: test NIR (najmniejszych istotnych réznic ang. LSD),
Duncana, Tukeya, Scheffego lub Bonferoniego.
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ANOVA dwuczynnikowa

Zatozenia:
© Badana cecha ma rozktad normalny
@ Dane na skali interwatowe] lub ilorazowej
© Wariancje s3 homogeniczne
@ Liczebnosci obserwacji w poszczegélnych grupach sg réwne.

Postaci hipotez:

H(f\ Cp = o == fow, HE i # ). dla ktéregos i i j,
Hég T = D = .. = [k, HlB : p.i # p.j dla ktéregos i i j,
H()“B Cpl =2 = ... = fik, HEE pij 7 ppr dla ktéregos ij i pr,

Wyznaczamy $rednie wartosci cechy X, oraz $rednie w kazdej z grup
X, X 1 %G
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ANOVA dwuczynnikowa

Wyznaczamy wariancje:
QO Miedzygrupowa wzgledem A
km i (572 — X)?

w—1

SSEp =
Q Miedzygrupowa wzgledem B

k (v — %)2
SSEBzme,;lfx.lJ. X)

© Miedzygrupowa taczna

my il JI'(:1(VJ~—W—>TJ'.+7)2
(w—-1)(k—1)

SSEpxg =

Q@ Wewnatrzgrupowa

k ——\2
it j=1 >emq (Xijs — X57.)

556 = wk(m — 1)
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ANOVA dwuczynnikowa

Hipoteza | Statystyka Obszar krytyczny W
HE F:-fSSSEéA W=1[F(1—-a;w—1;n— wk),o0)
HE F_S:;%%‘s W =[F(1 —a;k—1;n— wk),0)
HAB F==258 | W=[F(1—oa;(w—1)(k—1);n— wk),o0)
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Poréwnania wielu grup

Test Kruskala - Wallisa
Zatozenia:
@ Dane na skali co najmniej porzadkowe;
Postaci hipotez:

Hp : Wartosci badanej cechy nie r6znia sie istotnie miedzy grupami
Hy : Wartosci badanej cechy réznig sie istotnie miedzy grupami

Zebranym danym nadajemy rangi.
Wartos¢ statystyki testowe;:

12 P R?

2 E: i
[ __3n_|_1’
X n(n—i—l)iln,- ( )

gdzie R; jest suma rang w i-tej grupie
Obszar krytyczny:
W = [x*(a; p— 1), 0)
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Poréwnania wielu grup

Test x2 (niezaleznosci)
Zatozenia

@ Dane na skali co najmniej nominalnej (dowolna skala)

@ Liczebnosci i liczebnosci empiryczne dla kazdej wartosci > 5
Stawiamy hipotezy:

Ho : P[Xi = xx] = P[Xj = x«] dla wszystkich i,/ i k

Hi : P[Xi = x| # P[X; = x] dla ktérychkolwiek i,/ i k

Statystyka testowa Obszar krytyczny W
. — e )2
2= S8 Sk @2 | P - (p— 1)(E 1)) o0)

gdzie oy jest liczba obserwacji dla wartosci x, w i-tej grupie, a ej, jest
teoretycznie wyznaczong liczba obserwacji dla wartosci xx w i-tej grupie
(eik = n. - 7=), t jest liczba réznych wartosci x; a p liczba grup
poréwnawczych.

Tomasz Krajka Robotyzacja Statystyka 172 /187



Test x? dla wielu grup - przyktad

Zbadano poglady wséréd amerykanskich wyborcéw na temat prawa do
aborcji i uzyskano nastepujace wyniki:

Prawo do aborcji | Republikanie | Demokraci | Niezalezni
Za 82 70 62
Przeciw 93 62 67
Niezdecydowani 25 18 21

Na poziomie istotnosci 1 — « = 0,95 zwerfikowa¢ hipoteze, ze nie ma
istotnych réznic w pogladach na temat prawa do aborcji miedzy
zwolennikami réznych partii.

W = [x?(0,95;4); 00) = [9, 488; oc)
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Test x? dla wielu grup - przyktad c.d.

Prawo do aborcji | Republikanie | Demokraci | Niezalezni | Razem
Za 82| 85,6 |70 64,2 |62 64,2 | 214
Przeciw 93 | 88,8 | 62| 66,6 | 67 | 66,6 | 222
Niezdecydowani | 25 | 25,6 18| 19,2 | 21| 19,2 64
Razem 200 150 150 500

,  (82—85,6)2 (70 —64,2)2 (62 —64,2)2 (93— 88,8)2

85,6 64,2 64,2 88,8
(62 — 66,6)> (67 —66,6)> +(25 — 25,6)2 +(18 —19,2)2 +(21 —19,2)2
66,6 66,6 25,6 19,2 19,2
x> =1,53¢ W

Zatem nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, ze nie ma istotnych réznic
w pogladach na temat prawa do aborcji miedzy zwolennikami réznych partii.
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Testy dla danych zaleznych

Przeprowadzajac analizy statystyczne, zdarzaja sie sytuacje w ktérych
mamy do czynienia z danymi zaleznymi. Najczesciej sg to sytuacje w
ktérych badamy te same obiekty, poddane wptywowi pewnego czynnika.
Przyktadem jest badanie stanu pacjentéw przed i po podaniu pewnego
leku. Weryfikujac hipoteze, ze podanie tego leku wptywa na stan
pacjentéw, poréwnujemy ich wyniki przed i po podaniu leku.
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Wybér testu istotnosci réznic dla danych zalezny

I Ile jest grup poréwnawezych? | 1 Kowal
| 2 grupy | ]p(p>2) zmyl
Jaka jest skala pomiarowa zmiennej Jaka jest skala pomiarowa zmieane]
zalosnej p? zaleingj y?
ilorazowa i . ilorazowa i .
interwatowa |porzadkowa pominalpa | interwalowa porzadkowa nommalna—|
Cay rozktad Czy rozklad
zmiennej zaleznej zinienpe] zalezng
Jjest normalny? jest normalny?

v ¥ v v
(e Gl E
v

Jaka jest wielkosé
ErUp porownaw-
czych n?

v v v v v
test test test
test Wilcoxona test F — ana- Friedmana test
z test McNemara lizy tost Cochrana
makow wariancii Kendalla
(@) 0} e @ © ® (&)
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Testy istotnosci réznic dla danych zaleznych

Test z dla danych zaleznych
Zatozenia:

@ Dane na skali interwatowe] lub ilorazowej
@ Rozktad zmiennej zaleznej jest normalny
© Prdéba jest duza (n > 30)

@ Dane s3 zalezne

Dla wartosci x; i y; (obserwacje przed i po do$wiadczeniu) wyznaczamy
wartosci d; = y; — x; i wyznaczamy z nich $rednia i wariancje.

Stawiamy hipoteze zerowa Hp : pg = 0 (doswiadczenie nie ma wptywu na
badane obiekty).

Statystyka testowa Hi Obszar krytyczny W
_ ,u,d;éO (—OO,—U(].— %)]U[u(l—%),—i—oo)
U= %\/ﬁ pa <0 (—o0, —u(l — )]
fg >0 [u(l - a),+00)
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Testy istotnosci réznic dla danych zaleznych

Test t dla danych zaleznych

Zatozenia:

@ Dane na skali interwatowe] lub ilorazowej

@ Rozktad zmiennej zaleznej jest normalny

© Proba jest mata (n < 30)

© Dane sa zalezne
Dla wartosci x; i y; (obserwacje przed i po doswiadczeniu) wyznaczamy
wartosci d; = y; — x; i wyznaczamy z nich $rednia i wariancje.
Stawiamy hipoteze zerowa Hp : pg = 0 (doswiadczenie nie ma wptywu na
badane obiekty).

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W
pd 7 0 *
t=9/n—1 pg < 0| (—o0,—t(1l —a; n—1)]
g >0 | [t(l —a;n—1),+00)

* = (—o0,—t(1 = 5;n=1]U[t(l = §;n—1),+00)
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Testy istotnosci réznic dla danych zaleznych

Test T Wilcoxona

Zatozenia:

@ Dane na skali co najmniej porzadkowe;

Q Dane s3 zalezne
Dla wartosci x; i y; (obserwacje przed i po doSwiadczeniu) wyznaczamy
wartosci d; = y; — x;. Dokunujemy rangowania wartosci |d;| po odrzuceniu
wszystkich d; = 0 i sumujemy rangi dla d; < 0 uzyskujac wartos¢ T oraz
rangi dla d; > 0, uzyskujjac wartos¢ To. T = min( Ty, T3)
Stawiamy hipotezy Hy : ug =0, Hi: g #0

Liczba d; # 0 | Statystyka testowa Obszar krytyczny W
6—25 T Odczytujemy z tablic
_ Tt . a ay.
24
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Testy istotnosci réznic dla danych zaleznych

Test McNemary
Zatozenia:

@ Dane na skali nominalnej dychotomicznej (przyjmujace tylko 2
wartosci)

@ Dane s3 zalezne

Tworzymy tabele licznosci wzgledem wartosci badanej cechy przed i po
wykonaniu doswiadczenia.

IIOII |I1II
IIOII a b
||1|| c d
Hp : Doswiadczenie nie miato wptywu na badang ceche
Y2 = (b—c)?
b+c

W =[*(1 - a;1); 00)
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Testy istotnosci réznic dla danych zaleznych

Test S Friedmana

Zatozenia:

@ Dane na skali co najmniej porzadkowe]

@ Dane s3 zalezne

© Poréwnujemy p > 2 grup (np. badamy te same obiekty pod wptywem

p réznych czynnikéw)

Tworzymy tablice w ktérej w wierszach umieszczamy obserwacje dotyczace
kolejnych badanych obiektéw, a w kolumnach wartosci obserwacji pod
wptywem kolejnych czynnikéw. Rangujemy wyniki dla kazdego obiektu z
osobna (w wierszach). Obliczamy sumy rang dla kazdego czynnika (w
kolumnach) uzyskujac wartosci R;.
Postaci hipotez:

Ho : Zaden czynnik nie wptywa na warto$¢ obserwacji

Hy : Przynajmniej dla jednego czynnika réznica jest statystycznie istotna
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Testy istotnosci réznic dla danych zaleznych

Test S Friedmana

Czynnik 1 Czynnik 2 Czynnik p
obiekt Wartl | Rangal | Wart2 | Ranga2 | ... | Wartp | Rangap
obiekt 1 ai Ri1 aio Ri> .. alp Rlp
obiekt 2 ani R>1 ano Ryo ... ap Rzp
obiekt n ant Rn1 an R ... anp Rnp
Suma rang Ry R Rp

Statystyka testowa:

12 s
S=—"__N"R?-3n(p+1
np(p+1),; ( )
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Testy istotnosci réznic dla danych zaleznych

Test S Friedmana

Wartosci ki n Obszar krytyczny W
k=3,n=2,....13
k=4n=2,...,8 [S(1 — a,p,n);o0)

k=5, n=3,45
Pozostate [X?(1 —a; p—1); 0)
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Testy istotnosci réznic dla danych zaleznych

Test Q Cochrana
Zatozenia:

© Dane na skali nominalnej dychotomicznej (przyjmujace tylko 2
wartosci: "0" i "1")
© Dane s3 zalezne

© Poréwnujemy p > 2 grup (np. badamy te same obiekty pod wptywem
p réznych czynnikéw)

Tworzymy tablice w ktérej w wierszach umieszczamy obserwacje dotyczace
kolejnych badanych obiektéw, a w kolumnach wartosci obserwacji pod
wptywem kolejnych czynnikéw.

Postaci hipotez:

Ho : Zaden czynnik nie wptywa na wartos¢ obserwacji
Hy : Przynajmniej dla jednego czynnika réznica jest statystycznie istotna
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Testy istotnosci réznic dla danych zaleznych

Test Q Cochrana

Czynnik 1 | Czynnik 2 | ... | Czynnik p | Suma
obiekt 1 ai ain ... aip .
obiekt 2 ani an»n ... ap Y.
obiekt n anl an .. anp Y-
Suma y1 Y2 e Yop

Statystyka testowa:

(P—1)p>r yi— (3, vi)?
P k=1 Yk — Dk=1 }/;3

Q=

Obszar krytyczny:
W =[x*(1 - a,p—1);00)
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Inne testy

Test serii (Test losowosci préby)
Posta¢ testowanej hipotezy:

Ho : (X1, X2, ..., Xn) jest proba losowa

Wyznaczamy mediane M, i wyznaczamy wartosci y; = sign(x; — Me).
Wartosci 1 1 —1 tworza serie ktérych liczbe wyznaczamy.

Obszar krytyczny:
W = [0; R(a, n)]
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Test serii - przyktad

Pobrano prébe w ktérej badana cecha miata kolejno nastepujace wartosci:
1,04; 1,07; 1,08; 0,96; 1,02; 1,03; 1,03; 0,92; 1,00; 0,97; 0,95;
0,99; 0,96; 1,04; 0,98

Czy ta préba jest losowa?

M. =100

Wartosci y;:

1,1,1,-1,1,1,1,-1,0,—1,-1,-1,-1,1, -1
Mamy k=7 serii.
W = [0; R(0, 05;15)] = [0; 4]
kg W

Zatem nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, iz ta préba jest losowa.
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