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CHARAKTERYSTYKI LICZBOWE
STRUKTURY ZBIOROWOSCI
(Parametry statystyczne)

PARAMETRY STATYSTYCZNE - liczby sluzgce do
syntetycznego opisu struktury zbiorowosci statystyczne;j.

PARAMETRY DZIELIMY NA 4 GRUPY:

1. miary polozenia

2. miary zmiennosci (dyspersji, rozproszenia)
3. miary asymetrii (skoSnosci)

4. miary koncentracji

MIARY POLOZENIA

Miary przeci¢tne charakteryzuja sredni lub typowy poziom

wartosci cechy.

Miary polozenia dzielg si¢ na miary przecigetne i kwantyle.
Podzial miar polozenia jest nast¢pujacy:
1. miary klasyczne (Srednia: arytmetyczna, harmoniczna,
geometryczna) oraz
2. miary pozycyjne (modalna, kwantyle)
Wsrod kwantyli najczesciej mowi si¢ o:
1. kwartylach (pierwszy, drugi zwany mediana, trzeci) -
podzial zbiorowosci na 4 czg¢sci,
2.decylach - podzial zbiorowosci na 10 cz¢sci,
3.centylach (percentylach) - podzial zbiorowosci na 100

czesSci.
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SREDNIA arytmetyczna

Srednia arytmetyczna definiuje sie jako sume wartosci cechy
mierzalnej przez liczebnos¢ populacji. Srednia jest wielkoscia
mianowang tak samo jak badana cecha.

Dla szeregow szczegolowych

Tutaj wyliczamy tzw. Srednig arytmetyczng prosta
(niewazong), ktora ma postac:

Zx
X, +X, + X

X =

n n

PRZYKLAD 1
Wezmy dane z przykladu (wyklad 1) o liczbie brakow:
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,

1,1,1

09090909090909090909 19191919 9 9 9192929
2,2,2,2,3,3,3,3,4, 4
)_C_O+ +O0+I+ o+ 1424 +24+34+---4+3+4+4
50
_ 40
x=—=0,8
50

Srednia liczba brakéw przypadajaca na 1 wyréb wynosi w
tym przykladzie 0,8 [brak/szt.].
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Dla szeregow rozdzielczych punktowych

Tutaj wyliczamy tzw. Srednig arytmetyczng wazona,
ktora ma postac:
k
25
— XN -I-inz -I-"'-l-XkI/Zk i1
X = —
n n

lub
k

X =XW +X,W, +-+ X W, = le.wl.
i=1

W przykladzie z liczbg brakow obliczenia wedlug pierwszego

wzoru (z liczebnosciami n;) przedstawia ponizsza tabela.

numer | liczha liczba obliczenia
klasy | brakow | wyrobow do
(liczebnosc¢)| sredniej
l Xi n; X n;
1 0 30
2 1 8
3 2 6
4 3 4
5 4 2
razem| x 50
X = 40 =0,8



Obliczenia sredniej liczby brakow z wykorzystaniem drugiego
wzoru (ze wskaznikami struktury w;)) pokazuje kolejna tabela.
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numer | liczba wskaznik | obliczenia
klasy | brakow | struktury do
sredniej
I Xi Ww; Xi W;
1 0 0,60
2 1 0,16
3 2 0,12
4 3 0,08
5 4 0,04
razem X 1,00
x =0,80

[4]
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Tutaj wyliczamy tzw. Srednig arytmetyczng wazona,
ktora ma postac:
k
. D
— XN +X21/l2 +'°°+Xkl/lk i1
X = —
n n

lub

k
X=X W +X, W, +-+ X W, = inwi
i=1

gdzie xi jest srodkiem przedzialu klasowego wyliczanym

Xoi T Xy

nastepujaco: 2

Nalezy pamig¢tacé, ze przy pogrupowaniu danych zrodlowych
w szereg rozdzielczy przedzialowy nast¢puje pewna utrata

informacji. Jezeli policzymy Srednia dla szeregu szczegolowego lub
szeregu rozdzielczego punktowego, to wynik bedzie dokladny i taki
sam. Dla danych w postaci szeregu rozdzielczego przedzialowego

Srednia bedzie juz przyblizeniem. Tym wi¢kszym, im szersze s3
przedzialy klasowe, im jest ich mniej, itd.

Np. dla danych zrédlowych o czasach dojazdu pracownikow firmy

8080y
ZAUR otrzymamy: 200 minuty.




PRZYKLAD 2

Obliczenia dla sredniej w przykladzie z czasem dojazdu w firmie
ZAUR (wyklad 1) wedlug pierwszego wzoru (z liczebnosciami n;)
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przedstawia ponizsza tabela.

numer czas srodek liczba obliczenia
klasy | dojazdu | przedzialu | pracow- do
w ZAUR nikow sredniej
i Xoi — X1i X. n; X.N.
1 11
1 5-15 10 10
2 15 -25 20 20
3 25-35 30 30
4 35-45 40 50
5 45 — 55 50 80 4000
6 55 - 65 60 10 600
razem, x X 200
_ 8000
X=—o =40
200

Obliczenia dla Sredniej wedlug drugiego wzoru (ze wskaznikami

struktury w;) przedstawia kolejna tabela.
numer czas srodek wskaznik | obliczenia
klasy | dojazdu | przedzialu | struktury do
w ZAUR sredniej
i Xoi — X1i X, Wi Xw,
1 l l
1 5-15 10 0,05
2 15-25 20 0,10
3 25-35 30 0,15
4 35-45 40 0,25
5 45 - 55 50 0,40 20,0
6 55 -65 60 0,05 3,0
razem X X 1,00

[6]
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Wazniejsze wlasnosci
SREDNIEJ arytmetycznej

. Suma wartosci cechy jest rowna iloczynowi Sredniej arytmetycznej
i liczebnoSci populacji, tj.

n
nx = le. nx = le.nl.
P lub ;

. Srednia arytmetyczna nie moze by¢ mniejsza od najmniejszej
wartosci cechy ani tez wigksza od najwi¢kszej jej wartosci

X SXSX

m

. Suma odchylen poszczegolnych wartosci cechy od Sredniej jest rowna

C k
;(x,-—x)=0 - ;(x,-—X)nl- 0

. Srednia arytmetyczna oblicza sie w zasadzie dla szeregéw o
zamknietych klasach przedzialowych. Mozna klasy sztucznie domkna¢
(i policzy¢ srednig) tylko wtedy, gdy odsetek jednostek w tych klasach
jest niewielki (do 5%). Gdy ten odsetek jest duzy nalezy stosowa¢ miary
pozycyjne zamiast Sredniej.

. Srednia arytmetyczna jest czula na skrajne wartosci cechy. Sa to
wartosci cechy dla jednostek nietypowych w badanej zbiorowosci i
przypadkowo (niepoprawnie) wlaczonych do badanej populacji.
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SREDNIA harmoniczna

Sredniq harmoniczng stosujemy wtedy, gdy wartosci cechy sa
podane w przeliczeniu na stalg jednostke innej cechy, czyli w postaci
tzw. wskaznikow natezenia (na przyklad: predkos¢ pojazdu
[km/godz.], cena jednostkowa [zl/szt.], spozycie [kg/osobal], itp.)

k k
DY
=1
2. Zl

i=] X;

Xy =

b
N‘

x; - wartos¢ i-tego wariantu badanej cechy
l; - wartos¢ i-tego wariantu licznika badanej cechy
m; - wartos¢ i-tego wariantu mianownika badanej cechy

PRZYKLAD 3

Kierowca przejechal tras¢ ze zmienng pre¢dkoscig. Odcinek A

0 dhlugosci 30 km przejechal z predkoscia 50 km/godz. Odcinek B
o dlugosci 81 km przejechal z predkoscia 90 km/godz. Z jaka
srednig predkoscia pokonal trase¢ kierowca?

Badang cecha X jest predkos¢ wyrazona w [km/godz.].
trasa predkosé czas
i [km] [km/godz.] [godz.]
li Xi m; =l,' /x,-
1 30 50
2 81 90 0,9
Razem| 111 X

X, = (30+81)/(30/50+81/90)=
= 111/(0,6+09)=111/1,5=
= 74



M.Miszczynski, Materialy do wykladu 2 ze Statystyki, 2006/07 [9]

PRZYKLAD 4

Producent przetworow owocowych sprzedawal stoje z przetworami
na targowisku.

W godzinach 6-10 sprzedawal sloje po 7 zl/s10j i utargowal 840 zl.
W godzinach 10-12 sprzedawal stoje po 6 zl/st0j i utargowal 360 zl.
W godzinach 12-16 sprzedawal sloje po S zl/sloj i utargowal 100 zl.
Jaka byla Srednia cena sloja sprzedanego w tym dniu?

Badang cecha X jest cena sloja wyrazona w [zl/sl0j].

utarg cena ilos¢
i [zl [Z/stoj] [stoj]
li X m; =l,' /x,-
1 840 7
2 360 6
3 100 5 20
Razem | 1300 X

(840+360+100)/(840/7 +360/6+100/5)=

1300/(120+60+20)=1300/200 =

6,5
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SREDNIA geometryczna

Srednia geometryczng okresla si¢ wzorem:

X =”\/x1><x2><-~-

Srednia ta znajduje szczegélne zastosowania w analizie dynamiki
zjawisk (poczekaj na stosowny wyktad).
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MODALNA (Dominanta)

Modalna (Mo) zwana tez dominanta (D) jest to wartos¢

cechy, ktora wystepuje najczesciej w badanej zbiorowosci.

ZALECENIA przy wyznaczaniu modalnej

1. Modalna wyznaczamy i sensownie interpretujemy tylko wtedy, gdy
dane s3 pogrupowane w szereg rozdzielczy (punktowy lub
przedzialowy).

2. Liczebnos¢ populacji powinna by¢ dostatecznie duza.

3. Diagram lub histogram liczebnosci (cz¢stosci) ma wyraznie zaznaczone
jedno maksimum (rozklad jednomodalny).

4. Dla danych pogrupowanych w szereg rozdzielczy przedzialowy
modalna nie wystepuje w skrajnych przedzialach (pierwszym lub
ostatnim) - przypadek skrajnej asymetrii. Nie da si¢ w takim
przypadku analitycznie wyznaczy¢ modalnej.

5. Dla danych pogrupowanych w szereg rozdzielczy przedzialowy
przedzial modalnej oraz dwa sasiednie przedzialy (poprzedzajacy i
nastepujacy po przedziale modalnej) powinny mie¢ takg sama
rozpietosc.
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Modalna dla szeregow rozdzielczych punktowych

PRZYKLAD 5

Badano czas obrobki detalu [minuta] przez pracownikow firmy
ZAUR. Otrzymane dane pogrupowano w szereg rozdzielczy
punktowy.

numer czas liczba wskaznik
klasy | obrobki | pracow- | struktury
[minutal nikow (czestosé)
I X n; w;

1 10 10 0,05

2 11 30 0,15

3 12 80 0,40

4 13 50 0,25

5 14 20 0,10

6 15 10 0,05

razem X 200 1,00

Latwo zauwazy¢, ze najwigksza liczba pracownikow (a zarazem
najwi¢ksza czestos€) znajduje si¢ w klasie 3 (m=3). Zatem modalna
Wynosi:

M =x =x,=12

o m

WNIOSEK: najczesciej wystepujacy czas obrobki detalu wsrod
pracownikow firmy ZAUR to 12 minut.

W domu: policz samodzielnie Sredni czas obrobki i porownaj z
modalna.
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Modalna dla szeregow rozdzielczych przedzialowych

Modalng wyliczamy tutaj wg nast¢pujacego wzoru:

nm _nm—l

M =x, +h,
nm _nm—l +nm _nm+1

m - numer klasy (przedzialu) z modalna

Xon - dolny kraniec przedzialu modalnej

h,, - rozpigtos¢ przedzialu modalnej (h,,=x;,-Xm)

n, - liczebno$¢ przedzialu modalnej

n,_; (n,+7) - liczebnos¢ dla przedzialow sasiadujacych z przedzialem
modalnej

PRZYKLAD 6
Wykorzystamy badanie czasu dojazdu w firmie ZAUR (wyklad 1).
numer czas liczba
klasy | dojazdu | pracow-
w ZAUR nikow
i Xoi — Xii n;
1 5-15 10
2 15-25 20
3 25-35 30
4 35-45 50
5 | 45-55 80
6 55 - 65 10
razem, x 200
80 —350
M, = 45+10x =
80—-50+80—-10

48

45+10x30/100 = 45 +3

WNIOSEK: najczesciej wystepujacym czasem dojazdu wsrod

pracownikéw firmy ZAUR jest 48 minut.
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Z. wykorzystaniem czestosci(wskazniki struktury) wzor na modalng jest

nastepujacy:
W J—
— m m—1
Wm W1 + Wm o Wm+1
w,, - czestos¢ (wskaznik struktury) przedzialu modalnej
W1 Wn1) - czestosé dla przedzialow sasiadujacych z przedzialem modalnej

numer czas wskaznik
klasy | dojazdu | struktury
wZAUR
i Xoi — X1i Wi
1 5-15 0,05
2 15-25 0,10
3 25-35 0,15
4 35-45 0,25
5 | 45-55 | 0,40
6 55— 65 0,05
razem X 1,00

M, = 45+10x 0.4-0,25 =
0,4—0,25+0,4—0,05

45+10x0,15/0,5=45+3

43

B S S W B S RS

bl Ll Ll I lgel | Lusmorsbnisl | Los

czds| dojaleded [ | 11111 |
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KWARTYLE

Kwartyle to takie wartosci cechy X, ktore dziela zbiorowos¢ na cztery rowne
czesci pod wzgledem liczebnosci (lub czestosci). CzeSci te pozostaja w
okresonych proporcjach do siebie.

Aby dokonywac¢ takiego podzialu zbiorowos¢ musi by¢ uporzadkowana
wedlug rosnacych wartosci cechy X.

Kazdy kwartyl dzieli zbiorowos¢ na dwie czesci, ktore pozostaja do siebie w
nastepujacych proporcjach. I tak:

kwartyl 1 (Q)) - 25% zlewej i 75% populacji z prawej strony kwartyla,
kwartyl 2 (Qy) - 50% z lewej i 50% populacji z prawej strony kwartyla,
kwartyl 3 (Quy) - 75% z lewej i 25% populacji z prawej strony kwartyla.

Mediana

Mediana (M,) - wartos¢ Srodkowa, inaczej: kwartyl 2 (Qy).

Jest to taka wartos¢ cechy X, ktora dzieli zbiorowos¢ na dwie rowne czesci,
tj. polowa zbiorowosci charakteryzuje si¢ wartoscia cechy X mniejszg lub
rowng medianie, a druga polowa wigkszg lub rowna.

Mediana dla szeregu szczegolowego

Szereg musi by¢ posortowany rosnaco !!!

Warto$¢ mediany wyznacza si¢ inaczej gdy liczebnos¢ populacji (n) jest
nieparzysta, a inaczej gdy jest parzysta.

M,=x__,

e n—+
Dla n nieparzystego:

M

|
. -
Dla n parzystego: 2
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PRZYKLAD 7

Zmierzono czas wykonania detali [minuta/ szt.] przez wybranego
pracownika firmy ALFA i otrzymano nast¢pujacy szereg szczegolowy:

10,10, 10, 12,12, 12,12,13, 13, 13,
13,13, 14, 14,15, 15,15

Liczebno$¢ populacji jest nieparzysta: n=17

AQ:xWH=%§:%:J3
2 2

WNIOSEK:

Dla polowy detali czas wykonania jednego detalu przez pracownika firmy
ALFA byl nie dluzszy niz (<) 13 minut, a drugiej polowy detali byl

nie krotszy (=) niz 13 minut.

PRZYKLAD 8

Zmierzono czas wykonania detali [minuta/ szt.] przez wybranego
pracownika firmy BETA i otrzymano nast¢pujacy szereg szczegolowy:

10,10, 11, 12,12, 12,12,12, 12, 13,
13,13,14, 14,15, 15,15, 16

Liczebno$¢ populacji jest parzysta: n=18

M =% Xig + Xig :l(x9+x10):%(12+13):12,5

e
1
2 2+ 2

WNIOSEK:

Dla polowy detali czas wykonania jednego detalu przez pracownika firmy
BETA byl nie dluzszy niz (<) 12,5 minuty, a dla drugiej polowy detali byl
nie krotszy (=) niz 12,5 minuty.
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Mediana dla szeregu rozdzielczego punktowego

1. Ustalamy na poczatek tzw. numer mediany (/V,.). Jest to polowa

1

liczebnosci populacji: Ny = 5 n (albo ulamek 15 dia czestosci).

N

. Kumulujemy liczebnosci (albo czestosci).
3. Znajdujemy klase¢, w ktorej po raz pierwszy przekroczony zostal numer

mediany. Klasa ta ma numer 1.

M =x

4. Wartos¢ cechy X w klasie m jest mediana, t.j. e m .

PRZYKLAD 9
Dane z przykladu 5 o czasie obrobki detalu [minuta] przez
pracownikow firmy ZAUR.

numer czas liczba skumulowana | skumulowana
klasy obrobki pracow- liczebnosé czestos¢
[minutal nikow
i Xi n; i sk Wi sk
1 10 10 10 0,05
2 11 30 40 0,20
3 12 80 120 0,60
4 13 50 170 0,85
5 14 20 190 0,95
6 15 10 200 1,00
razem| X 200 X X
Liczebnos¢ populacji: n=200
Numer mediany:
1

o (dla liczebnosci) albo

Ny, =%200=100

cz __
Y NMe_

1
5 (dla czestos$ci)
Numer klasy z mediang: m=3

Mediana: Me — xm — )C3 =12

WNIOSEK: Polowa pracownikow firmy ZAUR obrabia detal nie dluzej
niz (<) 12 minut, a druga polowa nie krocej (=) niz 12 minut.
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Mediana dla szeregu rozdzielczego przedzialowego

Wzor na mediang (przy wykorzystaniu liczebnosci):

N, —n
_ Me m—1 sk

n

m

PRZYKLAD 10
Dane z przykladu 6 (badanie czasu dojazdu w firmie ZAUR).

numer czas liczha skumul.
klasy dojazdu pracow- liczebnosé
w ZAUR nikow
i Xoi — X1i n; R; sk
1 5-15 10 10
2 15-25 20 30
3 25-35 30 60
4 35-45 50 110
5 45 — 55 80 190
6 55 - 65 10 200
razem X 200 X
Liczebnos$¢ populacji: n=200
1

Numer mediany:

Ny =%200=100

Numer klasy z mediang: m=4

v 100 — 60

, 35+10x =
50
35+10><ﬂg =

50
= 35+8=43

WNIOSEK: Polowa pracownikow firmy ZAUR dojezdza do pracy
w czasie nie dluzszym (<) niz 43 minuty, a druga polowa w czasie nie
krotszym (=) niz 43 minuty.
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Wzor na mediang (przy wykorzystaniu czestosci):

cz

— W
— Me m—1 sk
Wm
PRZYKLAD 10 (c.d.)
numer czas wskaZnik skumul.
klasy dojazdu struktury czestosé
w ZAUR (czestosc)
i Xoi — X71i Wi Wi sk
1 5-15 0,05 0,05
2 15-25 0,10 0,15
3 25-35 0,15 0,30
4 35-45 0,25 0,55
5 45 - 55 0,40 0,95
6 55 - 65 0,05 1,00
razem X 1,00 X
ye L
Numer mediany: “" M — 5
Numer klasy z mediang: m=4
0,50-0,30
M, = 35+10x=—— >~ =
0,25
0,20
= 35+10x— =
0,25

= 35+8=43



M.Miszczynski, Materialy do wykladu 2 ze Statystyki, 2006/07 [ 20]

Pozostale kwartyle

Wszystkie kwartyle wyznaczamy podobnie jak kwartyl 2 (czyli mediang)
pamietajac w jakich proporcjach dziela one zbiorowos¢.
Dla szeregow rozdzielczych pomocng moze by¢ tabela, w ktorej zestawiono

numery kwartyli.

numer kwartyla

kwartyl dla liczebnosci (Vy) dla czestosci ( N g )
1 1
kwartyl 1 (Qy) N, = 7 n N, = 2 =0,25
kwartyl 2 (Qy) 2 1 _
Yo AN N, ==n=—n N5 ===0,50
mediana %9 4 92 O o 7
3 3
kwartyl 3 (QIII) Om — Z n Nézm = Z = 0,75

Kwartyle mozemy wyznaczy¢ graficznie tak jak to pokazano na rysunku.
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