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Analiza ZALEZNOSCI pomiedzy CECHAMI
(Analiza KORELACJI i REGRESJI)

e korelacyjny wykres rozrzutu (korelogram)

e rodzaje zaleznosci (brak, nieliniowa, liniowa)

e pomiar sily zaleznosci liniowej (wspolczynnik korelacji
Pearsona, wspolczynnik korelacji rang Spearmana)

e liniowa funkcja regresji

Badamy jednostki statystyczne pod katem dwoch roznych
cech - cechy X oraz cechy Y.
Pytanie jakie sobie stawiamy to:
czy istnieje zaleznos¢ pomiedzy cecha XicechaY ?

Jezeli taka zaleznos¢ istnieje, to poszukujemy odpowiedzi na
kolejne pytania:

e jaki jest charakter tej zaleznoSci oraz

e jaka jest jej sila ?

Zaleznos¢ korelacyjna pomiedzy cechami XiY
charakteryzuje si¢ tym, ze wartosciom jednej cechy
sq przyporzadkowane Scisle okreslone wartosci
srednie drugiej cechy.

Informacja statystyczna niezbedna do zbadania zaleznosci
pomie¢dzy cechami X 1 Y przyjmuje najczesciej 2 formy:
e szereg(i) szczeg0lowy par informacji o cechach X
oraz Y; ma on postaé ciggu par { (x;, ;) },
e szereg rozdzielczy w postaci tzw. tablicy
korelacyjnej.
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Korelacyjny wykres rozrzutu
KORELOGRAM

Jezeli obie cechy X 1Y sg mierzalne, to analiz¢ zaleznosci
rozpoczynamy od sporzadzenia korelogrmamu.

Korelogram jest to wykres punktowy par { (X;, y;) }.

(Excel nazywa taki wykres: ,,wykresem XY”).

W kartezjanskim ukladzie wspolrzednych x0y pary te odpowiadaja
punktom o wspolrzednych

(xpyl)»(xzayz)a”'>(xn>yn)

PRZYKLADY Kkorelogramow (kazdy punkt oznaczono Xx)
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Jezeli otrzymamy bezladny zbior punktow,

ktory nie przypomina ksztaltem wykresu znanego zwigzku
funkcyjnego, to powiemy ze pomig¢dzy cechami X i Y nie ma
zaleznosci. Ilustruje to rysunek (a).

Na rysunku (b) wida¢, ze smuga punktow uklada si¢ w ksztalt
paraboli. Powiemy zatem, ze istnieje zaleznos¢ pomig¢dzy
cechami X 1Y i jest to zwiazek nieliniowy; zaleznos¢
nieliniowa.

Na rysunkach (¢) i (d) smuga punktow uklada si¢ wzdluz linii
prostej. Powiemy zatem, ze istnieje zalezno$¢ pomi¢dzy
cechami X 1Y i jest to zwigzek liniowy; zaleznos¢ liniowa.

Rysunki (e) i (f) ilustruja przypadki bledow we wnioskowaniu
o zaleznosci cech X i Y na podstawie korelogramu.

Rysunek (e) — za malo danych. Zebrano dane (punkty
obwiedzione kwadratem) i z korelogramu wynika brak
zaleznosSci. W rzeczywistosci jest zaleznos¢ liniowa.

Rysunek (f) — nietypowe dane. Trzy ostatnie punkty
(odseparowane) to dane nietypowe. Sugeruja zaleznos¢
nieliniowg (parabola). Po odrzuceniu tych nietypowych
informacji widaé, ze jest wyrazna zaleznos¢ liniowa.

~ (e) ()
Y —_ y A
e M R
x X t'\ X X X
x X S x'\-‘fx X
X X = =R xxxxx
x X X
X X
<X x X
: %
N
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Pomiar KIERUNKU i SILY zaleznosci liniowej
Szeregi szczegolowe

WSPOLCZYNNIK KORELACJI (Pearsona)

Wspolczynnik korelacji (Pearsona) Fy, obliczamy dla cech
ilosciowych wg nastgpujacego wzoru:

. C(X,Y)

S.S,

gdzie:
C(X,Y) — kowariancja pomi¢dzy cechami X i Y
Sx (sy) — odchylenie standardowe cechy X (cechy Y)

Kowariancja jest kluczcowym parametrem rozkladu dwoch cech w
badaniu zaleznosci cech ilosciowych X i Y. Wylicza si¢ ja wg
nastepujacego wzoru (dla szeregu(ow) szczegolowego):

C(X»Y)=lzn:(xi _)_C)(yi _J_’)

N

Wspolczynnik korelacji (Pearsona) Fy, spelnia zawsze warunek:

—1<r <1

Wspolczynnik korelacji (Pearsona) jest miarg symetryczng, tzn.

I/'xy — I/'yx
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INTERPRETACJA wspolczynnika korelacji Iy,

Znak wspéltczynnika F'xy mowi nam o kierunku zaleznosci. I tak:

e znak plus — zaleznos¢ liniowa dodatnia, tzn. wraz ze wzrostem
wartosci jednej cechy rosna srednie wartosci drugiej z cech,

e znak minus — zalezno$¢ liniowa ujemna, tzn. wraz ze wzrostem
wartosci jednej cechy maleja Srednie wartosci drugiej z cech.

Wartos¢ bezwzgledna wspélczynnika korelacji, czyli [F'y)),

mowi nam o sile zaleznosSci. Jezeli wartos¢ bezwzgledna |Fy,|:
e jest mniejsza od 0,2, to praktycznie brak zwiazku liniowego
pomig¢dzy badanymi cechami,

e 0,2—-0,4 -zalezno$¢ liniowa wyrazna, lecz niska,

e 0,4—-0,7 -zaleznos¢ liniowa umiarkowana,

e 0,7—-0,9 -zaleznos¢ liniowa znaczaca,

e powyzej 0,9 - zaleznos¢ liniowa bardzo silna.
PRZYKLAD 1

W grupie 7 studentow badano zaleznos$¢ pomig¢dzy ocena z egzaminu ze
statystyki (Y), a liczba dni poswieconych na nauke (X).

ocena liczba dni
nr z egzaminu nauki
studenta (Y) X)
[ Yi Xi
1 2,0 5
2 2,5 13
3 2,5 16
4 4,0 28
5 5,0 42
6 3,0 16
7 2,0 6




Sporzadzamy korelogram.
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ocena (Y)

6,0 -

10

15

20

25
dni nauki (X)

30

35

40

45

Wida¢ tutaj wyrazng zaleznos¢ liniowa (dodatnia).

Obliczamy wspolczynnik korelacji (Pearsona).

UWAGA ! Liczebnos¢ populacji jest mala (n=7). Uzyjemy tak malego
przykladu tylko dlatego, aby sprawnie zilustrowa¢ procedure¢ liczenia.

Obliczanie Srednich, wariancji oraz kowariancji.

[6]

(1) (2) (3) 4) (5) (6) (7 (8)

i oy ox [0-7) 6=X) ] @@ | G*6) | @)
1 2,0 5

2 2,5 13

3 2,5 16

4 4,0 28 1,0 10 1,00 100 10,0
5 5,0 42 2.0 24 4,00 576 48,0
6 3,0 16 0,0 -2 0,00 4 0,0
7 2,0 6 -1,0 12 1,00 144 12,0

raiem X X
126 _ 21

n
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s> 1022146 ¢ =12 =1,07
7 Y7
5. =+/146 =12,08 s, =+4/1,07 =1,03

86,5

C(X,Y)=""=12,36

Wspolczynnik korelacji (Pearsona) wynosi dla danych z przykladu 1:

) _Cx,y) 1236

Y s, 12,08x1,03

=+0,993

INTERPRETACJA
W badanej grupie studentow wystgpila bardzo silna dodatnia
(znak plus) zaleznos¢ liniowa pomigdzy czasem nauki

(cecha X), a uzyskana oceng z egzaminu (cecha Y).
Oznacza to, ze wraz ze wzrostem czasu poswig¢conego na nauke rosta w tej
grupie uzyskiwana ocena.
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WSPOLCZYNNIK KORELACJI RANG

(Spearmana)

Wspolczynnik korelacji rang (Spearmana) 7'g uzywamy w
przypadku gdy:

1. cho¢ jedna z badanych cech jest cechg jakosciowa
(niemierzalng), ale istnieje mozliwos¢ uporzadkowania
(ponumerowania) wariantow kazdej z cech;

2. cechy maja charakter ilosciowy (mierzalny), ale liczebnos¢
zbiorowosci jest mala (n<30).

Numery jakie nadajemy wariantom cech nosza nazwe¢ rang.

UWAGA ! W procesie nadawania rang stymulanty porzadkujemy
malejaco, a destymulanty rosnaco.

UWAGA ! W procesie nadawania rang moze zdarzy¢ si¢ wigcej niz
1 jednostka o takiej samej wartosci cechy (np. &k jednostek).
Wowczas nalezy na chwil¢ nadaé¢ tym jednostkom kolejne rangi.
Nastepnie nalezy zsumowac¢ takie rangi i podzieli¢ przez k
(otrzymamy w ten sposob Srednig range dla tej grupy & jednostek).
W ostatecznosci kazda jednostka z tych k jednostek otrzyma
identyczng range (Srednia dla danej grupy & jednostek).

Wspolczynnik korelacji rang (Spearmana) 7g wyznaczamy

Wwg nastepujacego wzoru:
n
2
6 % E d.
_ i=1

s = n(n2 —1)

d; —roinica pomig¢dzy rangami dla cechy X i cechy Y
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Wspolczynnik korelacji rang (Spearmana) 7'g spelnia zawsze

warunek:

INTERPRETACJA
Analogiczna jak dla wspolczynnika korelacji (Pearsona).

PRZYKLAD 2

Dla danych z przykladu 1 obliczenia wspolczynnika korelacji

—1<r, <1

rang (Spearmana) sa nastepujace:

1) ) A3) 4) ©) (6) (7)
. rangi rangi 2
! Ji Xi cechy Y | cechy X 4, d;
1 2,0 5
2 2,5 13
3 2,5 16
4 4,0 28 0,0 0,00
5 5,0 42 0,0 0,00
6 3,0 16 0,5 0,25
7 2,0 6 -0,5 0,25

raziem X X X X X
n
6 x Z a’l.2
. 6x2
T 1 . i=1
S

) B 2 I

Wartos¢ wspolczynnika Korelacji rang (Spearmana)
potwierdza bardzo silna, dodatnig (znak plus) zaleznos¢
pomie¢dzy czasem nauki (X), a uzyskang oceng (Y).
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Pomiar KIERUNKU i SILY zaleznoSci liniowej

Szeregi rozdzielcze

TABLICA KORELACYJNA

Schemat tablicy korelacyjnej

Warianty Warianty cechy Y (razem)
cechy X ) "
(x) J J Y e
X1 R np e an Rje
X2 U3 Ury; e Uy e
Xr n,j n,; ;g n,.
(razem)
. no] noZ nos n
N
Oznaczenia:
njj - liczba jednostek, ktora charakteryzuje si¢ wartoscia x; cechy X oraz

wartoscig y; cechy Y

3
(]

N
L

S

liczba jednostek, ktora charakteryzuje si¢ wartoscig x; cechy X

S
n.=2 .1,
j=1

liczba jednostek, ktora charakteryzuje si¢ warto$cig y; cechy Y

r
n =D
i=1

liczebnos$¢ populacji

r S r S
=S =S,
i=1 j=1

i=1 j=1




PRZYKLAD 3

Podobnie jak w przykladzie 1 zbadamy zaleznos¢ pomi¢dzy czasem
nauki (X), a uzyskang oceng (Y).
W tablicy korelacyjnej zestawiono informacje¢ o 400 studentach (2=400).
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Ocena Czas nauki (X) w dniach n:
(Y) 0-7 | 7-14 |14-21|21-28| "
2 80
3 10 80
3,5 60 10
4 20 30
4,5 50 10
5 50
noj

[11]

Obliczamy osobno dla kazdej z cech: Srednie, wariancje i
odchylenia standardowe.

Ocena Czas nauki (X) (a) (b) (©) (d)
yinio — % %
(Y) 0-7 |7-14[14-21|21-28| ni v, =y |(b)*(b)|(c)*(a)
2
3
3,5
4 200 05 | 025 | 12,5
4,5 270 | 1 1 60
5 250 | 1,5 | 2,25 | 1125
noj X X
X, 17,5 | 24,5 X X X X X
Xx;n,; 1575 | 1470 X X X X
X; =X 4,9 11,9 X X X X X
(5@ —76)2 24,01 | 141,61 x X X X X
(5@ —J_C)zn.j 2160,9 | 8496,6 X X X X
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n=400
_ 1395
5 = 2020 049 _ =12,6 y = =35
400 400
s7 = 18816 _ 47,04 2 =357 0,97
400 " 400
47,04 = 6,86 0,97 =0,98

Przechodzimy do obliczania kowariancji C(X,Y).

Na poczatek policzymy wszystkie iloczyny (xj —AN TV ) ;

X i X
Vi~V 9,1 2,1 4,9 11,9
-1,5
-0,5
0 0 0 0 0
0,5 -4,55 -1,05 2,45 5,95
1 -9,1 -2,1 4,9 11,9
1,5 -13,65 -3,15 7,35 17,85
Wykorzystamy tabel¢ poczatkowa:
Czas nauki (X) w dniach
Ocena (Y) =47 7-14 14-21 | 21-28
2 80 0 0 0
3 10 80 0 0
3,5 0 60 10 0
4 0 20 30 0
4,5 0 0 50 10
5 0 0 0 50
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i policzymy wszystkie iloczyny (xj _ny i Y )ny

_ ‘xj —X razem
Yi—V 9,1 2,1 4,9 11,9
-1,5
-0,5
0 0 0 0 0
0,5 0 -21 73,5 0
1 0 0 245 119
1,5 0 0 0 892,5
razem
Zatem kowariancja wynosi:
C(X,Y)= 22905 _ ¢
400

Wspolcezynnik korelacji (Pearsona) wynosi dla danych
z przykladu 3:

) _Cxy) 633

Y ss, 6,86x0,98

=+0,942

INTERPRETACJA

W badanej grupie 400 studentow wystapila bardzo silna
dodatnia (znak plus) zaleznos¢ liniowa pomi¢dzy czasem
nauki (cecha X), a uzyskang oceng z egzaminu (cecha Y).
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Inne miary zaleznosci
wyliczalne na podstawie tablicy korelacyjnej

Obok wspolczynnika korelacji Persona stosowane s3 inne miary zaleznosci
pomigdzy cechg Y i cecha X. S3 to:

o Stosunek korelacji (€),x)
e Miary oparte na chi-kwadrat (XZ)

Stosunek korelacji

e Miara ta jest oparta na spostrzezeniu, ze przy braku zaleznosci Srednie
poziomy cechy Y wewnatrz grup (klas) pokrywaja si¢ ze Srednia ogolna
cechy Y.

e Miara ta spelnia warunki

O<e, <1

‘Fyx
e Warunkiem policzenia stosunku korelacji jest mierzalnos¢ cechy Y.

e Jest to miara zalecana w przypadku badania zaleznoSci dla zwiazkow
nieliniowych.

se,

Miary oparte na chi-kwadrat

e Miary te oparte sa na badaniu roznic pomie¢dzy liczebnoSciami
empirycznymi a liczebnosciami teoretycznymi, ktore wyliczane sa przy
zalozeniu niezaleznosci cechy Y i cechy X.

e Do tej grupy nalezg wspolczynniki (por. wyklad 10):

C — Persona

0O — Yule’a

T — Czuprowa
e JV-Cramera
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REGRESJA PROSTA

Waznym uzupelnieniem zagadnienia badania Kierunku i sily zaleznosci
pomie¢dzy cechami X i Y jest analiza regresji.

Przez analiz¢ regresji rozumiemy metod¢ badania wplywu
zmiennych uznanych za niezalezne (przyczyny) na zmienng uznana
za zalezng (skutek).

Jezeli w analizie uwzgl¢dnimy tylko 1 zmienng niezalezng, to
mowimy 0 REGRESJI PROSTEJ.
Cecha X (zmienna niezalezna) - przyczyna.

Cecha Y (zmienna zalezna) - skutek.
Przypadek wig¢kszej liczby zmiennych niezaleznych bedzie rozwinigty
w przedmiocie ,,Ekonometria” (dla shuchaczy kierunku Zarzadzanie).

Podstawowym narzedziem badania jest tutaj funkcja regresji.

Rozwazymy tylko przypadek zaleznosci liniowej dla regresji prostej.
Narzedziem bedzie zatem funkcja regresji postaci:

y,=ax,+b

y i -teoretyczna wartos¢ zmiennej zaleznej (Y)

X i - empiryczna wartos¢ zmiennej niezaleznej (X)
A — wspoélczynnik regresji (wspolczynnik kKierunkowy)
INTERPRETACJA: jezeli wartos¢ zmiennej niezaleznej X
wzrosnie o jednostke, to wartos¢ zmiennej zaleznej Y :

e wzrosnie (jezeli a>0) o |a| jednostek lub

e spadnie (jezeli a<0) o |a| jednostek.

b — wyraz wolny

INTERPRETACJA: staly poziom wartoSci zmiennej zaleznej Y niezalezny
od zmian wartosci zmiennej niezaleznej X.

Uwaga ! Interpretacja wyrazu wolnego nie zawsze ma sens ekonomiczny.
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Zauwazmy, ze liniowa funkcja trendu (omowiona w wykladzie 6)

y, =at+b

moze by¢ rowniez traktowana jako liniowa funkcja regresji proste;j.
Zmienna zalezna Y opisuje tam poziom badanego zjawiska Y.
Zmienng niezalezng X jest tam czas (zmienna czasowa f).

W efekcie podstawiajac X zamiast f oraz zmieniajac wskaznik 7

na wskaznik I otrzymamy funkcj¢ regresji
y,=ax +b

W nowym ukladzie funkcja trendu moze by¢ traktowana jako funkcja
regresji Y wzgledem czasu ¢.

Szacowanie parametréw @ i b funkcji regresji

o C(Xz, Y)
S

X

b=y—ax
PRZYKLAD 4

Dla danych z przykladu 1 szacowanie parametrow funkcji regresji
przebiega nast¢pujgco:

x=18 y=3 s.=146  C(X,Y)=1236
C(X,Y) 1236
a= > =

S 146

b=y—ax=3-0,085x18=1,47

Funkcja regresji w przykladzie 1 ma wiec posta¢:

P =0,085-x +1,47

= (0,085
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INTERPRETACJA:

wspolczynnik regresiji (a=0,085 > 0) - jezeli liczba dni nauki wzrosnie

o jednostke (o 1 dzien), to ocena z egzaminu wzrosnie o 0,085 (inaczej: kazdy
dzien nauki podnosi Srednio oceng o 0,085)

wyraz wolny (b=1,47) - staly, niezalezny od liczby dni nauki (x=0) poziom
uzyskanej oceny z egzaminu to 1,47 (ponizej niedostatecznej)

Otrzymang funkcj¢ regresji, wykreslona na korelogramie pokazano na
rysunku:

6,0 -

y=0,085x + 1,47
R®>=0,976

ocena (Y)
L
o o

-
o
I

e
©

o
a

10 15 20 25 30 35 40 45
dni nauki (X)

Wykorzystanie funkcji regresji do prognozowania

Stuchacz o numerze 8 (przypomnijmy, ze badanie przeprowadzono dla n=7
studentow) poswiecil na nauke 20 dni (xg=20).

Jakiej oceny moze spodziewac si¢ (Srednio) przy takim nakladzie czasu na
nauke ?

¥, =0,085 x, +1,47=0,085x20+1,47=3,17

Poswigcajac 20 dni na nauke stuchacz moze spodziewac si¢ (Srednio !!!)
oceny 3,17 czyli ,,dst+”.




M.Miszczynski, Materialy do wykladu 7 ze Statystyki, 2006/07 [ 1 8]

Ocena dopasowania funkcji regresji
do danych empirycznych

Problem oceny dopasowania byl juz czesciowo omawiany (wyklad 6) przy okazji
analitycznego wygladzania szeregu czasowego za pomocg liniowej funkcji trendu.

Podstawowymi miarami ,,dobroci” dopasowania linii regresji do danych
empirycznych s3:

. e e e en2
e wspolczynnik zbieznosci (P )
2
e wspélezynnik determinacji (I£")
e Sredni blad szacunku (pierwiastek z tzw. wariancji resztowej)

. . S/
Wspolczynnik zbieznosci (P ):

n

Z()’i _)A’i)z

2
Z()’i -y) odzie 0S¢ <I

i=l

2
Im (D jest blizszy 0, tym dopasowanie jest lepsze.

2
Wspolczynnik determinacji (R ):

R*=1-¢>  Ldzie 0<R*<I

Przy zaleznosci liniowej mozna go wyznaczy¢ rowniez jako:

2 2 2 2
R —ny lub R _ryx

Im R2 jest blizszy 1, tym dopasowanie jest lepsze.
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[19]
Sredni blad szacunku (S e’

n

Z(yi_j}i)z

S, = Sezz =
n—k

gdzie:
k — liczba szacowanych parametrow funkcji regresji

(tutaj k=2; szacujemy dwa parametry: & i b )

2
Jest to pierwiastek z wariancji resztowej (S e )

Nazwa bierze si¢ od reszty (€;), ktora definiuje si¢ jako:
roznic¢ pomiedzy wartoscia empiryczng, a wartoscia teoretyczng
cechy zaleznej Y:

€ =Y _j>i

PRZYKLAD 5

Ocena dopasowania funkcji regresji dla danych z przykladu 1.

. =0,085-x, +1,47 y=3

(1) REEORNC) (5) (6) (7 (8)

i Yi | Xi | Vi (yi _y) (yi _yi) (yi _)_’)2 (yz _)A/i)z
7 | 20| 5

2 | 25| 13

3 2,5 16 |2,83 -0,5 -0,33 0,25 0,1089
4 4,0 28 3,85 1,0 0,15 1,00 0,0225
5 | 50| 425,04 20 | -0,04 4,00 | 0,0016
6 | 30| 16 2,83 00| 0,17 0,00 | 0,0289
7 2,0 6 1,98 -1,0 0,02 1,00 0,0004

razem X X X X X
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Wspolczynnik zbieznosci
n

Z(y =V, )2
> =2 = 0’27587 = 0,024
Y-y "
i=1
Wspolczynnik determinaciji

R*=1-¢>=1-0,024=0,976
lub wg innego wzoru
R* =r2 =(0,993)" =0,986

Uwaga! Roznice w wartosci wspolczynnika determinacji wynikaja z bledow zaokraglen
na etapie liczenia wspolczynnikow: zbieznosci i korelacji

Sredni blad szacunku

n

A )2
Z (y i — Vi )
. 0,1787
S == = |22 20,189
n—k 7-2
W celu wyrobienia sobie poglqdu nt. wielkosci tego bledu odniesiemy go
Sredniego poziomu cechy Y

‘S/XIOO‘V 018/x100%_63%

Uwaga! Nie mozna uzy¢ znanego wspolczynnika zmiennosci (V,) poniewaz Srednia
wartos¢ reszt jest teoretycznie rowna 0. Wystapiloby zatem dzielenie przez zero.

PODSUMOWANIE (przyklad 5)
Wszystkie policzone miary dopasowania potwierdzajq bardzo dobre
dopasowanie funkcji regresji do danych empirycznych.
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PRZYKLAD 6

Na zakonczenie wyznaczymy funkcj¢ regresji dla danych z przykladu 3.
Badaniu poddano tam 400 studentow. Wczesniej otrzymaliSmy tam:

n=400 x=12,6 y=35 s:=47,04
C(X,Y)=6,33 r, =0942
Parametry funkcji regresji wynoszg:

o C(X,Y) 6,33
2 4704

X

b=v—ax=35-0,135x12,6 =1,799

=0,135

Funkcja regresji w przykladzie 3 ma postac:

P =0,135-x +1,799

Dobro¢ dopasowania do danych empirycznych mierzona wspoélczynnikiem
determinacji wynosi:

R* =7} =(0,942) = 0,887

Powyzsza funkcja regresji w 88,7% objasnia ksztaltowanie si¢ oceny
z egzaminu (Y) w zaleznosci od czasu nauki (X).

WYKORZYSTANIE funkcji regresji do PROGNOZY oceny.

Stuchacz o numerze 401 poswiecil na nauke 20 dni (x49,=20).
Jakiej oceny moze si¢ spodziewa¢ (Srednio) ?

Paor =0,135 x,,+1,7999=0,1 35%20+1,799=4,499

Poswigcajac 20 dni na nauke stuchacz moze spodziewac si¢ (Srednio !!!)
oceny 4,499 czyli ,,db+”.




