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Statystyka

« Statystyka — nauka, ktora bada i opisuje zjawiska losowe.

* Pierwsze prace — Al-Kindi uzyt statystyki do ziama_mia szyfru C,ezara |
(podstawieniowego), badat czestos¢ wystepowania poszczegodlnych liter.

* Impuls do rozwoju daty badania demograficzne oraz nad grami losowymi.

« 1663 John Graunt ,Natural and Political Observations upon the Bills of

Mortality”.
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LIL A Effay tewards folving' o Problim in
#he Doctrine of Chances. By the late Rev.
My Bayes, F. R, S. communicated by My.
Price, in @ Letter to John Canton, 4, M,
ERS.

Dear Sir,

Read Dec. 23, 7" Now fend you an effay which I have

1763. found among the papers of our de-
ceafed friend Mr. Bayes, and which, in my opinion,
has great merit, and well deferves to be preferved.
Experimental philofophy, you will find, is nearly in-
terefted in the fubject nyil',- and on this account there
feems to be particular reafon for thinking that a com-
munication of it to the Royal Society cannot be im-

T.

I?[fz had, you know, the honour of being a mem-
ber of that illuftrious Society, and was much eftcem-
ed by many in it as a very able mathematician, Inan
introduétion which he has writ to this Effay, he fays,
that his defign at firft in thinking on the fubject of it
was, to find out a method by which we might judge
concerning the probability that an event has to hap-
Eﬂn; in given circumitances, upon {uppofition that we

now nothing concerning it but that, under the fame
circum-



Co to Jest zdarzenie oraz

prawdopodobienstwo?

« Zdarzeniem elementarnym bedziemy nazywac kazdy wynik eksperymentu
(doswiadczenia), ktorego wartos¢ bedzie zalezeC od przypadku. Jest to
pojecie pierwotne teorii prawdopodobienstwa.

 Prawdopodobienstwem (w sensie definicji czestosciowej) zdarzenia A
nazywamy granice (przy N dazacym do nieskonczonosci) stosunku
liczby prob n przy ktorej zaszto zdarzenie A do liczby wykonanych prob
N:

P(A)=lim -
N> N

Jakie jest prawdopodobienstwo wyrzucenia ,,6” w rzucie kostkg? Takie, jaka
czesc nieskonczonej serii rzutow da nam w wyniku ,,6”.

« Definicja pochodzi od Abrahama de Moivre’a (1667-1754) - napisat pierwszy
podrecznik statystyki ,The Doctrine of Chances” (1718).
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Inne definicje

prawdopodobienstwa

Prawdopodobienstwo mozemy
definiowac na wiele sposobow,
niekoniecznie tak, jak de Moivre...

AHpapen Hukonaesny Konmoropos (1903-1987)

Definicja aksjomatyczna Kotmogorowa: prawdopodobienstwem nazywamy
takg funkcje P zdefiniowang na przestrzeni zdarzen elementarnych, ktora
kazdemu zdarzeniu A przyporzadkowuje liczbe P(A), taka ze:

- P(A)=0 dla kazdego zdarzenia A

- P(A)=1 dla zdarzenia pewnego A

- P(AUB)=P(A)+P(B) gdy zdarzenia AiB sg roztagczne (wzajemnie
wykluczajg sie).
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Inne definicje

prawdopodobienstwa

» Definicja Bayesa: TN

« Prawdopodobienstwo ,a priori”, czyli bezwarunkowe, jest rozumiane jako
miara przekonania, opartego na racjonalnych przestankach, ze dane
wydarzenie nastagpi.

« W nastepnym dopiero kroku wykonujemy doswiadczenia, czyli obserwacje, a
ich wyniki pozwalajg zmodyfikowac¢ wstepne oczekiwania. Otrzymujemy
prawdopodobienstwo ,a posteriori”, czyli prawdopodobienstwo wynikowe,
ktore jest miarg oczekiwania wystgpienia danego zdarzenia po zanalizowaniu
przeprowadzonych obserwacii.

« Zwolennikami podejscia Bayesa byli P. S. Laplace, H. Poincare czy tez znany
ekonomista John Keynes, argumentujgc, ze w taki wkasnie sposob przebiega
nasze poznawanie Swiata.

Thomas Bayes (1702 - 1761) brytyjski matematyk i duchowny prezbiterianski.
Najistotniejsze dzieto: ,Essay Towards Solving a Problem in the Doctrine of

Chances”.
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Btedy pomiarow

« Kazdy pomiar wielkosci fizycznej obarczony jest pewnym btedem.

« Btad systematyczny polega na systematycznym odchyleniu wyniku pomiaru
wzgledem rzeczywistej wartosci wielkosci mierzonej. Czasami daje sie
uwzglednic istnienie tego btedu i otrzymany wynik skorygowac numerycznie
po pomiarze. Zawsze nalezy go oszacowac.

« Biad przypadkowy (statystyczny) jest miarg rozrzutu otrzymywanych wynikow
wokot wartosci najbardziej prawdopodobnej. Biad taki wynika albo z metody
wykonywania pomiaru albo z samej natury zjawiska (np. liczba impulsow
zliczanych przez detektor promieniowania).

Analiza btedow powie nam, czy i w jakim stopniu obserwowany efekt jest
znaczacy (np. niedawne odkrycie bozonu Higgsa), jaki jest btad pomiaru,
jakie jest prawdopodobienstwo, ze dana wielkos¢ naprawde zawarta jest

w danym przedziale.
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Czy statystyka to tylko analiza

btedow?

Opis | parametry zjawisk o charakterze losowym.

- Srednia ptaca, rozktady ptacy w funkcji roznych zmiennych itp.
e Zwiazki i korelacje pomiedzy kilkoma zjawiskami losowymi.

- czy istnieje zwigzek pomiedzy wzrostem pracownika a wynagrodzeniem?
e Szacowanie parametrow populacji na podstawie losowo wybranej probki.

- procent poparcia dla partii,

« Testowanie hipotez statystycznych.

— czy Sredni wzrost Polakéw i Rosjan jest taki sam?

* Prognozowanie.

zmniejszenie zuzycia wegla o X powinno spowodowac wzrost zuzycia

ropyoy
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Jednowymiarowa zmienna

losowa

« Dla kazdych dwach liczb a i b takich, ze a<b istnieje okreSlone
prawdopodobienstwo, ze zmienna X przybierze wartos¢ z przedziatu (a,b)

- Wozrost ludzi jest zmienng losowa. Dla dowolnych dwoch liczb np. 160 cm
| 170 cm mozemy okresli¢ prawdopodobienstwo, ze przypadkowo
wybrana osoba bedzie mieC wzrost pomiedzy 160 cm a 170 cm.

« Funkcjg rozktadu (dystrybuantg) zmiennej losowej X, nazywamy taka funkcje
F(Xo), ze: F(X,)=P(X<X,) —oo<X <o

Dla dowolnej wartosci X, funkcja podaje prawdopodobienstwo, ze X<X,.

» GestosScig prawdopodobienstwa ciggtej zmiennej losowej X, nazywamy
funkcje f(X):
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f(x)

|
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Opls rozkiadu

Momentem zwyktym rzedu k zmiennej losowej X nazywamy:

~ dla zmiennej losowej dyskretnej O‘k:Z Xi P,
- dla zmiennej losowej ciggtej ak:X:J"m X“f(x)dx
« Momentem centralnym rzedu k zmiennej Iosowxe:j_;% nazywamy:
- dla zmiennej losowej dyskretnej “k:Zi: (xi—a)'p,
- dla zmiennej losowej ciggtej Mk:XTO (x—o,) f(x)dx

X=—0o0

« Srednia: a,, wariancja: p,. Nie sg to zmienne losowe, maja konkretna,

doktadnie okreslong wartosc¢ liczbowa! Zmiennymi losowymi moga byc ich
estymatory ustalone na podstawie losowej proby.

e Odchyleniem standardowym zmiennej losowej X nazywamy pierwiastek
kwadratowy z wariancji: o=V,. Jest miarg rozrzutu zmiennej losowe;.
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Srednia i odchylenie

standardowe

[ — o=0.2, E=0.5

1.4 Rozne rozklady T iusenos

- o=1.0, E=0.5
1.2 :_ _— :g:g‘gg:a-:-,sE=—u.41szﬁa _
1 -
0.8 =
0.6 =
0.4 <
0.2 =
05 4 05 0 05 1 15 2
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Estymatory wielkosSci

« Pytanie: jaki jest Sredni wzrost dorostych Polakéw?

» Bierzemy wszystkich dorostych Polakow, mierzymy wzrost kazdego z nich,
liczymy Srednig. Postepowanie tylez proste co bezuzyteczne.

« Ale: TYLKO TA METODA POZWOLI ZNALEZC RZECZYWISTY SREDNI
WZROST POLAKOW, kazda inna jest oszacowaniem na podstawie
wylosowanej proby, a zatem obarczonym biedem. Nie znamy przeciez
gestosci prawdopodobienstwa w funkcji wzrostu: f(x).

* Losujemy przypadkowa probe 100 Polakéw, uzywamy estymatora Sredniej:

)‘<:1/nz X;

UWAGA: préba powinna by¢ nieobcigzona, nie wybiera¢ do pomiaru druzyny

koszykowki ani zespotu dzokejow!

« Staramy sie uzyskacC informacje o nieznanym rozkfadzie
prawdopodobienstwa na podstawie skonczonej proby pomiarow.

11.07.2014 Statystyka, M. Wolter
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Estymatory — pare definicjl

« Estymator zgodny - przy duzy probach losowych prawdopodobienstwo, ze
wartos¢ estymatora bedzie sie znaczaco rézni¢ od estymowanego parametru
jest zerowe.

« Estymator konsystentny - przy duzych probach rozktad wartosci
estymatora staje sie bardzo waski, az przy n dazacym do nieskonczonosci
rozktad staje sie nieskonczenie waska "szpilka".

« Estymator nieobciazony - wartoS¢ oczekiwana uzyskana z rozktadu

wartosci estymatora zawsze (dla dowolnego n) pokrywa sie z parametrem
estymowanym.
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Estymator srednie]

« Estymator Sredniej x=1/n Z X; jest nieobcigzony, czyli jego wartosc
oczekiwana jest zgodna z pgrawdziwg wartoscig srednie;.

« Dla duzej proby otrzymamy estymowang wartosc sredniej rowng prawdziwej
Sredniej. Jaki jest rozktad prawdopodobienstwa estymowanej Sredniej dla
niewielkiej préby?

o Zrobmy ,eksperyment” losujgc wielokrotnie 10 przypadkéw z rozktadu
jednorodnego i liczgc dla srednig dla kazdej proby.

_— 3 T

"‘>'<" L s gestosc prawdopodobienstwa Lol 3 [ T T T T T T
= " | Pojedyncza proba ! x - | 10 000 prob po 10 T
- | przypadkow

2.5 :_ ——— rozklad zmiennej losowej 25 :_ G=0.092 +- 0-009 _f

2t -
B 2
1.5F C

B 15
1 C
B 1

0.5[ B
N 0.5

0-0.4 -02 0 02 04 06 08 1 12 14 o-

X
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Estymator srednie]

x

X

« Btad estymacji sredniej maleje ze wzrostem statystyki | o= 7
n

e Zauwazmy, ze rozktad Sredniej wyglada jak rozktad normalny (Gaussa),
pomimo ze wyjsciowy rozktad byt rozktadem jednorodnym.

« Okazuje sie, ze tak bedzie dla kazdego rozktadu wyjsciowego — centralne
twierdzenie graniczne.

11.07.2014 Statystyka, M. Wolter 15
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Centralne twierdzenie

graniczne

Jedno z najwazniejszych twierdzen rachunku prawdopodobienstwa,
uzasadniajgce powszechne wystepowanie w przyrodzie rozktaddw zblizonych
do rozktadu normalnego.

Jesli X, sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie, takiej
samej wartosci oczekiwanej (Sredniej) x i skonczonej wariancji o2 wiekszej od
zera to zmienna losowa o postaci:

Z(Xi_)_c)

Y=—
oVn

zbiega sie do rozktadu normalnego, gdy n rosnie do nieskonczonosci.
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Centralne twierdzenie
graniczne

% o0z 04 06 08

X
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Estymator wariancii

« Podobnie na podstawie skonczonej préoby mozemy estymowac wariancje
rozktadu:

G=—— (x—%)

_n—li

Estymator ten jest nieobcigzony i zgodny.

« Estymator odchylenia standardowego:

jest zgodny, ale obcigzony.
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Linear regression
4010
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Dopasowanie funkcjl

Zadanie: do punktow doswiadczalnych
jak najlepiej dopasowac funkcje zadanej
klasy. Sprawdzi¢, czy funkcja opisuje

dane doswiadczalne.

Najczesciej uzywana metoda: znalez¢
takie parametry funkcji, aby
zminimalizowac wartoSc x2- metoda
najmniejszych kwadratow.

W przypadku funkcji liniowej mozna to
zrobic algebraicznie (przepis podat
Gauss), przy bardziej skomplikowanych
funkcjach numerycznie (np. minimalizacja
metoda najwiekszego gradientu.

,t' ',3\

j ll'
*’*ﬁ'&f o ‘\\“

i {hly
i '{':ﬂff?fﬂ'i" \,‘.'1\“

\\“ |0klng for a new direction[ _ *:,.:;;-':";.

\\.nl" i /
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Dopasowanie funkcjl

Poly9, Chi2/NDF=0.3560
Sinus, Chi2/NDF=0.9743

4||‘|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||
B = Poly1, Chi2/INDF=10.6467

— = Poly2, Chi2/NDF=9.4470

— e Poly3, Chi2/INDF=1.2994
3 - Poly6, Chi2/NDF=0.8471

2 15 -1 -05 0 0.5 1 1.5 2
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Dopasowanie funkcjl

-3

11.07.2014

Poly1, Chi2/NDF=12.3549
Poly2, Chi2/NDF=12.3799
Poly3, Chi2/NDF=1.8322
Poly6, Chi2/NDF=1.1144
Poly9, Chi2/NDF=1.0627
Sinus, Chi2/NDF=1.0447
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Przedziat ufnosci

* Przedzialem ufnosci na poziomie ufnosci 1-a dla nieznanego parametru
Q nazywamy taki przedziat (Q, , Q,), dla ktérego prawdopodobienstwo,

ze przedziat ten zawiera w sobie rzeczywistg wartos¢ estymowanego
parametru Q wynosi 1-a: P(Q,<Q<Q,)=1—a

e Poszukujemy takich dwoch wartosci Q, i Q,, aby przedziat przez nie

wyznaczony z zadanym prawdopodobienstwem zawierat w sobie
rzeczywistg wartos¢ parametru Q:

Q ma konkretng wartosc, chocC nieznang. Wyznaczamy Q, i Q, dla

kazdej proby statystycznej. Chcemy, aby z prawdopodobienstwem 1-
a w tak wyznaczonym przedziale znajdowat sie nieznany parametr Q.
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Odkrycie bozonu Higgsa

Clear evidence for the production of a neutral boson with a measured mass of
126.0 * 0.4 (stat) = 0.4 (sys) GeV is presented. This observation, which has
a significance of 5.9 standard deviations, corresponding to a background
fluctuation probability of 1.7x10-9, is compatible with the production and

decay of the Standard ModelHiggs boson.
,Observation of a New Particle in the Search for the Standard Model Higgs Boson with the
ATLAS Detector at the LHC”, ATLAS Collaboration

"S ATLAS 2011-2012  mm:vo
(5=7TeV:=tdt=4648f" L1512
Vs=8TeV:=%dt=5859f"' Observed

---- Bkg. Expected

95% CL Limit on «
|

o @ CL, Limits _
110 150 200 300 400 _ 500

m, [GeV]
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Rozktad normalny a przedziaty
ufnosci

1]
8 r un 2576
—/'/‘:Encmses g5% of |larea der curve \
1 i
| a1 Rl I
i z

I I I

-3 -2 -'II o] ] +2 +3
| o ¥le = B827%
| plic = O%45% |
1 prle = 89-73% 1
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Dwie zmienne - korelacje

Zmienne X 1y sg niezalezne, jesli zachodzi zwigzek:
f(x,y)=g(x)h(y)

czyli wartos¢ jednej zmiennej nie zmienia
prawdopodobienstwa wystgpienia danej wartosci drugiej

zmiennej.
« Kowariancjg nazywamy: COV(X,)’):_L_L(X—??)W—)_’)f(XJ)dXdy
) . o cov(x,y)
a wspotczynnikiem korelacji (liniowej): p(x,y)=
P y Ji ( J) o(x)o(y)

e Estymator kowarianciji:

COV(X,)’):ﬁ i (Xi_x)(yi_y>

« UWAGA: zmienne niezalezne majg zerowy wspotczynnik % \
korelacji, ale zmienne nieskorelowane moga by¢ zalezne! -
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Korelacje
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Analiza wielowymiarowa

separacja sygnatu I tta

8;” a =
NN 8 [ | E
 Wczorajsze cwiczenie — za pomoca o E
cie¢ na zmiennych Xx,...X; mozna i E
bardzo silnie zredukowac tto pa I E
| wydoby¢ z danych sygnat. i3 \ E
. . 2; _’ /)%A_ 4
« (Czy ciecia to optymalna metoda I3 E
selekc;ji? b // \
%5 4 05 0 05 1 15 2
m {1.000000%(1)} {1 000000451505 &8 270 BA absix3j<2 B4 absfubreS)c? AR xT-xF<0l}
Enma:m:u‘pannm ‘E:_ Entrla:mm 158
RUS 0999 uf RUS 168
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Ciecle vs separacja nieliniowa

Ciecia Separacja nieliniowa

Number of Poin 550 500

Np. sieci neuronowe, boosted

decision trees, itd
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Jak dziata algorytm uczacy sie?

Np. SieC neuronowa, czy BDT.

Potrzebne sg dane treningowe, dla ktorych znamy
poprawng odpowiedz, czy jest to sygnat czy tto, dzielimy
je na zbior treningowy i testowy.

« Znajdujemy funkcje f(x) najlepiej opisujaca
prawdopodobienstwo, ze dany przypadek jest klasy
,<Sygnat’ - minimalizacja tzw. funkgcji straty (np. x2).

« Poszczegolne algorytmy réznig sie: klasg funkcji f(x)
(np. liniowe, nieliniowe), funkcjg straty, sposobem jej

.. S ° e o minimalizaciji.

° e; ogﬂ;oqﬁoc:o.%'g %.3 * 4

Lo o S0 08 ,;%.-q' « Wszystkie aproksymujg nieznang bayesowska funkcje

el 8t ons -t o0 decyzyjng BDF na podstawie skonczonego zbioru

T L et S0 0% danych treningowych.

O.G.é: E@;ﬂ! Dl:.!l:h. = .. é%oo:'O.
%o’cﬁﬂ [] |:I|:F - o 5
e

':”EEJD'; = o &«  BDF -idealna funkcja klasyfikujgca, okreSlona przez nieznane
o f 0 @ ®&  gestosci prawdopodobienstwa sygnatu i tfa.
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Popularne metody

Metody liniowe

- Wzmocnione drzewa decyzyjne
Ciecia (Boosted Decision Trees),
- Maszyna wektorow

Dyskryminanty Fishera A
wspierajagcych(Support Vector

Metody nieliniowe Machine).

Naiwny klasyfikator bayesowski,

Estymatory gestosci * lwiele innych...
prawdopodobienstwa, (Probability

Density Estimator), - analiza sktadowych, niezaleznych

(Independant Component Analysis)

Metoda najblizszych sgsiadow, _ )
- analiza sktadowych gtownych.

PDE_RS, Wszystkie opieraja sie na tej samej zasadzie:

poszukuja najlepszej funkcji dyskryminujacej

Sieci neuronow - 5 '
ecl neuronowe w oparciu o prébke treningowa.
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ldentyfikacja hadronowych rozpadow

leptondw tau w eksperymencie ATLAS

L B L B o o o o L I e e e e B T T T T T T T
g B W Culs tau perlormance N % W Cuts lau perlormance T
kT 107 E —BDT ATLAS Freliminary 3 = 1i0® —BDT ATLAS Praliminary 3
b E — Likefhood 3 AT a — Likelibaad 3
= N =
= . E |
] ] 2
5 10°F E 5 10°F E
= E 3 = E
(=} r = (X3 -
& . &
@ I _ i I
10 E — 10 —
e i B F E
= F 2011 dijet data=et L = 130 pb' 3 = F 2011 dijet data=dt L= 130 pb’
[ 1-prong, 20 GeaV < p. " 40 GeV T [ 3-prong, 20 GeV < p, " 40 GeV
] ] ] ] ] ] 1 ] 1 ] ] ] ] ]
1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 175z 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Signal Efficiency Signal Efficiency
UL L e e e e o L B i e L B e e e L I i
m Cuts tau perfarmance 7 m Culs tau perdonman ce |

— BOT ATLAS Pralminary 3

— Lizelihaod

10° E —BOT ATLAS Preliminary 3 107 =

— Likalihead

10°E 10°F

Inverse Background Efficiency
|
Inverse Background Efficiency

10}

[ 2011 dijet data=dt L = 130 pb’ 4 F2011 dijet data=gt L = 130 pb’ -

[ 1-prong, 40 GeV < p,” 100 GeaV [ 3-prong, 40 GeV = p." 100 GeV
PR TN T T N T TN T N U T N T U S N T T T U S O L PR [N T N T T O S T N T N S A | TR A B B
02 03 04 05 06 07 08B 09 0.2 03 04 05 06 07 08 09
Signal Efficiency Signal Efficiency
(©ATLAS CoLLAB.

* Szereg zmiennych identyfikujgcych, zadna z nich pojedynczo nie daje dobrej
identyfikacji.
* Uzycie metod wielu zmiennych zwieksza skutecznos¢ identyfikaciji.
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Applet pokazujacy dziatanie

roznych metod klasyfikujgcych

e http://www.cs.technion.ac.il/~rani/LocBoost/

Classification Applet

Generate 2-dimentional, 2-class classification problems and solve them using a number of classification schemes, as well as LocBoost - a
new boosting algorithm

O- ] 0
Point Editing Help é’gﬁo : . ¢ ?. s g; o.‘
‘i )

N #Add single points
w add: |50 points, using | Merrnal Distribution

Sigrna: 1 Undo
Use [73 % of the data for training Split Mow

Clear All Points |

Load ... | Save ... | Wiew arff file ... |

Classification Generate Report ..

Classifier; | K-Mearest Meighbar

Meighbors 3

NMumber of Poin 550 500

Classify Reset
Test Ern 0.099 Decision Boundary sroothness (1-100)/10

Train Erro  0.053

W Use gradiert colors
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http://www.cs.technion.ac.il/~rani/LocBoost/

Podsumowanie

(jesli jeszcze wszyscy nie spia)

Troche statystyki jest niezbedne, aby
prawidtowo zinterpretowac dane pomiarowe
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Dodatkowe transparencje
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Estymator wariancji

Sprawdzmy, dlaczego estymator wariancji, ma takq nie intuicyjng postac (n-1 w
mianowniku).
Wartosc srednig (oczekiang) zmiennej losowej liczymy jako:

f:;(x1+--+xn)

(- 2l - 9)')

Ot i cala tajemnica dziwnej postaci estymatora wariancji.

Estymatorem wartosci Sredniej jest:
1 1 . _ :
%= E(T)= - (E(xd—r- . '+E(xu}) -~ .(xl - __+xn) * Przypis

Zalozmy, dla potrzeb przykladu, ze estymator wariancji - sz - zdefiniujemy poprzez

analogie z estymatorem wartosci sredniej:
n

1 ; 2y 1 2
= Yl e, 2= La[ S - oY
H it i=1
Przypomnijmy. Estymator jest zmienng losowa. Jezeli policzymy wartosc¢ sz dla wielu
roznych prob, to otrzymamy rozne wartosci. Zgodnie z definicjg estymator jest
nieobcigzony, gdy wartos¢ oczekiwana z estymatora jest rowna wartosci estymowanego
parametru ®. SprawdZzmy wiec, czy tak jest w tym przpadku:

NS

1=] i=1

- %2(5((;@. -xf ) B[z %)’ ))
Zauwazmy, ze: i

B(r -=Y)-

E[(i‘—i‘)z)= var(s)= var[%ia:f] =

i=1

1 ! *1 1
=— var[z;xi] = -y var(X)=—- o
1 i=l n i=1 f

przejscie oznaczone czerwong gwiazdkq, nie jest oczywiste i zostalo wyjasnione w przypisie
Tak wiec ostatecznie mozemy zapisac, ze:

E(Sﬂ:l.{m.;(x)_m.[l.aﬂ(x)ﬂ

E(sgj;’%l.az(x)

Jak wida¢, wartosc oczekiwana naszego estymatora zalezy od n. Nie moze wiec byc rowna
wartosci estymowanej, bo ta na pewno nie zalezy od n. Tak wiec, obrany przez nas

X i z - . I 2 . . sk
estymator, jest obcigzony. Z postaci wyrazenia na E(S,°) mozemy wywnioskowac, jak , M. Wolter

powinien wyglada¢ nieobcigzony estymator wariancji. Po prostu powinien on by¢ dzielony
przez (n-1) a nie n !

var(Za:l.): V(I?’(Il +reet xn): var(x1)+---+mr(xn):

Kazda zmienna x; podlega temu samemu rozkiadowi. Jest to rozklad zmiennej losowej X. A

wiec wariancja kazdej ze zmiennych x, jest rowna wariancji zmiennej losowej X:

:Fw(}f:l’r--*var[){]:ZV@.?"(X)

r

n
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