Rachunek prawdopodobienstwa
Rozdziat 5. Rozktady taczne

5.2. Momenty rozktaddéw tacznych.

Katarzyna Rybarczyk-Krzywdzinska



Definicje
©00000

Przypomnienie

Niech h: R — R bedzie funkcja, a X bedzie zmienna losowa
o rozktadzie dyskretnym, skupionym na zbiorze {si, sy, ... }.
Wéwczas

Eh(X) =Y h(s)) P(X = s7)

oile i |h(si) P(X =sj)| < 0.




Definicje
©00000

Przypomnienie

Niech h: R — R bedzie funkcja, a X bedzie zmienna losowa
o rozktadzie dyskretnym, skupionym na zbiorze {si, sy, ... }.
Wéwczas

Eh(X) = Z h(si) P(X = s;)

oile i |h(si) P(X =sj)| < 0.

Niech h : R? — R bedzie funkcja, a (X, Y) bedzie wekt. los.
o rozktadzie dyskretnym, skupionym na zb. {(s1, t1), (52, t2), . . . }.
Woéwczas

Eh(X,Y)=> h(si,t;) P(X =s;, Y =1t;)

oile 3> [h(si, t;) P(X =si, Y =1tj)| <oo
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Przyktad 1 0 @
Bolek, Lolek i Tola wstapili do kasyna.
o7 DAy
141618 192123 25
27 30 32 34 3¢

131517 20 22
2426 28 29 31

Bolek postawit na ,czerwone”
a Tola postawit na pierwsze 12;

Jesli Bolek wygra dostaje 1 zeton.
Tola za wygrana otrzymuje 2 zetony.
W przypadku przegranej traca zeton.

Xa — wygrana Bolka oraz X¢ — wygrana Toli.

Wyznacz E(XaX¢).

v

Rozktad: P(Xa = -1, Xc = —1) = B P(Xa = -1, X¢c = 2)
P(XA:LXC:—)—§$,IP’(XA—1Xc—2) e
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Jesli h: R — R jest funkcja mierzalng, a X jest zmienna losowa
o rozktadzie ciggtym z gestoscia f, wéwczas

Eh(X) = /R h(x) f(x) dx

oile [z |h(x) f(x)| dx < oo
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Jesli h: R — R jest funkcja mierzalng, a X jest zmienna losowa
o rozktadzie ciggtym z gestoscia f, wéwczas

Eh(X) = /R h(x) f(x) dx

oile [z |h(x) f(x)| dx < oo

Jedli h: R? — R jest funkcja mierzalna, a (X, Y) jest wektorem
losowym o rozkfadzie ciggtym z gestoscia f, wowczas

EA(X,Y) = [ h(x,y) f(x,y) dx dy
R2

oile [Jz2|h(x,y) f(x,y)| dx dy < oo




Definicje

[e]e]e] lele}

Przyktad: rozktad jednostajny
/ prawdopodobienistwo geometryczne

Przyktad 2
Wektor losowy (X, Y) ma rozktad
jednostajny na trdjkacie z ilustracji tzn. q

gestos¢ (X, Y) jest dana wzorem

2 da0<1l-x<y<l,
0 dla pozostatych (x,y). 3

v

f(Xay):{

Wyznacz E(X - Y).
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000000

wartos¢ oczekiwana i niezaleznosc¢

Przypomnienie

Dla dowolnych zmiennych losowych X, ..., X,, o skonczonej
wartosci oczekiwanej

EXi+ ...+ Xp) =EX; +... + EX,.

Wazne Twierdzenie!

Jesli zmienne losowe Xi, Xo, ..., X, s3 niezalezne o skonczonej
wartosci oczekiwanej, to

EXi-...- Xp =EX;-...-EX,

Dowdd dla n =2 oraz Xj i X, niezaleznych zmiennych losowych
ciagtych.



Definicje
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wartos¢ oczekiwana i niezaleznosc¢

Wazne Twierdzenie!

Jesli z. . Xq, Xa, ..., X, sa niezalezne o skonczonej wart. ocz., to

EXi-...- Xp =EX;-...-EX,

Przyktad 3

(X, Y) - rozktad jednostajny na kwadracie [0, 1] tzn.

1 dla0<x,y<1,
0 dla pozostatych (x, y),

f(X7y):{

fx(X) =

1 dla0<x<1,
{ fr(y) =

1 dald<y<1,
0 w.p.p.

0 w.p.p.
Wyznacz E(XY).




Kowiariancja i wspétczynnik korelacji
©00000000000000000000

wariancja, przypomnienie

Wariancja zmiennej losowej X nazywamy

VarX = E((X — EX)?)

v
Przypomnienie

VarX = EX? — (EX)?




Kowiariancja i wspétczynnik korelacji
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Jesli zmienne losowe X i Y maja wartosci oczekiwane oraz
E |XY| < oo, wéwczas ich kowariancja jest zdefiniowana jako

cov(X, Y) = E[(X — EX)(Y —EY)]




Kowiariancja i wspétczynnik korelacji
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Jesli zmienne losowe X i Y maja wartosci oczekiwane oraz
E |XY| < oo, wéwczas ich kowariancja jest zdefiniowana jako

cov(X, Y) = E[(X — EX)(Y —EY)]

Fakt (prosty wzdr na liczenie kowariancji)

cov(X,Y) =EXY —EX EY

Dowéd:...



Kowiariancja i wspétczynnik korelacji
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Nieréwnos$é Schwarza

Jedli EX? < 00, EY? < 00, wéwczas

(E|XY])* <EX2-EY?

a rownos¢ zachodzi wiw

1/2 =4

(IEX2) (1EY2)1/2

Dowéd:



Kowiariancja i wspétczynnik korelacji
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Nieréwnos$é Schwarza

Jedli EX? < 00, EY? < 00, wéwczas

(E|XY])* <EX2-EY?

-4 Y

a réwnosé zachodzi witw EY2)72

X
(Ex2)1/2

Dowéd:

lcov(X, Y)| < vVarX - VarY

a réwnos¢ zachodzi witw X i Y sa liniowo zalezne (tzn.
X = aY + b dla pewnych a, b € R)

Dowéd:



Kowiariancja i wspétczynnik korelacji
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lcov(X, Y)| < vVarX - VarY

a rébwno$¢ zachodzi wtw X i Y s3 liniowo zalezne (tzn.
X = aY + b dla pewnych a, b € R)

wspotczynnik korelacji zadany jest wzorem

cov(X,Y cov(X,Y
X y) = Y) eov(X.Y)
vVarX - VarY OX0y

—1<p(X,Y)<1

oraz |p(X,Y)| =1 wtw X i Y s3 liniowo zalezne.




Kowiariancja i wspétczynnik korelacji
0000®0000000000000000

O czym ,méwi” wspétczynnik korelacji?

Jesli wspotczynnik korelacji p(X, Y) bliski jest +1,
$wiadczy to o jakim$ (bliskim liniowego) zwigzku pomiedzy
zmiennymi losowymi

(duzy X — duzy Y;

maty X — maty Y)

Jesli wspétczynnik korelacji p(X, Y) bliski jest —1,
$wiadczy to o jakim$ zwiazku (bliskim liniowego) pomiedzy
zmiennymi losowymi

(duzy X — maty Y;

maty X — duzy Y)

Jesli wspdtczynnik korelacji p(X, Y) bliski jest 0,
to hipotetyczny zwiazek miedzy zmiennymi losowymi
jest daleki od zaleznosci liniowej



Kowiariancja i wspétczynnik korelacji
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Kowiariancja i wspétczynnik korelacji
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Kowiariancja i wspétczynnik korelacji
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Kowiariancja i wspétczynnik korelacji
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Kowiariancja i wspétczynnik korelacji
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Kowiariancja i wspétczynnik korelacji
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Kowiariancja i wspétczynnik korelacji
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—0.95
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Kowiariancja i wspétczynnik korelacji
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Kowiariancja i wspétczynnik korelacji
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Kowiariancja i wspétczynnik korelacji
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Kowiariancja i wspétczynnik korelacji
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Kowiariancja i wspétczynnik korelacji

0000000000000 0000e000

Jedli cov(X,Y) =0,
to zmienne losowe X i Y nazywamy nieskorelowanymi.




Kowiariancja i wspétczynnik korelacji
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Definicja
Jedli cov(X,Y) =0,
to zmienne losowe X i Y nazywamy nieskorelowanymi.

Przypomnienie

| \

Jesli X i Y s3 niezalezne o skonczonych wartosciach oczekiwanych,
to EXY =EX -EY.

| A

Fakt

Jesli X i Y s3 niezalezne o skonczonych wartosciach oczekiwanych,
to s3 one nieskorelowane, czyli

cov(X,Y)=0 oraz p(X,Y)=0




Kowiariancja i wspétczynnik korelacji
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Definicja
Jedli cov(X,Y) =0,
to zmienne losowe X i Y nazywamy nieskorelowanymi.

| \

Przypomnienie

Jesli X i Y s3 niezalezne o skonczonych wartosciach oczekiwanych,
to EXY =EX -EY.

Fakt
Jesli X i Y s3 niezalezne o skonczonych wartosciach oczekiwanych,
to s3 one nieskorelowane, czyli

| A

cov(X,Y)=0 oraz p(X,Y)=0

cov(X,Y)=0= X iY niezalezne.




Kowiariancja i wspétczynnik korelacji
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Roéznica miedzy zmiennymi losowymi niezaleznymi a
nieskorelowanymi

X i Y niezalezne (i maja kowariancje)
= cov(X,Y) =0 (tzn. X i Y nieskorelowane i EXY = EXEY)

cov(X,Y) =0 (tzn. X i Y nieskorelowane i EXY = EXEY)
# X i Y niezalezne

Y

X -3]0
Dla wektora losowego (X, Y) z s 1 s
rozktadem zadanym tabela —2 10 | 10

kaz, 3

pokaz, ze - 0 0 1%
cov(X,Y)=0
ale X i Y s3 zalezne. 2 1% 0




Kowiariancja i wspétczynnik korelacji
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Przypomnienie

Dla dowolnych statych a, b € R,
dowolnej z. |. X o skonczonej wartosci oczekiwanej i wariangji
i dowolnych z.I. X7, X5 o skonczonej wartosci oczekiwanej

Var(aX + b) = a®VarX

E(aX + b) = aEX + b
E(Xl + X2) =EX; +EX5




Kowiariancja i wspétczynnik korelacji
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cov(X, X) = VarX
cov(X,Y) =cov(Y,X),

kowariancja jest liniowa wzgledem kazdego ze swoich
argumentéw, czyli dla dowolnych a, b € R oraz zmiennych
losowych X1, X3, Y

cov(X1 + Xz, Y) = cov(Xy, Y) + cov(Xa, Y)
cov(aXi + b, Y) = acov(Xy, Y)

o ile odpowiednie kowariancje istnieja.
Dowéd:



Kowiariancja i wspétczynnik korelacji
00000000000000000000e

cov(X, X) = VarX

cov(X,Y) = cov(Y, X),
kowariancja jest liniowa wzgledem kazdego ze swoich
argumentéw, czyli dla dowolnych a, b € R oraz zmiennych
losowych X1, Xo, Y
cov(X1 + X2, Y) = cov(Xy, Y) + cov(Xa, Y)
cov(aXi + b, Y) = acov(X1,Y)
o ile odpowiednie kowariancje istnieja.
Uwaga: z 1, 2 i 3 wynika tez, ze
cov(Y, X1+ X2) = cov(Y, X1) + cov(Y, Xz)
cov(Y,aX; + b) = acov(Y, X1)



Kowiariancja i wspétczynnik korelacji
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cov(X, X) = VarX

cov(X,Y) =cov(Y,X),

kowariancja jest liniowa wzgledem kazdego ze swoich
argumentéw, czyli dla dowolnych a, b € R oraz zmiennych
losowych X1, X5, Y

cov(X1 + X2, Y) = cov(Xy, Y) + cov(Xa, Y)
cov(aXi + b, Y) = acov(X1,Y)

o ile odpowiednie kowariancje istnieja.

Przyktad 8

Wiemy, ze
cov(X;, X;) =1,1 <i<j<3iVarX; =2,1<i<3. Wyznacz
cov(2X1 4+ 7Xp + 5,3X1 — 2X3 + 4) =7




Wariancja sumy z.l.
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Twierdzenie

Jesli zmienne losowe Xi, ..., X, maja wariancje,
to istnieje wariancja ich sumy i

Var(Xy + -+ Xp) = > VarXi+2 > cov(Xj, X))

1<i<n 1<i<j<n

Dowdd dla n =2



Wariancja sumy z.l.
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Twierdzenie

Jesli zmienne losowe Xi, ..., X, maja wariancje,
to istnieje wariancja ich sumy i

Var(Xy + -+ Xp) = > VarXi+2 > cov(Xj, X))

1<i<n 1<i<j<n

Dowdd dla n =2

Jesli zmienne losowe X, ..., X, maja wariancje
i s3 parami nieskorelowane (np. s3 niezalezne), to

Var(Xy +---+ Xp) = Y VarX;

1<i<n




Wariancja sumy z.l.
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Jesli zmienne losowe Xji, ..., X, maja wariancje,
to istnieje wariancja ich sumy i

Var(Xp + -+ Xp) = > VarXi+2 > cov(Xj, X))

1<i<n 1<i<j<n

Przyktad 9

Zmienna losowa X ma rozktad hipergeometryczny z parametrami
n,mihlN

oblicz VarX.




Wariancja sumy z.l.
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Przypomnienie

Jesli zmienne losowe Xi, ..., X, maja wariancje
i s3 parami nieskorelowane (np. sa niezalezne), to

Var(Xy + -+ Xp) = Y VarX;

1<i<n

Przyktad 10

Zmienna losowa X ma rozktad dwumianowy z parametrami ni p
oblicz VarX




Wariancja sumy z.l.
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Przypomnienie

Jesli zmienne losowe Xi, ..., X, maja wariancje
i s3 parami nieskorelowane (np. sa niezalezne), to

Var(Xy + -+ Xp) = Y VarX;

1<i<n

Przyktad 10

Zmienna losowa X ma rozktad dwumianowy z parametrami ni p
oblicz VarX

| A\

Przyktad 11

Korzystajac ze znajomosci wariancji zmiennej losowej o rozktadzie
geometrycznym z parametrem p (réwna (1 — p)/p?), wyznacz
wariancje zmiennej losowej o rozktadzie ujemnym dwumianowym z
parametrami r i p.




Rozktady taczne

Uwagi koricowe
°

krétkie podsumowanie

wektor losowy
(X, Y)

o rozktadzie dyskretnym

o rozktadzie ciagtym

definicja

skupiony na przeliczalnej liczbie wartoéci (ato-
moéw)
A={(a,n), (), -}

istnieje funkcja f (gesto$é) taka, ze
P((X,Y) € B) = [fg f(x,y) dxdy

opis rozktadu

podanie prawdopodobiernistw atoméw
P(X=x,Y =y)
dla (x,y) € A= {(x1,51), 2, 52), - - -}

podanie gestosci
fFiR? SRy

P(X € B) =

Zwes P(X=xY=y)

I f(x, y)dx dy

wiasnosci  roz-

Jesli A—zb. atoméw

f(x,y) 20, (X,y) € R

ktadu ey)ea PX=x,Y=y)=1 SIr2 f(x y)dxdy =1
t s
F(s,t) = = P(X =x,Y =y) ( f(x,y)dX) dy
dystrybuanta ZX"<5 Zyigt f’w f7°°
w punkue
(s,t) € R?

rozktady brze-
gowe

A — zbidér atoméw
P(X =x) = P(X=x,Y =
X=2=3 o yeaFX=xY =1

P(Y=y)= ZX:(W)EAJP’(X =x,Y=y)

P = [ 6 v)dy
fr(y) = fR f(x, y)dx

niezalezne gdy

\

P(X =x,Y =y) =P(X =x)P(Y =y)

f(x,y) = fx(x)fv(y)
dla ,prawie wszystkich” (x,y) € R?

Eh(X, Y) =

Z,‘ h(xi, yi)P (X = %, Y = y;)

fj; fio h(x, y)f(x, y)dx dy
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