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Plan wyktadu

Rachunek prawdopodobienstwa

O Pojecia wstepne: doswiadczenie losowe, przestrzen zdarzeri
elementarnych, dziatania na zdarzeniach.

@ Definicje prawdopodobienstwa: klasyczna, geometryczna,
aksjomatyczna. Whnioski z aksjomatéw rachunku prawdopodobienstwa.

© Prawdopodobienstwo warunkowe. Twierdzenie o prawdopodobienstwie
catkowitym. Twierdzenie Bayesa. Niezalezno$¢ zdarzen.

@ Zmienna losowa. Rozktad prawdopodobieistwa. Zmienne losowe typu
skokowego i ciggtego. Dystrybuanta. Gestos¢ prawdopodobienstwa.

© Rozktady dyskretne (dwumianowy, Poissona, geometryczny, ujemnie
dwumianowy) i absolutnie ciagte (prostokatny, wyktadniczy, gamma,
normalny, Cauchy’ego, Laplace’a). Rozktady funkcji zmiennej losowe;.

@ Wartos¢ oczekiwana, wariancja i inne charakterystyki rozktadow
prawdopodobienstwa (zmiennych losowych).
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Plan wyktadu

Statystyka
© Statystyka opisowa, miary statystyczne, szeregi rozdzielcze
@ Estymacja punktowa i przedziatowa

© Weryfikacja hipotez statystycznych (parametrycznych i
nieparametrycznych)

© Jednoczynnikowa Analiza Wariancji
O Regresja
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Programy statystyczne

@ EXCEL (VBA)

@ MATLAB (Statistics toolbox)

© STATISTICA (Statistica Basic i R)
© SPSS

© PYTHON (pandas)

OR
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Rachunek prawdopodobienstwa




Kombinatoryka

Kombinatoryka

Kombinatoryka jest dziatem matematyki zajmujacym sie
obliczaniem liczby zbioréw jakie mozna utworzy¢ z danej
liczby elementéw.
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Kombinatoryka - metody tworzenia zbioréw

Liczba Liczba Czy Czy wazna
elementéw | wybranych | zwracamy | jest kolejnos¢
permutacje n n nie tak
permutacje n czest n nie tak
z powtérzeniami | identyczna
wariacje n k<n nie tak
wariacje n k tak tak
z powtdrzeniami
kombinacje n k<n nie nie
kombinacje n k tak nie
z powtdrzeniami
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Kombinator - wzory

z powtdrzeniami

oznaczenie liczba zbioréw
permutacje P n!
" 1,2,k nl
permUtaCJ.e ) Pn n1!n2!...nk!
z powtdrzeniami
. . I
wariacje (Vi A
— T
wariacje v, n*
z powtdrzeniami
- - k ny __ n!
kombinacje Gy (x) = sy
. =k n+k=1y _ (ntk=1)!
kombinacje C, (")

= R
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Rachunek prawdopodobienstwa

Rachunek prawdopodobienstwa

Rachunek prawdopodobienstwa jest dziedzing matema-
tyki zajmujaca sie badaniem doswiadczen losowych, czyli
zdarzen, ktérych wyniki sg trudne do przewidzenia.
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Przestrzen zdarzen elementarnych

Przestrzen zdarzen elementarnych

Przestrzenia zdarzen elementarnych, nazywamy zbiér
wszystkich mozliwych wynikéw do$wiadczenia losowe-
go. Przestrzen te oznaczamy (2. Poszczegdélne elementy
przestrzeni zdarzen elementarnych nazywamy zdarzenia-
mi elementarnymi i oznaczamy w; .
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Przestrzen zdarzen elementarnych - przyktad

Q Pojedynczy rzut kostka: Q = {1,2,3,4,5,6} w; =1 itd.
@ Trzykrotny rzut moneta:

Q ={(0,0,0),(0,0,r),(0,r,0),(0,r,r),(r,0,0),(r,0,r),(r,r,0),(r,r,r)}

w1 = (0, 0,0) itd.
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Zdarzenia losowe

Zdarzenia losowe

Zdarzeniami losowymi nazywamy podzbiory przestrze-
ni zdarzen elementarnych. Zdarzenia losowe oznaczamy
duzymi literami.
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Zdarzenia losowe - przyktad

@ Zdarzenie A - w pojedynczym rzucie monetg wypadfa liczba oczek
wieksza od 2 A= {3,4,5,6}

@ Zdarzenie B - w trzech rzutach moneta wypadt co najmniej dwa razy
orzet

B ={(o0,0,0),(0,0,r),(0,r,0),(r,0,0)}
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Dziatania na zbiorach (zdarzeniach)

Q@ AU B - suma zbioréw (zdarzen) x € (AUB) = (x € A) V (x € B)

@ AN B - iloczyn zbioréw (zdarzen) x € (AN B) = (x € A) A (x € B)

© A\ B - r6znica zbioréw (zdarzen) x € (A\ B) = (x € A) A (x € B)

Q Q\ A= A = A- dopetnienie zbioru A, zdarzenie przeciwne do A
xeA=x¢gA

Q Q - zdarzenie pewne

Q 0 - zdarzenie niemozliwe

@ AN B =0 - zdarzenia roztaczne

@ A C B - zdarzenie A pociaga za soba zdarzenie B (x € A) = (x € B)

Andrzej Krajka Informatyka 15 /223



Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Definicja prawdopodobienstwa Laplace’a

Jezeli spos$réd wszystkich n jednakowo mozliwych

zdarzen elementarnych m = A sprzyja zajsciu zdarzenia
losowego A, to liczbe P[A] = ™ = Z nazywamy prawdo-

A
. . .9
podobienstwem zaj$cia zdarzenia A.
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Klasyczna definicja prawdopodobienstwa - przyktady

Rzucono dwukrotnie kostka. Jakie jest prawdopodobiefstwo, ze suma
wyrzuconych oczek jest nie wieksza do 47
Q - zbidr wszystkich par liczb z ktérych kazda jest réwna 1,2,3,4,5 lub 6.

Q=V:=36A={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(3,1)} A= 6. Zatem
PIAI= 55 =3
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Klasyczna definicja prawdopodobienstwa - przyktady

W urnie s3 3 kule czarne i 5 biatych. Jakie jest prawdopodobiefistwo w 2
losowaniach, wylosowania 2 kul biatych?
Q=C=(3)=28 A= C2=(3)=10. Zatem P[A] = 10
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Wady klasycznej definicji prawdopodobienstwa

O Tautologia - prawdopodobienstwo definiujemy przez
prawdopodobienstwo ("jednakowo mozliwych”)

@ Q = n musi by¢ skofczone

© A = m czesto ciezko jest obliczy¢
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Geometryczna definicja prawdopodobienstwa

Geometryczna definicja prawdopodobienstwa

Jezeli istnieje miara ;. ktérg mozemy zmierzy¢ zdarzenie
A, oraz przestrzen zdarzen elementarnych 2, to prawdo-

podobienstwo zajscia zdarzenia A jest réwne P[A] = %.
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Geometryczna definicja prawdopodobienstwa - przyktady

Linia telefoniczna zerwata sie na trasie Putawy - Lublin (50 km). Oblicz
prawdopodobiefistwo, ze zerwanie nastapito w odlegtosci do 10 km od

jednego z miast.
,u(A) 20 2
P[A =.
Al = w(Q) 50 5
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Statystyczna definicja prawdopodobienstwa (von Misesa)

Definicja prawdopodobieristwa von Misesa

Jezeli czesto$¢ wystepowania zdarzenia losowego A
oscyluje wokét pewnej liczby p i ta oscylacja maleje,
to liczbe p nazywamy prawdopodobienstwem zdarzenia
losowego A.

PlA] =p= lim —=

n—oo n

m, - liczba wystapien zdarzenia
n - liczba préb losowych
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Wady definicji von Misesa

@ Aby wyznaczy¢ p trzeba wykona¢ doswiadczenie.
@ W definicji wystepuje granica (przy skonczonej liczbie préb p nie jest
wyznaczone jednoznacznie)
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Aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa (Kotmogorowa

Definicja prawdopodobiefistwa Kotmogorowa

Niech Q bedzie przestrzenia zdarzen elementarnych, zas
A A; C Q, beda dowolnymi zdarzeniami losowymi. Praw-
dopodobinstwem nazywamy funkcje spetniajaca warun-
ki:

Q@ 0K P[A] K1,

Q P(Q) =1,

Q Jezeli A, Ay, ... A,, ... jest ciggiem zdarzen parami
roztacznych, to

P[ALUAU...UAU..]=> PlA]
i=1

(przeliczalna addytywnos¢)
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WHtasnosci prawdopodobienstwa

P[0] =0,

Jezeli AN B = () to P[AU B] = P[A] + P[B],

Jezeli AC B to P[B\ Al = P[B] — P[A],

P[AU B] = P[A] + P[B] — P[AN B],

Jezeli A C B, to P[A] < P[B],

P[A]=1-P[A],

PALUAyU...UAU...] < P[A1] + P[A2] + ...+ P[AJ] + . ..
(subaddytywno$¢ miary)

000000
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WHtasnosci prawdopodobienstwa - przyktad

W urnie s3 3 kule czarne i 5 biatych. Jakie jest prawdopodobiefistwo w 2

losowaniach, wylosowania co najmnigj 1 kuli czarnej?

A - wylosowano co najmniej 1 kule czarng A’ - wylosowano 2 kule biate
10 18

PIAI=1-PA]=1- 2=
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Prawdopodobienstwo warunkowe

Prawdopodobieristwo warunkowe

Prawdopodobienstwem zajscia zdarzenia A pod warunkiem, ze
wiemy, ze zaszfo zdarzenie B nazywamy liczbe

P[AN B]

PIAIB] = ~ g

o ile P[B] > 0.
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Prawdopodobienstwo warunkowe - zadanie

Rzucamy dwukrotnie kostka. Obliczy¢ prawdopodobieristwo tego, ze
wypadnie suma oczek mniejsza niz 4, o ile w pierwszym rzucie
otrzymalismy 1.

A - zdarzenie polegajace na wyrzuceniu w dwéch rzutach sumy oczek
mniejszej od 4

B — zdarzenie polegajace na wyrzuceniu w pierwszy rzucie 1 oczka
Wzér na prawdopodobieistwo warunkowe:

P[AN B

PIABI="Fg

Wszystkich zdarzen elementarnych jest:

Q0 =6%=36

Wypiszmy zdarzenia sprzyjajace zdarzeniu B:

B =1{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6)}, B=6

Andrzej Krajka Informatyka 28 /223



Prawdopodobienstwo warunkowe - zadanie c.d.

°

~ 36

Woypiszmy zdarzenia sprzyjajace zdarzeniu AN

P[B] =

Sl wll

1
6
B:

ANB=1{(11),(1,2)}, AnB=2

AnB 2 1
o 36 18

Wstawiajac do wzoru na prawdopodobiefnstwo warunkowe mamy:

PIANB] =

P[ANB L
PIAIB] = higr = =3
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Wzér na prawdopodobienstwo catkowite i wzér Bayesa

Wzér na prawdopodobienstwo catkowite | wzér Bayesa

Jesli {H;,1 < i < n} jest zbiorem zdarzen elementarnych takich,

ze.:
O HinH=0dlai#j1<ij<n,
9 Q:U7:1Hf7

to dla dowolnego zdarzenia A
P[A] = _ P[A|H{]P[Hi]
i=1

oraz
PIAIHiP[H]] —  P[AIHi]P[Hi]

PIAl XL PIAIHIPIH)]

PIHi|A] =
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Wzér Bayesa - zadanie

Dane s3 dwie urny z kulami: urna A zawierajaca 6 czarnych i 9 biatych kul i
urna B o zawartosci 5 czarnych i 15 biatych kul. Wylosowano biata kule.
Jakie jest prawdopodobieristwo, ze pochodzi ona z urny A?

A - zdarzenie polegajace na wylosowaniu kuli biatej

Hy — zdarzenie polegajace na wylosowaniu urny A

H, — zdarzenie polegajace na wylosowaniu urny B

Mamy policzy¢ prawdopodobiefstwo P [H;|A]. Ze wzoru Bayesa:

P[A|H1] - P[Hh]
P[A]

Do mianownika stosujemy wzér na prawdopodobieistwo catkowite:

P[Hi|A] =

P[A] = P[A|H1] - P[Hi] + P[A|H:] - P[H:]
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Wzér Bayesa - zadanie c.d.

Liczymy prawdopodobiefstwa:

1 9
PlHi] =3, PlAIF] = 15
1 15
PlH] =5, PIAIH] = o5

Wstawiamy do wzoru na prawdopodobienstwo catkowite:

9 1 15 1 3 15 12415 27
PA=% 3720 2 10 20 4 @
i wstawiamy do wzoru Bayesa:

9.1
P [H1’A] = —[—]—P[A“’ilAP[Hl] = L5_27—2 =

I8
I
Ol
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Niezalezno$¢ zdarzen

Niezalezno$¢ zdarzen

Zdarzenia A i B nazywamy niezaleznymi, jesli

P[AN B] = P[A|P[B]
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Niezaleznos¢ zdarzen - przyktad

Czy zdarzenia A - na kostce wypadta nieparzysta liczba oczek i B -
Wypadty co najmniej 4 oczka sa niezalezne?
P[A] =0.5, P[B]=0.5, P[ANB] = %

1
= #05-05
67 ;

zatem te zdarzenia nie s3 niezalezne.
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Zmienna losowa

Zmienna losowa

Zmienng losowa nazywamy dowolng funkcje X : Q —
R przyporzadkowujaca kazdemu elementowi przestrzeni
zdarzen elementarnych 2 pewng liczbe rzeczywista.

Zmienne losowe oznaczamy zwykle duzymi literami z konca alfabetu
(X,Y,Z) i zamiast pisa¢ X(w), czesto piszemy po prostu X pomijajac
argument w. Prawdopodobiefistwo, ze zmienna losowa X przyjmuje wartosci
z pewnego zbioru A oznaczamy przez Plw : X(w) € A] = P[X € A].
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Zmienna losowa - przyktady

Q Rzucamy kostka do gry. Uzyskanym wynikom przypiszmy funkcje ktéra
przyjmuje wartos¢ 1 dla wynikéw nieparzystych i 0 dla parzystych.
X({2}) = X({4}) = X({6}) = 0 X({1}) = X({3}) = X({5}) = 1.
Takie przyporzadkowanie jest zmienng losows.

@ Rzucamy dwukrotnie monet3a i jesli wypadna 2 orty otrzymujemy 10 zt
w jesli wypadng 2 reszki tracimy 5 zt, natomiast gdy wypadnie po
jednym orle i reszce tracimy 3zt.

Funkcja przypisujaca uzyskanemu wynikowi wygrang jest zmienng
losowa. X({o,0}) =10, X({r,r}) = —5 zas
X({o.r}) = X({r.0}) = —3.
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Zmienne losowe

Zmienne losowe przenosza nas z przestrzeni zdarzen elementarnych Q do
zbioru R, ktéry z matematycznego punktu widzenia jest "wygodniejszy”.
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Rodzaje zmiennych losowych

Istnieja 3 wzorcowe rodzaje zmiennych losowych:

@ Zmienne losowe dyskretne (skokowe)
@ Zmienne losowe ciagte

® Zmienne losowe bezwzglednie ciagte
©® Zmienne losowe osobliwe
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Dystrybuanta

Dystrybuanta

Dystrybuanta zmiennej losowej X nazywamy funkcje F :
R — [0,1] spetniajaca nastepujace warunki:

Q limy_o F(x) =0, lime o F(x) =1,

Q@ niemalejaca x <y, F(x)< F(y),

@ lewostronnie ciggta lim, _, - F(x) = F(x0)
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Dystrybuanta

Dystrybuanta jednoznacznie wyznacza prawdopodobienstwo tego, ze
zmienna losowa przyjmuje wartosci z konkretnego przedziatu:

Q F(x)=P[X < x]

Q PIX>x]=1-F(x),

© Pla< X < b]=F(b)— F(a)

Q PX =c]=lim .+ F(x)— F(c)

Jednoznacznosé dystrybuanty

Kazda zmienna losowa ma swoja dystrybuante i kazda dystry-
buanta jednoznacznie wyznacza zmienng losow3.
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Twierdzenie Lebesgue’a

Twierdzenie Lebesgue’a

Kazda dystrybuanta F daje sie jednoznacznie przedstawi¢ w
postaci:

F(X) = ale(x) + ach(X) + a3Fo(x),

gdzie a; +a +a3 = 1,0 < a; < 1,i = 1,23 a Fy,F;, F, sa
dystrybuantami zmiennych losowych odpowiednio dyskretnej,
bezwzglednie ciagtej i osobliwej. W tym sensie kazda zmienna
losowa ma cze$¢ dyskretng, bezwzglednie ciggta i osobliwg.
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Dyskretne zmienne losowe

Dyskretne zmienne losowe

Zmienna losowa jest dyskretna (ma rozktad dyskretny),
jesli jest skupiona na co najwyzej zbiorze przeliczalnym
(moze by¢ skonczony) swoich atoméw (wartoSci ktére
moze przyjmowac).

Jesli dana zmienna losowa moze przyjmowac wartosci x; odpowiednio z
prawdopodobienstwami p;, (P[X = x;] = p;) to musi by¢ spetniony
warunek Y74 p; = 1, dla zmiennej losowej prostej i Y i2; p; = 1, dla
zmiennej losowe] dyskretnej o przeliczalnym zbiorze wartosci.
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'mienne losowe dyskretne - sposoby okreslania prawdopodobiens

Sposoby okreslania prawdopodobienstwa dla dyskretnych zmiennych
losowych:

©Q Za pomoca tabeli
@ Za pomoca wzoru P[X = x;] = f(x;)
© Za pomocy dystrybuanty
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Sposoby okreslania prawdopodobienstwa zmiennej losowe;j

typu dyskretnego

Wracajac do przyktadu 2 ze slajdu 34 mozemy te zmienna losowg okresli¢:
O Gestosc
x| 10 | =5 | -3
pi || 0.25 | 0.25 | 0.5

@ Dystrybuanta
0 x € (—o0, 5],
0.25 x € (-5,-3],
0.75 x € (-3,10],
1 x € (10, +00)

F(x) =

Dystrybuanta zmiennej losowe]j skokowej jest nieciagta.
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Ciggte zmienne losowe

Zmienna losowa ciagta (bezwzglednie ciagta)

Zmienna losowa jest ciagta (ma rozktad ciagty), jesli
istnieje nieujemna funkcja rzeczywista f : it — R (zwana
gestoscig) taka, ze dla kazdego x € R mamy P[X < x] =
I f(t)dt.

Funkcja gestosci musi spetnia¢ warunki:
Q f(x)>0,
Q [ f(x)dx=1
Dystrybuanta zmiennej losowej typu ciggtego jest ciagta.
Funkcje gestosci mozna wyznaczy¢ z dystrybuanty: f(x) = F/(x).
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Przyktad ciagtej zmiennej losowej - rozktad jednostajny U(0,

Losujemy punkt z odcinka [0,1] i X jest wylosowanym punktem.
Zauwazmy, ze P[X = x] = 0 dla kazdego x € [0, 1]. Gdyby bowiem byto
P[X = xo] = p > 0 dla pewnego x,, to z symetrii musiatoby tez by¢

P[X = x] = p dla kazdego x (dlaczego x, miatby by¢ bardziej
prawdopodobny?), co prowadzi do sprzecznosci z P[X € [0,1]] = 1.
Zmienna losowa X jest wiec zmienng typu ciagtego a z symetrii jej funkcja
gestosci musi spetnia¢ warunek f(x) = c dla x € [0,1] i f(x) =0 dla

x ¢ [0,1]. Poniewaz

/_o;f(x)dx:/o1 f(x)dx=c=1

fx) = {0, jesli x ¢ [0, 1],

wiec
1, jesli x € [0,1],

0, jesli x € (—o0,0],
F(x) = x, jesli x € (0,1],

1, jeslix € (1,00),
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Zmienne losowe osobliwe

Zmienna losowa osobliwa

Zmienna losowa jest osobliwa (ma rozkfad osobliwy),
jesli jest skupiona na nieprzeliczalnym zbiorze o mierze
0 i nie ma atomow (tzn. puktéw takich, ze P[X = x] > 0).

Dystrybuanta zmiennej osobliwej jest ciggta jednak nie istnieje gestos¢
(precyzyjniej - istnieje, jest réwna zero wszedzie, poza zbiorem miary 0,
matematycznie - nie jest mierzalna wg. miary Lebesgue’a) Przyktadem
takiej dystrybuanty jest zbiér Cantora.
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Funkcja Cantora

Skonstruujemy zmienng X taka, ze:
@ P[X = x] =0 dla kazdego x € R (czyli X nie ma czesci dyskretnej),
@ na zadnym przedziale [a, b] dla ktérego P[X € [a, b]) > 0], nie da sie
zdefiniowa¢ funkgji f : [a, b] — R takiej, ze P[X € I] = [, f(t)dt dla
kazdego przedziatu | C [a, b] (a wiec X nie ma gestosci na zadnym
przedziale o niezerowym prawdopodobiefstwie, czyli nie ma czesci
ciagte))
Niech F() bedzie funkcja taka, ze F(x) =0dlax<0i F(x)=1dlax>1
natomiast na przedziale [0, 1] definujemy F nastepujaco
o Dzielimy przedziat | = [0, 1] na trzy czesci | = [0,1/3]U[1/3,2/3]U[2/3,1]
i przyjmujemy, ze F(x) =1/2dla x € [1/3,2/3]
@ Dzielimy kazdy z pozostatych przedziatéw
[0,1/3] =1[0,1/9] U[1/9,2/9] U[2/9,1/3] oraz
[2/3,1] = [2/3,7/9] U[7/9,8/9] U[8/9,1] i przyjmujemy, 7e F(x) = 1/4 dla
x €[1/9,2/9] oraz F(x) =3/4 dla x € [7/9,8/9].
@ Podobnie postepujemy z kazdym z dalszych odcinkow
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Funkcja Cantora

Niech X bedzie zmienna losowa o dystrybuancie F. tatwo pokazad, ze F jest
ciggta, a zatem dla kazdego x zachodzi P[X = x] = 0. Mozna tez pokaza¢ (co
jest nieco trudniejsze), ze Fx ma zerowa pochodng wszedzie poza zbiorem miary
zero (jest to tzw. zbiér Cantora), a zatem nie ma gestosci na zadnym przedziale
[a, b] dla ktérego P[[a, b]] > 0.

Nie bedziemy sie w dalszym wyktadzie zajmowa¢ tego typu zmiennymi losowymi.
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Sposoby okreslania prawdopodobienstwa

Wspélne okreslenie zmiennych ciggtych i dyskretnych

Problem. Czy da sie potaczy¢ okreslenie zmiennej losowej za
pomoca rozktadu {(x;,p;),i = 1,2,3,...} zmiennych losowych
typu dyskretnego z przedstawieniem za pomoca funkcji gestosci
f zmiennych typu ciagtego?

Jak powinna wyglada¢ funkcja gestosci dla rozktadu dyskretnego?

0, ni=1,23...},
f(x)z{p,’ j(g./if I }
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Sposoby okreslania prawdopodobienstwa

Catka Lebesgue'a-Stieltjesa

Problem. Jak powinna wygladac¢ catka okreslajaca dystrybuan-
te dla zmiennych losowych typu dyskretnego?

Jessli punkty x; sa uporzadkowane tak, ze x; < x < xx < X < X)11 < ... to

Flx) = /_; f(t)dt:/:o F(t)dt + F(x1) (1)
+Z/x, 1f(t dt—i—Zf(x, /Xk t)dt

Oczywiscie wtedy dla zm|ennych typu skokowego mamy wtedy
F)= > flx)= > »pi
{i:xj<x} {i:xj<x}
jednak wz6r (1) jest uniwersalny (dla zmiennych losowych bedacych mieszanina
zmiennych typu ciagtego i skokowego. Tak rozumiang catke nazywamy catka
Riemanna-Stieltjesa.
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akterystyki liczbowe zmiennych losowych

Nazwa Wzér dla zm. los. skokowych  ogélnie

Wartosé oczekiwana EX Yoy XiPi S tf(t)dt

Wariancja DX S i —EX)’pi [T (t— EX)*f(t)dt
Odchylenie standardowe pX VDX

Moment rzedu K EX* S Xipi 7t f(t)dt

Moment centralny rzedu k E(X — EX)* 37 (xi — EX)*pi [T (t — EX)*f(t)dt
Moda/Dominanta M xipi= 2epit  {x:f(x) = ()}
Mediana Me {x:PIX<x]Z2APX2>x]>1}
Kwantyl rzedu p Qp {x:PIX<Xx]Z>2pAPX=x]>1-p}
Odstep migdzykwartylowy  IRQ Qo.7s — Qo.2s

Skosénosée SKE %ﬁ

Kurtoza KRT BBt _ 3

O ILE TE WARTOSCI ISTNIEJA!!!
Mamy: DX = E(X — EX)? = EX2 — (EX)2, Me = Qq.s.
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Zmienne losowe - rozktad jednostajny dyskretny

Dyskretny rozkfad jednostajny U({1,2,...n})

PIX=i] = 2 i=12,..n,
n
1
fx) = {;, x €{1,2,..n}
, poza tym
0, x <1,
Fix) = ¢ B 1<x<n,
1, X > n,
1
EX = ”;L ,
2
1
DX = "12 :
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Zmienne losowe - rozktad jednostajny ciagty

Ciagly rozkfad jednostajny U(]a, b])

Andrzej Krajka

f(x)

F(x)

EX

DX

1

b—a’
0,
X—

]

[}

Informatyka

x € [a, b]
poza tym
x < a,
as< x<b,
x> b,
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Zmienne losowe - rozktad Bernoulliego B(n, p)

Rozktad Bernoulliego B(n, p)

PIX =k = %pkqn_k, k=0,1,2,...n,
f(x) = npXg", x €{0,1,2,...n},
0, poza tym
0, x <0,
F(X) = Zk<x fpkqn—k’ X € [07n]7
1, n < X,
EX = np,
DX = npq,

gdzieg=1—p,0 < p< 1.
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ad B(80,0.2)

Rozktad B(80,0.2)

=
b
(o]
c | @
o
aw
a
o " _‘-0,
T 8- { °
5 o
0o <
i o
o
- N
S S o
o
o : : o

0 20 40 60 80

Liczba sukcesdw
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Zmienne losowe - rozktad geometryczny G(p)

Rozktad geometryczny G(p)

PIX=k] = q“p,k=0,1,2,...n,
flx) = gp, x€{0,1,2,...n},
N 0, poza tym
0, x <0,
F(X) = {1_q[x]’ 0 < x,
1
EX = -,
p
px — =P

gdzieg=1—p,0 < p< 1.

Andrzej Krajka Informatyka 57 /223



Rozktad G(0.2)

Rozkiad G(0.2)

010
1
]

PX=x]

0.05
1

= K T O O O O O O O
=

T T T
0 20 40

Liczba sukcesow
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Zmienne losowe - rozktad Poissona

Rozktad Poissona Pois(\)

)\k -\

P[X:k] - T,k2071,2,...
fx) = el xe{0,1,2,...n},
0, poza tym
0 x <0
F(x) = ' N ’
() {Z:og:gx ,l ) ngv
EX = A\
DX = X

)

gdzie A > 0.
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Rozktad Pois(10)

Rozklad Pois(10)

P[X =x]
000 002 004 008 008 010 012
1

Andrzej Krajka

10

20

Liczba sukcesdw

Informatyka
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Zmienne losowe - rozktad wyktadniczy

Rozktad wyktadniczy Exp())

0, x <0,
f(X) - {)\e—)\x7 X}O,
0, x <0,
F(X) - {1_6—)\x’ 0< x,
1
EX = —
)\’
1
DX = p,

gdzie A > 0.
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Rozktad Exp(1)

Rozkiad Exp(1)

1.00
075 W
>0.50 — dystrybuanta
025 — gestosc
0.00
5.0 25 0.0 25 5.0
X
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Zmienne losowe - rozktad normalny)

Rozktad normalny N(u, o)

gdzie o > 0.

Andrzej Krajka

f(x)

F(x)

EX
DX

I S =
¢(X) - U\/ﬂe 20,
B(x) = — / e T,
oV2r J-x
1y
o2,
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Rozktad N(0,1)

Rozktad N(0,1)

1.00
075 W
>0.50 — dystrybuanta
025 — gestosc
0.00
5.0 25 0.0 25 5.0
X
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Standaryzacja

Standaryzacja rozktadu normalnego

Jesli zmienna losowa X ma rozktad N(u, o), to zmienna

losowa
X —p

o
ma standardowy rozktad normalny N(0,1).

Y =
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Standaryzacja - przyktad

W pewnej spotecznosci Sredni wzrost jest réwny 175 cm, a jego odchylenie
standardowe 10 cm. Zaktadajac, ze wzrost ma rozktad normalny, oblicz jakie jest
prawdopodobienstwo spotkania osoby o wzro$cie miedzy 170 a 175 cm.

Jest X ~ N(175,10) to Y = X555 ~ N(0,1) wigc dla x = 175 mamy y =0, a
dla x = 170 mamy y = —0.5 Stad z tablic rozktadu normalnego

P[170 < X < 175] ®175.10(175) — P175.10(170)
®(0) — d(—0.5)

= 0.5-0.3085 =0.1915
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Typy zbieznosci w rachunku prawdopodobienstwa

Rodzaje zbieznosci

Zbieznoé¢ prawie pewna (silna, z prawdopodobiefstwem 1) X, 2

X,n— o0

P[{w : Jim_ Xn(w) = X(w)}] =1
Zbieznos¢ wg. prawdopodobienstwa X, P, X,n— o0

A fim Pl{w: [Xo(w) = X(@)| > d = lim P[X,—X| > ] = 0.

€ > 0 n—oo

Zbieznos¢ wg. rozktadu (staba) X, == X,n — oo Dla kazdego
x € R dla ktérego F(x) = P[X < x] jest ciagta zachodzi

lim F,(x) = F(x),

n—oo

gdzie Fp(x) = P[X, < x].
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Typy zbieznosci w rachunku prawdopodobienstwa

Rodzaje zbieznosci

Niech {X, X, n > 1} beda zmiennymi losowymi. Wtedy
(1) X, 25X = X,—>X
(2) Xo > X = X,—5X
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Typy zbieznosci w rachunku prawdopodobienstwa

Dowdd (1). Niech A = {w : X,(w) — X(w),n — oo}. Z zatozenia

P[A] = 1. Ustalmy € > 0. Wtedy dla kazdego N € N' mamy A C A, gdzie
Ac = U2 Ng1 Aei gdzie Acj = {w 1 [Xj(w) — X(w)| < €,dla kazdegoj > i}.
Wtedy

1=PlA] = fim PlA.]
< I|m P[[Xn — X| <€ =1- I|m P[[Xn — X| > €] = 1.
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Typy zbieznosci w rachunku prawdopodobienstwa

Dowdéd (2). Niech a bedzie punktem ciagtosci dystrybuanty F i niech
€ > 0 bedzie ustalone. Dla kazdego n € N zachodzi

(X<a—e c{Xo—X|> e} UlX, < a)

{Xp<alC{|Xp—X|Ze}U{X<a+e}

zatem

Fx(a—¢€) < P[|Xn— X| > €] + Fx,(a) < 2P[| X, — X| > €] + Fx(a+¢)

czyli
Fx(a—¢€) < lim inf Fx (a) <limsup Fx, (a) < Fx(a+¢)
n

i przechodzac z € do 0 oraz korzystajac z ciagtosci Fx w punkcie a
otrzymujemy teze.
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Typy zbieznosci w rachunku prawdopodobienstwa

Niech X, Y ~ B(100,0.5) beda dwiema niezaleznymi zmiennymi lo-
sowymi. Wtedy ciag X, = X, n > 1 jest oczywisscie X, Ay~ X
jednak

1
PlIXo— Y| > 1] = PIX = Y| > 1] = 5

i cigg ten nie jest zbiezny wg. pdp.
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Typy zbieznosci w rachunku prawdopodobienstwa

Niech nasza przestrzeniag probabilistycznag bedzie ([0, 1], B([0, 1]), P)
gdzie P- miara Lebesgue’a na [0, 1]. Zdefinmiujmy tablice

2k

Rt = 0, dla pozostatych w

i

{1, dIa—<w<2/k

i ustawmy te tablicg w ciag Y = X, 1 _oliosa n) plioga n] tak wiec po-

niewaz P[|Y,| > 0 wiec dla n takich ze € > 7 mamy

2 Uogz

P[|Ya| > €] = 0 wiec Y, 2,0, n — oo. Jednak poniewaz dla kazde-

2 Llogz n] ]

a.s.
go w € [0, 1] granica X,(w) nie istnieje, wiec Y, /— 0,n — oo.
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Funkcja charakterystyczna

Funkcja charekterystyczna

Funkcja charakterystyczng dowolnej (nie zawierajacej sktadnika oso-
bliwego) zmiennej losowej X jest

o0

ox(t) = /_O:o e™dF (x) = /oo cos(tx)dF(X)+i/OOsin(tx)dF(x), tefr

—00 —

Funkcja charakterystyczna jednoznacznie wyznacza rozktad zmiennej losowej.
$x(0) =1, ¢;((o) = iEX, ¢;<,(0) = —DX, o ile te wartosci istniejg.

42
Q onp () =e"t/2
o Zbieznos¢ Fx, (x) — Fx(x) w kazdym punkcie ciaggtoésci x dystrybuanty Fx jest réwnowazna zbiezno$sci
¢x,(t) — ¢x(t) jednostajnej na zwartych podzbiorach R.
o . . . . . . . n
e Jezeli {X;,i > 1} sq niezaleznymi zmiennymi losowymi to ¢x, 1 x,+...+X,(t) = Hi:l

e Jezeli X jest zmienng losowa dla ktérej DX istnieje to

bx; (1)

2
@x(1) = 6x(0) + t6%(0) + = 64(0) + r(x"),

gdzie r(t) jest funkcja taka, ze i:—) — 0 gdzy t — 0.
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Centralne Twierdzenie Graniczne

Centralne Twierdzenie Graniczne

Jezeli {X,, n > 1} jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych ta-
kich, pochodzacymi z tej samej populacji o wartosci oczekiwanej p
oraz dodatniej i skonczonej wariancji o2 to ciag zmiennych losowych,
w postaci znormalizowanych wartosci oczekiwanych U,:

U — I a(Xi — )
" a/v/n

zbiezny jest wedtug rozktadu do standardowego rozktadu normalnego
N(0,1), gdy n — oo.
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Dowdéd Centralnego Twierdzenia Granicznego

Z niezaleznosci {X,, n > 1} mamy

t

$u,(t) = Ee'vim il II¢X —p vi ¢%fw(§75)
a stad
ningy,(t) = "|n¢xl—u(ﬁ)

t 1 t2 t2
= ”'”(¢X1—u(0)+ﬁ¢x1_u(0)+ O, —u(0) + f(m),
1t t2
= nin(l - >z—
(1~ 25 4 ()
1t t2

~ ”(—57 (Fﬂ))

£2
-, -

2

a to jest funkcja charakterystyczna rozktadu N(0,1). 0
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Centralne Twierdzenie Graniczne - przyktad

Czas kontroli jednego elementu podlega rozktadowi jednostajnemu na
przedziale od 10 do 16 sekund. Oszacuj prawdopodobienistwo, ze czas
kontroli 100 elementéw przekroczy 22 minuty.

a+ b 10+ 16
= EX= -1
1% 5 5 3,
2 (b—a)? 36
g 12 12 3, ¢ V3 , 73
i i i Doy Xi—nu D,
Z Centralnego Twierdzenia Granicznego mamy T N(0,1) czyli
100 §7100
1 Xi —1300 _ 1320 — 1300
P X =22 P ~ P[N(0,1) > 1,1
[; > 22:60] = [ 10 1,732 > 17,32 ] [N(0,1) > 1,15]
Stad
100

P[> X > 22:60] ~ P[N(0,1) > 1,15] = 1—®(1,15) = 1—0,8749 = 0,1251
i=1
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Mocne Prawo Wielkich Liczb Kotmogorowa

Mocne Prawo Wielkich Liczb

Jezeli {X,,n > 1} jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o
tym samym rozktadzie takim, ze E|X| istnieje, to

1 n
=3 X BB EX,
=i

gdy n — oo gdzie Y, 22 Y oznacza, ze dla pewnego zdarzenia A € A
takiego, ze P[A] =1 mamy Y,(w) — Y(w) dla kazdego w € A.

Andrzej Krajka Informatyka 77 / 223



Mocne Prawo Wielkich Liczb - przyktad

Badano czasy reakcji elemntu technicznego w konstrukeji otrzymujac
wartosci 1.2,1.7,2.1,1.5,1.2,1.3,1.2,1.5,1.1, 1.2 Jak mozna przyblizy¢
wartos¢ oczekiwana czasu reakeji tego elementu?

Z Mocnego Prawa Wielkich Liczb

Xi(w)+ ...+ Xp(w)  1241.7+21+...412
10 - 10

=14

przybliza EX; o ile oczywiscie w nie nalezy do zbioru Q\A.
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Miary zaleznosci - korelacja

Niezaleznoséé

Moéwimy, ze zmienne losowe X i Y s3 niezalezne, jezeli dla kazdych
dwéch zbioréw A i B zdarzenia [X € A] oraz [Y € B] sa niezalezne,

tzn.
P[X € A, Y € B] = P[X € AIP[Y € B].

Jezeli zmienne losowe X i Y s3 niezalezne, to

fixvy(x,y) = &x(x)fv(y),
Fxvy(x,y) = Fx(x)Fy(y),
EXY = EXEY
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Miary zaleznosci - korelacja

Korelacja

Kowariancja zmiennych losowych X i Y nazywamy wartos¢

Cov(X,Y) = E[XY] — [EX][EY].
Korelacja (Pearsona) zmiennych losowych X i Y to

_ Cov(X,Y)
P o (X)a (V)

-1< pxy <1
pxy=1 & X=aY¥Y+b,a>0,bech,
pxy=—-1 & X=aY+ba<0,bech,
px,;y =0 <« X, Y s3 niezalezne,
pax+by = pxy,a>0,beR
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Korelacja - Przyktad

Niech zmienne losowe X i Y beda zadane tabelka:

xY]=30
—2 03 0306
0 0 03]03
2 01 0 |01

04 06 |1
wtedy
EXY = (-2)*(-3)%03+4+(—3)*2x0.1=1.2
EX = (-2)%0.6+2%01=-1
EY = (=3)%04=-12
Cov(X,Y) = 12— (-1)%(-12)=0
PIX=-2Y=-3] = 03+£024=04%06=P[X=—2]P[Y =-3]
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Regresja

Prosta regresji zmiennej losowe] Y wzgledem X nazywamy prostg
y = ax + b taka, ze wartos¢ oczekiwana E(Y — aX — b)? osiaga
warto$¢ minimalna.

e Réwnanie prostej regresji Y wzgledem X ma postac¢:

y—EY x — EX
oy PXYTox

czyli a = px,y 2%, b= EY — aEX.
e Analogicznie definiujemy réwnanie prostej regresji X wzgledem Y i ma
ona postac:
x—EX 1 y—EY
oX N PX,Y oY '
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Regresja - Przyktad 1

Niech wektor losowy (X, Y) ma gestos¢

X+, dy x,y € [0,1
R s

0, w przeciwnym wypadku.
Wtedy
o0 1
fx(x) = / fx,v(x,y)dy = x + 5
1
fy(y) = y+§7
EX = EY—/OOx(x+1)dx— !
B ) 2777 12
EX* = EY?=>
12
11
oX = aY:%
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Regresja - Przyktad 1

1 7 7 1
Cov(X,Y) = - — —x—=——
vVXY) = 3 BT M
1
pxX,y = _ﬁ
zatem prosta regresji ma réwnanie
1 n 7
=——Xx+ —.
TR
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Regresja - Przyktad 2

Niech zmienne losowe X i Y beda zadane tabelka:

xY|-10 1
-1 [03 0.1 02106
0 0 0.1 0102
1 01 0 0102

|04 02 041

Wtedy

EX = —-1%x06+0%x02+1%x0.1=04
EX? = 1%06+0%02+1%02=0.38
oX = 08-042=038

EY = —1%06+002+1%02=—-04
EY? = 1%06+0%02+1%02=0.38

oY = 108-042=038
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Regresja - Przyktad 2

EXY = 03-02-01401=01
Cov(X,Y) = 0.1-0.4°=-0.06
—0.06

- — 0.004
pXY 0808 00

i prosta regresji ma postaé

y = —0.094x 4+ (—0.4 — —0.094 % 0.4) = —0.094x — 0.362
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Statystyka

Statystyka zajmuje sie:
© Gromadzeniem i porzadkowaniem danych (statystyka opisowa)
@ Wyznaczaniem parametréw rozktadéw (estymacja)
© Stawianiem i weryfikowaniem hipotez
© Wyznaczaniem zaleznosci pomiedzy badanymi cechami (regresja)

© Badaniem wptywu jednego czynnika na inny (analiza wariancji)
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Proba i populacja

Proba nazywamy uktad wartosci xi, xo,...,x,, otrzymanych z
obserwacji lub eksperymentéw. W praktyce proba jest ciag
n zmiennych losowych Xi, X5,..., X,, przyjmujacych wartosci

rowne wartosciom badanej cechy.

Populacja

Populacja nazywamy zbiér wszystkich elementéw sposréd kto-
rych losujemy prébe. W praktyce oznacza to, iz populacja jest
zbiér wszystkich mozliwych wartosci, jakie moze przyja¢ zmien-
na losowa.
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Statystyka

Statystyka

Statystyka nazywamy dowolna funkcje z préby np:
minigi<n Xi, Maxigi<nXi, X = X1+X2—-,f7-+><n
minlg,-gnx,-,

Stowem statystyka okresla sie zaréwno

s R = maxlg,-g,,x,- —

Q zbidr liczb (przedmiot statystyki)

@ zbiér metod przetwarzania ciagu (ciagéw) liczb (metody
statystyki)

© nauke obejmujaca to wszystko powyzej (nauka
Statystyka)
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Dobér préby

Metody losowania to:

@ Prosty dobér losowy proby badawczej - jedna z najbardziej
podstawowych technik. Badacz, na podstawie ponumerowanych
elementéw listy wchodzacych w sktad populacji, dobiera prébe
korzystajac z tablicy liczb losowych.

o Systematyczny dobér préby - do proby badacz typuje co ktérys
punkt z listy.

e Doboér warstwowy - populacja jest dzielona na warstwy (badacz
bierze pod uwage wazne dla badania czynniki), a nastepnie z kazde;j
losowana jest préba. Przyktad: jezeli chcesz otrzymaé prébe warstwowsg
nauczycieli w konkretnym regionie kraju, mozesz posegregowa¢
populacje wedtug wieku, zarobkéw, pogladéw politycznych itp.
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Dobér préby

o Grupowy wielostopniowy dobér préby - najpierw badacz
przygotowuje liste grup losowania i losuje z nich prébe. Kolejnym
krokiem jest wykonanie listy elementéw, ktére wchodza w sktad
wylosowanych do préby grup i kolejne losowanie.

o Celowy doboér préby badawczej - badacz w procesie wyboru
elementéw do proby wykorzystuje wtasng wiedze, a sam proces
przebiega bardzo subiektywnie,

@ Dobdr kwotowy - dla doboru kluczowe znaczenie maja cechy
populacji; préba musi mie¢ taki sam ich rozktad i na tej podstawie
dobierane s3 jej elementy,

o Kula s$niezna - metoda polegajaca na przepytaniu kilku oséb z
konkretnej populacji i poproszenie respondentéw o pomoc w dotarciu
do kolejnych,

@ Dobér przypadkowy - przypadkowy dobdr elementéw do préby, np.
sondaze uliczne.
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Skale pomiarowe

© Nominalna - stosowana jest w mierzeniu cech jakosciowych np. ptec,
marka samochodu, stan cywilny

@ Porzadkowa - stuzy do mierzenia cech porzadkowych np. jak czesto
oglada pan/pani telewizje? b. czesto, czesto, rzadko, nigdy. Jest ona
subiektywna i rézni respondenci moga w tych samych sytuacjach
udziela¢ réznych odpowiedzi.

@ Interwatowa - stuzy do mierzenia cech ilosciowych w skali majace;
stata jednostke, ale bez arbitralnie przyjetego 0 np. jak ciekawa byta ta
ksigzka w skali 1-107

Q llorazowa - jak poprzednio ale z arbitralnie przyjetym 0 np. wiek,
wzrost, dochody, ceny.
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Skale pomiarowe

JakoSciowe llosciowe

Skala Skala Skala Skala
nominalna porzagdkowa J interwatowa ilorazowa

Podziat na kategorie | Podziat na kategorie Mozna okresli¢
(wyczerpujacy i dajace sie "odlegtos¢" miedzy
roztgczny) uporzadkowacd danymi

Mozna okresli¢
"punkt zerowy" skali
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Cele przeksztatcania danych

@ Stabilizacja wariancji (w ramach kilku grup danych rézniacych sie $rednimi
mog a by¢ rézne rozrzuty, podczas gdy wymagany jest staty rozrzut w
grupach). Jesli znana jest zalezno$¢ wariancji od $redniej w grupach:

02(x) = ®[E(x)] to funkcje y = f(x), wedtug ktérej nalezy przeksztatcidane
mozna w przyblizeniu wyznaczy¢ z zaleznosci: % = —<onst_

dx o2 (x)

@ Linearyzacja zaleznoéci miedzy dwiema cechami jezeli linia regres;ji
miedzy dwoma zmiennymi ilociowymi wyraznie nie posiada charakteru
liniowego, to mozna konstruowac linie regresji w postaci krzywoliniowej lub
przeksztatci¢ wstepnie dane, aby otrzymac zaleznos¢ liniowa. W tym drugim
przypadku metody analizy sa szczegélnie proste, a wyniki intuicyjnie
zrozumiate i tatwe do interpretacji.

© Normalizacja rozktadu. Czesto metoda analizy, ktéra zamierzamy stosowaé
wymaga, aby dana préba zostata pobrana ze zbiorowosci o rozktadzie
normalnym (Gaussa). Niektére metody s3 mato wrazliwe na nienormalno$¢
rozktadu, wiec cel (3) jest na ogét mniej wazny od celéw (1) i (2). Niektére
przeksztatcenia normalizuja rozktad przy okazji stabilizacji wariancji czy
linearyzacji linii regresji
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Przeksztatcania danych - funkcje

(1) Przeksztatcenie logarytmiczne y = log,(x) gdzie a = e lub a = 10.
Przeksztatcenie to
e Stabilizuje wariancje, gdy o2(x) roénie znacznie w zaleznosci od
wartosci srednigj
e Linearyzuje zaleznosci zblizone do wyktadniczych
o Zmniejsza dodatnig asymetrie rozktadu

Przeksztatcenie logarytmiczne uzywane jest np. wéwczas, gdy sredni
przyrost efektu AE jest proporcjonalny do sredniego wzglednego przyrostu
przyczyny 5~ AP tzn. AE = kAP — E = kIn(P) + C. Réwniez stosowane,
gdy dane przmeUJq wartosci ciaggu geometrycznego, np. w przypadku
szeregu rozcienczen.
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Przeksztatcania danych - funkcje

(2) Przeksztatcenie odwrotnosciowe y = %
o Stabilizuje wariancje, gdy o2(x) jest proporcjonalna do czwartej
potegi Srednigj
o Duzym wartoSciom pierwotnym odpowiadaja mage wartosci po
przeksztatceniu

Srednia arytmetyczna danych przeksztatconych jest $rednia harmoniczng
danych pierwotnych. Stosowane dla danych w postaci czaséw przezycia.
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Przeksztatcania danych frakcjia - funkcje

(a) Przeksztatcenia katowe y = arcsin(p)

Dobrze stabilizuje wariancje, linearyzacja nie jest idealna.

(b) Przeksztatcenie logitowe y = In {2

Lepiej linearyzuje - krzywa sigmoidalng, nie zapewniaja jednak catkowitej
stabilizacji rozrzutu.

(c) Przeksztatcenie probitowe y = d~1(p) +5

Ma wtasciwosci podobne do ligitowego.
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Agregacja danych - szereg rozdzielczy

Wartosci pobranej préby ktérych czesto jest bardzo duzo, zwykle wygodnie
jest uporzadkowad w tzw. szeregu rozdzielczym. Jedli liczba mozliwych
przyjmowanych wartosci jest niewielka stosuje sie szereg rozdzielczy
jednostopniowy (prosty, punktowy), w przypadku gdy liczba mozliwych
przyjmowanych wartosci jest duza stosuje sie szereg rozdzielczy
wielostopniowy (ztozony, przedziatowy).

Szereg rozdzielczy umozliwia oszacowanie i zobrazowanie graficzne (za
pomoca histogramu) rozktadu z ktérego zostata wylosowana préba.
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Etapy tworzenia szeregu rozdzielczego ztozonego

@ Wyznaczamy min; x; oraz max; x;
@ Wyznaczamy rozstep z préby R = max; x; — min; x;
© Ustalamy liczbe przedziatéw klasowych k

© Wyznaczamy lewy koniec pierwszego przedziatu klasowego
min; x; — 5, gdzie a - doktadnos¢ pomiaru,

© Wyznaczamy dtugos$¢ przedziatu klasowego: h > %

@ Rozktad empiryczny obserwacji zebranych w utworzonym szeregu
rozdzielczym, mozemy zobrazowaé wykresem (histogramem).

Andrzej Krajka Informatyka 100 /223



Wyznaczanie liczby przedziatéw klasowych

Q@ k=\/n

Q@ k=5In(n)

Q@ k=1+3,3In(n)
©Q Za pomoca tabeli:

Liczba prébek | Liczba przedziatéw
30 — 60 6—8
60 — 100 7-10
100 — 200 9—-12
200 — 500 11 —17
500 — 1500 16 — 25

Andrzej Krajka Informatyka 101 /223



Jednostopniowy szereg rozdzielczy - przyktad

W pewnej klasie uczniowie otrzymali nastepujace oceny:

3 4 35 4 2 4
2 35 b 3 45 b
2 2 45 3 4 35
2 4 4 5 45 2
5 45 3 2 4 3
4 2 45 35 3 3

Sporzadzi¢ jednostopniowy szereg rozdzielczy.
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Jednostopniowy szereg rozdzielczy - przyktad

ocena | liczebnos$¢ w | czestosé czestosé
prébie fi = 7 | skumulowana

2 8 % 3
? 18

3 7 36 3
3,5 4 = 3
® i}

* . 7 5
4.5 4 36 3%
5 4 - 1

Ly [ 3 | 1 | - |
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Jednostopniowy szereg rozdzielczy - histogram

Histogram

0

15 2 25 3 35 4 45 5 55
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Wielostopniowy szereg rozdzielczy - przyktad

Dane dotyczace zarobkéw w pewnej grupie zawodowej wsréd 40 wybranych
w sposéb losowy oséb ksztattowaty sie nastepujaco (z doktadnoscia do 1
zt):

1307 1560 1101 1617 1251 1481 1513 1390

1451 1612 1470 1680 1480 1413 1240 1580

1298 1690 1597 1273 1154 1312 1220 1683

1570 1635 1470 1535 1372 1590 1506 1455

1576 1341 1620 1357 1423 1170 1685 1473

Zbudowa¢ wielostopniowy (przedziatowy) szereg rozdzielczy. Na podstawie
szeregu rozdzielczego utworzy¢ histogram.
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Wielostopniowy szereg rozdzielczy - przyktad

minx; = 1101, maxx; = 1690, R = 1690 — 1101 = 589
1 1

R 589
k =+/n =40 ~ 6, h= == = 98,167 ~ 100

Xo = minx; — % — 1101 — 0,5 = 1100,5
1

Przedziat Srodek | Liczebnos¢ | Czestos¢ | Czestos¢ skumulowana
(xi—1, xi] X7 ni f; f*
1100,5 — 1200 | 1150,25 3 =5 =
1200 — 1300 1250 5 > ‘1‘8_0
1300 — 1400 1350 7 . @
1400 — 1500 1450 8 - z‘_g
1500 — 1600 1550 9 = 32
1600 — 1700 1650 8 - 1

| b» - [ 4 [ 1 | - |
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Wielostopniowy szereg rozdzielczy - histogram

Histogram

0

1100 1200 1300 1400 1500 1600 1700
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Miary statystyczne - miary potozenia

@ Srednia z préby:
@ Dane niepogrupowane : X = 1 37 | x;,
@ Szereg rozdzielczy punktowy : X = 1 Z, 1 X,n,
© Szereg rozdzielczy przedziatowy : X = = Z, 1 X
@ Moda (dominanta) (M,) - wartos¢ najczestsza
® Dane niepogrupowane - warto$¢ najczestsza o ile nie jest to wartos¢
skrajna (wéwczas moda jest nieokreslona)
@ Szereg rozdzielczy punktowy - warto$¢ najczestsza o ile nie jest to
warto$¢ skrajna (wéwczas moda jest nieokreslona)
© Szereg rozdzielczy przedziatowy -

+ Nm — Nm—1 h
(nm - nm—l) + (nm - nm+1) "

Mo = Xm
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Miary statystyczne - miary potozenia

© Mediana - warto$¢ érodkowa w uporzadkowane] prébie:
@ Dane niepogrupowane :

Me—{ X(n+1) n:2k+1
2(X ) T Xz +1)) n=2k

@ Szereg rozdzielczy punktowy :

Me:{ 1( ) n:2k+1
a(xg) X)), =2k

© Szereg rozdzielczy przedziatowy :

n m—1
5= i1 un

M, = x, +
Nm

m

m - lewy koniec przedziatu z mediana, n,, - liczebno$¢ przedziatu z
mediana, hp, - dtugos¢ przedziatu z mediang
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Miary statystyczne - miary potozenia

© Kwartyle (dolny Qy i gérny Q3) : wartosci ktére dzielg uporzadkowane
prébe w stosunku 1:3 i 3:1.

© Kwantyle rzedu p € [0; 1] : wartosci ktére dziela uporzadkowang prébe
w stosunki p : 1-p.

O Inne $rednie (geometryczna, harmoniczna).
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Miary statystyczne - miary rozproszenia (zmiennosci)

O Rozstep
R = max x; — min x;
1 1

Q@ Wariancja:

@ Dane niepogrupowane :

1< 1<
2 = ;;(Xi—7)2 = ;;x,?—(Y)z

@ Szereg rozdzielczy punktowy :

1< 1<
st = n Z(Xi —X)*n; = - ZX,?”,' - (x)%,
i=1 i=1

© Szereg rozdzielczy przedziatowy :
1 1
s* = = Z(Xi* —Xx)*n; = - Z(Xi*)2”i - (x)?
i=1 i
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Miary statystyczne - miary rozproszenia (zmiennosci)

© Odchylenie standardowe

s =Vs2,

typowy przedziat zmiennosci (X — s, X + s)
© Odchylenie przecietne od sredniej arytmetyczne;
© Dane niepogrupowane : d; = 137 | [x; — X|
@ Szereg rozdzielczy punktowy : dy = %Zﬁ;l |x; — X|n;
© Szereg rozdzielczy przedziatowy : d; = %ZLI |x* — X|n;
@ Odchylenie przecietne od mediany
© Dane niepogrupowane : d> = 1 37 | [x; — M|

. k
@ Szereg rozdzielczy punktowy : d» = %Zizl |xi — Me|n;
© Szereg rodzielczy przedziatowy : db = %Zle [x* — Me|n;
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Miary statystyczne - miary rozproszenia (zmiennosci)

@ Odchylenie ¢wiartkowe Q = 935—01
@ Wspétczynnik zmiennosci V' = £ - 100%

© Wspditczynnik nieréwnomiernosci H = % -100%

b2

© Pozycyjny wspétczynnik nieréwnomiernosci Hy = e
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Miary statystyczne - miary asymetrii

O Wspdiczynnik asymetrii
DI,
53
% Z"(—l (x,-—Y)Bn,-
i=] ~
b Zle(xi* —x)*n;
)

3

@ Dane niepogrupowane : A =
@ Szereg rozdzielczy punktowy : A =
© Szereg rozdzielczy przedziatowy : A =
@ Wskaznik asymetrii wf =X — Mo, w; =X — M,

© Wspétczynniki skosnosci A; = 7_5M‘3, Ar = ;_d’i”o, As = %{52%
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Miary statystyczne - miary koncentracji

@ Wspétczynnik skupienia (kurtoza)
%ZL (x —X)

1y 205
K — FZ (x*=x)*n;

@ Dane niepogrupowane : K =
—X)%n;

@ Szereg rozdzielczy punktowy : K =

© Szereg rozdzielczy przedziatowy :

Q Ekscesg=K -3
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Miary statystyczne - przyktad 1.

ocena | nj | £ f,-Sk X;n; Xj — X (xi —X)? | (xi —x)*n;
2 8 | = %% 16 | —1,47222 | 2,16743 | 17,33944
3 7| £ % 21 | —0,47222 | 0,22299 | 1,56093
3,5 | 4| 5 % 14 | 0,02778 | 0,00077 | 0,00308
4 9 | = % 36 | 0,52778 | 0,27855 | 2,50695
4,5 | 4 | 3| 35 | 18 | 1,02778 | 1,05633 | 4,22532
5 4 | 5| 1 | 20 | 1,52778 | 2,33411 | 9,33644
> [36] 1] - |125] - | - | 34,97216 |
o1 g 125
= xinj = 3 = 347222

18 4,9721
s = - Z(x,- —X)n; = % = 0,97145
= /0,97145 = 0, 98562

3,5+3,5
X1842-X19: ) ;F 2 35 M,=4
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Miary statystyczne - przyktad 2.

(xi—1,xi] X nj | £ f,-Sk x*nj (x,-*)2n
1100,5 — 1200 | 1150,25 | 3 | % | 25 | 3450,75 | 3969225
1200 — 1300 | 1250 | 5 % 48_8 6250 | 7812500
1300 — 1400 | 1350 | 7 | 5 %‘g 9450 | 12757500
1400 — 1500 | 1450 | 8 | 5 4 | 11600 | 16820000
1500 —1600 | 1550 | 9 | 45 | 35 | 13950 | 21622500
1600 —1700 | 1650 | 8 | & | 1 | 13200 | 21780000
| ) | - [40[ 1 [ - [57900,75 | 84761725 |
o1&, 57900, 75
X = ;;Xi n; = T = 1447,52
84761725
== (x)? = == 2095310, 53 = 23732,6
20 —
\/23732 6= 154,05, M. = 1400 + 20— 100 = 1462,5
Mo, = 1500 + -8 100 = 1550
° (9-8)+(9-38) B
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Jednym z najwazniejszych zadan statystyki matematycznej jest ocena
parametréw rozktadu z ktérego zostata wylosowana préba na podstawie
wylosowanych wartosci proby. Przyktadowo jesli badamy wzrost w populacji
os6b, ktéry ma rozktad N(u, o), to na podstawie wylosowanej prébki
chcielibysmy oszacowac¢ sredni wzrost populacji (1) i o ile srednio odchyla
sie wzrost w populacji od tej wyznaczonej wartosci sredniej (o). Jesli
poszukujemy oszacowania parametru ©, to szukamy takiej statystyki
(funkgji z préby) T(X1, Xz, ..., X,), ktéra w sposéb najlepszy przybliza
nam parametr ©. Statystyki szacujace dany parametr © nazywamy
estymatorami. Jesli poszukujemy pojedynczego parametru ©, to taka
estymacje nazywamy estymacja punktows.
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Estymator nieobcigzony

Estymator nieobcigzony

Estymator nazywamy nieobcigzonym, jesli

E(T(X1,X2,...,X5)) =0,

czyli "na $rednio” wartoSci estymatora s3 zblizone
do szacowanego parametru. Jedli tak nie jest to es-
tymator T(Xi,Xz,...,X,) jest obciagzony, a rdznice
E(T(X1,X2,...,X5)) — ©, nazywamy jego obciazeniem.
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Ocena estymatora

Btad estymatora

O jakosci estymatora swiadczy Srednie odchylenie kwadratowe
(im mniejsze, tym dany estymator jest lepszy)

BSKo(T (X1, Xz, ..., X,)) = E(T(X1, Xa, ..., X,) — ©)2.

Estymatory sa z reguty tym lepsze im z wiekszej liczby
prébek wyznaczajg szukany parametr.
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Estymator zgodny

Estymator zgodny

Estymator T(X1,X»,...,X,) jest zgodny 2z ©, jesli
T(X1,X2,...,X5) — ©, gdy n — oo, czyli dla dostatecz-
nie duzej préby wartosci estymatora lezg "blisko” faktycznej
wartosci parametru O.
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Metody wyznaczania estymatoréw

O Metoda momentéw - wyznaczamy momenty z préby
1 n
k
Mk = — ZX" s
Nz

ktére sa estymatorami momentéw EXX, a te z kolei zalezg od
wyznaczanych parametréw.

@ Metoda najwickszej wiarygodnosci - jezeli badana populacja ma
gestos¢ rozktadu f(x, ©), to tworzymy funkcje wiarygodnosci

L(X1, Xa,.... Xn) =[] (x,0)
j=1

i znajdujemy parametr ©, dla ktérego osiagga ona maksimum.
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Metoda momentéw -przyktad

Jesli szukanym parametrem jest © = EX, to

:_§ Xi,

jest najlepszym estymatorem ©O.
Jesli szukanym parametrem jest © = 02X, to

= Z(X,—X s

n—1

jest najlepszym estymatorem ©O.
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Estymacja przedziatowa

W przypadku estymacji punktowej wyznaczalismy pojedyncza wartos¢,
ktéra stanowita przyblizenie poszukiwanego parametru ©. Jednakze
prawdopodobienistwo, ze wyznaczona z prébki wartos¢ szukanego
parametru jest réwna wartosci tego parametru w populacji jest bliskie 0.
Znacznie lepszym podejsciem jest estymacja przedziatowa. W estymacji
przedziatowe] ustalamy prawdopodobiefstwo 1 — a tzw. poziom ufnosci
oraz wyznaczamy przedziat do ktérego z prawdopodobiefistwem 1 — «
nalezy wyznaczany parametr, czyli wyznaczamy takie a i b, ze

Pla < © < b] =1 — a. Oczywiscie im wiekszy przyjmiemy poziom ufnosci,
tym wiekszy przedziat uzyskamy. Najczesciej jako poziom ufnosci przyjmuje
sie wartos¢ 0,95 (typowy poziom ufnosci), albo 0,9; 0,99, czy tez 0,975.
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Oznaczenia

Oznaczmy:
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Przedziaty ufnosci dla sredniej

© MODEL | - Badana cecha ma rozktad normalny N(u, o), o nieznanym
i i znanym o. Z tablic standardowego rozktadu normalnego
odczytujemy warto$¢ u(1 — «/2). Przedziat ufnosci:

a
pelk—ul-3) \/— ) \/—]

@ MODEL Il - Badana cecha ma rozktad normalny N(u, o), o
nieznanych p i 0. Z tablic rozktadu t- studenta z n — 1 stopniami
swobody odczytujemy wartos¢ t(1 — 5, n — 1). Przedziat ufnosci:

o s o s

B e S O S Y e |

X+ u(l—

e [x—t(1

2

© MODEL Il - Badana cecha ma dowolny rozktad o nieznanej wartosci
oczekiwanej p i nieznanym odchyleniu standardowym o, za$ liczebnosé¢
proby jest duza (n > 100). Z tablic standardowego rozktadu
normalnego odczytujemy wartos¢ u(1 — «/2). Przedziat ufnosci:
a, s a, s
ceR-ul-2) —x+ull—2) —
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Przedziaty ufnosci dla sredniej

Twierdzenie o $rednie;j

Jezeli {X,,n > 1} jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o
rozktadzie N(u, o) to

lei—,u

—n_—H D N@0,1), n— oo,
s

Z,'le"

==l = __
n M B (n—1),n< 100,
vn—1

Zf:lx"_

— % P N0,1), n— o
=

gdzie t(n) jest rozktadem t-Studenta z parametrem n.
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Kwantyle rzedu
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Tablica 6. Kwantyle u (p) rzgdu p rozkladu normalnego N (0, 1)

P 0,90 0,95 0,975 0,99 0,995
u(p) 1,28 1,64 1,96 2,33 2,58
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Kwantyle rozktadu t-studenta

Tablice statystycene 287

o

Hpa]
Tablien 7. Kwantyle t(p,1) rasdu prozkladu Studenta
© ¥ stopriach swobody
=i [}
050 055 075 093 0995
1 3078 6314 12,706 31821 63657
2 138 2920 4308 6965 9925
3 638 353 3182 4341 spal
4 1 A 27%6 37 P
H w6 s S 365 032
6 1440 1943 247 3143 30
1 s a3 365 2998 489
[ 397 59 308 897 355
9 a8 A 262 s 250
10 an a2 ke 6 69
i 1363 1798 2201 2718 3106
1 336 b am 81 054
13 350 m 180 850 o1z
1 4 bl 145 24 2977
1s a1 783 3 02 947
16 1337 1746 2120 25 2921
i ] 7 110 " 8
1 d ™ ot 552 75
19 £ 7. 3 58 61
£ a2 s 086 ] 245
E 1323 Ih 2080 2518 2831
a A i 74 508 819
E:l e 14 068 00 07
o 318 hill 064 an 97
Ell 316 08 060 415 8
2% 1315 1706 2085 241 279
bl a1e 703 052 473 a7
B a1 b 04 467 61
3 E 9 045 462 56
El £ ©7 042 #57 s
3 1309 1695 20 2453 294
2 0 94 o k2]
n £ 92 04 s K]
E 1 01z P K]
3 06 590 o0 i 4

283 Tablice siatystycme
Tavlica 7(a)
" [
090 095 0975 05 [
3% 1305 [ 208 240 0
a7 a0s 581 25 a s
3 ko 9 4 s 12
3 kN 585 23 s 08
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4 1303 1683 208 24 2500
@ n 68 o8 18 o
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@ 295 w3 3% 560
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0 ke 567 a8 643
7 291 665 k) o 43
" 192 1664 19% 27 260
%0 291 62 o 69 2
10 290 560 k k] 26
120 a9 658 980 a5 17
150 2 655 976 £ 59
200 1286 1453 197 215 2601
300 284 650 £l am E]
500 a8 48 365 oM 96
1000 a8 646 362 3% 381
@ s o5 960 2% 516

130 /223




Przedziaty ufnosci dla sredniej

W celu analizy miesiecznych wydatkéw mieszkaniowych wylosowano
n = 25 rodzin i wyznaczono $rednie wydatki x = 530z miesiecznie. Z
poprzednich badan wiadomo, ze rozktad tych wydatkéw jest w przy-
blizeniu normalny oraz o = 60z. Oblicz przedziat ufnosci dla sredniej
wydatkéw mieszkaniowych dla wspétczynnika ufnosci 1 — o = 0.01.

Wiemy, ze X = 322, X;/n = 530 oraz o = 60, korzystamy z MODELU I. Z
Tablic rozktadu normalnego: odczytujemy, ze u(l — 5) = 2.58 wiec

60 60
€ [530 — 258 530 + 2.58 % ] = [499, 561]

Andrzej Krajka Informatyka 131 /223



Przedziaty ufnosci dla sredniej

W wyniku badania stanu zdrowia 1000 losowo wybranych dzieci za-
mieszkatych w Lublinie u 250 stwierdzono wady wzroku. Jak liczna
powinna byé préba, aby przy wspétczynniku ufnosci 1 — o = 0.95
oszacowa¢ odsetek ogétu dzieci z wadami wzroku w Lublinie, jesli nie
chcemy sie pomyli¢ o wiecej niz 4%7?
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Przedziaty ufnosci dla wariancji

© MODEL | - Badana cecha ma rozktad normalny N(u, o), o nieznanych
parametrach i o, zas préba jest mata (n < 50). Z tablic rozktadu x?
odczytujemy wartosci x?(1 — §,n— 1) i x*(§, n — 1). Przedziat

ufnosci:
ns? ns?

o’ el l-2,n-1)x (2,n—1)]

@ MODEL Il - Badana cecha ma rozktad normalny N(pu, o), o
nieznanych parametrach p i o, za$ préba jest duza (n > 50). Z tablic
standardowego rozktadu normalnego odczytujemy wartos¢ u(l — «/2).
Przedziat ufnosci:

2 2

2ns 2ns

(Var—3+u(i— )P (VIn—3—u(l-3)p

]

o2 e
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Przedziaty ufnosci dla warang;ji

Twierdzenie o wariancji

Jezeli {X,,n > 1} jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o
rozktadzie N(u, o) to

n X2
Lo R 2(n-1), n<s0,
g

V22 XP
VEZET =3 2 N(o,1),

o

n — oQ.

gdzie x2(n) jest rozktadem x? z n stopniami swobody.
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Kwantyle rozktadu y?
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Estymacja - uwagi

Q@ W MODELU lll dla $redniej, w przypadku, gdy parametr o jest znany
W miejsce s wstawiamy o.

@ W MODELACH dla wariangji, jesli parametr y jest znany, wéwczas we
wzorze na s X zastepujemy p, czyli

1 n
$* = " Z(Xi - M)2,
i=1

a w przypadku MODELU | takze liczbe stopni swobody (n — 1),
zastepujemy wartoscia n.
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Przedziaty ufnosci dla wariancji

Na podstawie losowej préby 20 tabliczek czekolady otrzymano od-
chylenie standardowe s = 10g (zaktadamy, ze rozktad wagi tabliczki
czekolady jest w przyblizeniu Ny, o). Jaki jest przedziat ufnosci dla
odchylenia standardowego w rozktadzie wagi wszystkich produkowa-
nych tabliczek czekolady przy wspétczynniku ufnosci 1 — a = 0.97

Poniewaz liczebnos¢ préby jest 20 < 50 a u nieznane wiec korzystamy z
MODELU I. Mamy ns? = 200 oraz
x2(0.95,19) = 10.12, x(0.05, 19) = 30.14 wiec

9 2000 2000

= 1
€ 3912 10.101 ~ 166:3,1977]

a stad

o € [V66.3,V/197.7] = [8.1,14.1].

Andrzej Krajka Informatyka 137 /223



Przedziaty ufnosci dla frakcji (wskaznika struktury)

Zatézmy, iz pobierajac prébke interesuje nas w obserwacjach tylko
posiadanie pewnej cechy, lub jej brak (czyli prébki moga przyjmowac tylko
2 wartosci). Wskaznik struktury p okresla jaka czes¢ populacji posiada te
ceche.

© Prdbka jest duza (n > 100). Z tablic standardowego rozktadu
normalnego odczytujemy wartos¢ u(1 — «/2), oraz wyznaczamy
wartos¢ p = 7, gdzie m jest liczba elementéw w prébie, ktére
posiadaja badang ceche.
Przedziat ufnosci:

pelo-ut- 2020 P piun - )P0 P
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Przedziaty ufnosci dla frakg;ji

Twierdzenie o frakgji

Niech {X, X,,n > 1} ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o
rozktadzie normalnym a A bedzie pewnym zdarzeniem o prawdopo-
dobienstwie P[X € A] = p. Wtedy

b, N(0,1), n— oo,

gdzie ﬁ = Z':l L[X,EA] .
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Graniczny btad pomiaru

Zagadnieniem zblizonym do estymacji przedziatowej jest wyznaczanie

granicznego btedu pomiaru (e; = £ks). Szukamy zatem takiej wartosci eg,
ze

Pllx — pl < eg] = Plx — eg < p < x + g = p,

czyli wyznaczona doswiadczalnie wielko$¢ x rézni sie od faktycznej 1 o e, z

prawdopodobiefistwem p. Jesli préba jest duza lub badana wielko$¢ ma
rozktad normalny o znanej wariancji, to e; = u(% + g)% Jesli rozktad
badanej wielkosci jest normalny a wariancja nieznana, to

1
€g = t(ﬁ—l—g,n—l)\/:j

Najczesciej w badaniach wedtug norm miedzynarodowych przyjmuje sie
k=2, k=2,6Ilub k=3.
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Estymacja - przyktad 1.

Przeprowadzono badania wsrod studentéw, zadajac pytanie o czas (w
godzinach) poswiecony na nauke w tygodniu i otrzymano wyniki:

25 4 7 35 8
4 55 65 b5 35
6 3 25 75 5

50 45 85 65 7

Na typowym poziomie ufnosci (1 — a = 0,95), zaktadajac, ze czas
poswiecony na nauke ma rozktad normalny wyznaczyé przedziat ufnosci dla
wartosci $redniej liczby godzin poswieconych przez studentéw na nauke
wciggu tygodnia.
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Estymacja - przyktad 1.

Parametry p i o, s3 nieznane, rozktad jest normalny - wybieramy MODEL
Il dla sredniej.

1— % = 0,975, n—1=19, t(0,975;19) = 2,093

120
x:%;x;—5,3
120
2
- — _ —3.1 -1
s 2 2 1x (x)?> =3,16, s ,78
78 1,78
€[5,3—-2,093- ,5,3+2,093-
nel v Vo)

11 € [4,4453;6,1547]
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Estymacja - przyktad 2.

Wylosowano 300 oséb zamieszkatych w Lublinie i okazato sie, ze 220
sposréd nich pali papierosy. Na typowym poziomie ufnosci 1 — oo = 0, 95,
wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla odsetka mieszkancéw Lublina palacych
papierosy.

Szukamy przedziatu ufnosci dla wskaznika struktury, préba jest duza

(n > 100) - wybieramy MODEL dla wskaznika struktury.

o m 220 11
1—==0,975, p=— = — === u(0,975) = 1,96
5 = 0975, p=""=350 =15 ul0975) =1,
11 .41 L.
e[=-1,96 Q— 1,96 1
pel 300 + ]

p € [0,6833;0, 7834]
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Estymacja - przyktad 3.

Zaktadamy, ze roczne dochody pracownika z pewnej grupy zawodowej s3
zmiennga losowa o rozktadzie normalnym N(u, o) z nieznymi parametrami p
i 0. W celu oszacowania parametru o wylosowano prébe n = 17 oséb i
obliczono ich $rednie dochody X = 12 tys. zt. i odchylenie standardowe ich
dochodéw s = 4,72 tys. zt. Wyznacz przedziat ufnosci dla odchylenia
standardowego o.
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Estymacja - przyktad 3.

Szukamy przedziatu ufnosci dla wariancji parametry p i o s nieznane,
rozktad jest normalny, préba jest mata (n < 50) - wybieramy MODEL | dla
wariangji.
1-a=0,95 1-2=0975
x2(0,975,16) = 28,845, x?(0,025,16) = 6,908

17 - (4,72)% 17 - (4, 72)2]
28,845 ' 6,908

o2 € [13,13; 54, 825]
o € [3,6235;7,4]

ot e
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Hipoteza statystyczna

Kombinatoryka

Hipoteza statystyczng nazywamy dowolne stwierdzenie lub
przypuszczenie, ktére moze byé zweryfikowane metodami sta-
tystycznymi w opraciu o losowo wybrang prébe.
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Rodzaje hipotez statystycznych

Hipotezy dzielimy na:
© Parametryczne - wymagaja normalnosci rozktadu badanej cechy (a co
za tym idzie badana cecha musi by¢ na skali ilorazowej) i dotycza
parametréw tego rozktadu

@ Nieparametryczne - nie wymagaja normalnosci rozktadu badanej cechy

Podziat ten jest w duzej mierze historyczny a granice miedzy
poszczegblnymi rodzajami hipotez coraz bardziej sie zacieraja.
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Etapy weryfikacji hipotezy statystycznej (testu

statystycznego)

O Wybér testu.
@ Ustalenie postaci hipotez zerowej Hyp i alternatywnej Hj.

© Wyznaczenie obszaru krytycznego W na podstawie przyjetego
poziomu istotnosci testu («).

@ Wyznaczenie wartosci statystyki testowej i ustalenie czy nalezy ona do
obszaru krytycznego

O Pozostawienie hipotezy Hy jako nieodrzuconej, lub odrzucenie
hipotezy Hy na rzecz hipotezy alternatywnej Hi.
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Rodzaje btedéw weryfikacji hipotez statystycznych

Hipoteza prawdziwa | Hipoteza nieprawdziwa
przyjac + btad 2-rodzaju (53)
odrzucié¢ | btad 1-rodzaju («) +

Przy weryfikacji hipotezy mozemy popetni¢ 2 rodzaje btedéw:
O Btad 1-rodzaju - odrzucenie hipotezy prawdziwej
@ Btad 2-rodzaju - przyjecie hipotezy fatszywe;j
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Rodzaje btedéw weryfikacji hipotez statystycznych

Nie da sie zmniejszy¢ prawdopodobienstwa popetnienia tych bteddw
jednoczesnie. Zmniejszajac prawdopodobiehstwo popetnienia btedu
pierwszego rodzaju (), zwiekszamy prawdopodobieristwo popetnienia
btedu drugiego rodzaju () i odwrotnie. Wigkszos¢ testow statystycznych
zbudowana jest w ten sposéb, ze testujgcy wybiera poziom istotnosci testu
(), a sam test minimalizuje warto$¢ 3. Podobnie jak w wypadku estymacji
najczesciej przyjmowanym poziomem istotnosci jest o = 0, 05.
Prawdopodobienstwo popetnienia btedu pierwszego rodzaju (a) nazywamy
poziomem istotnosci testu a w naukach technicznych jest to ryzyko
wytwdrcy.

Wartos¢ 1 — o nazywamy poziomem ufnosci testu.

Wartos¢ 1 — 3 nazywamy moca testu.

Prawdopodobienstwo popetnienia btedu drugiego rodzaju (/3) w naukach
technicznych nazywane jest ryzykiem odbiorcy.

Andrzej Krajka Informatyka 150 / 223



p wartos¢ prawdopodobienstwa

Alternatywnie zamiast sprawdza¢, czy wyznaczona wartos¢ statystyki
testowej znajduje sie w obszarze krytycznym W, mozna wyznaczy¢ taka
wartos¢ prawdopodobienstwa popetnienia btedu pierwszego rodzaju p, przy
ktérej wartos¢ statystyki testowe] znajduje sie na brzegu obszaru
krytycznego. Jest to zatem najmniejszy poziom istotnosci, ktéry pozwala na
odrzucenie hipotezy Hp.
Czyli jesli a jest wybranym poziomem istotnosci, to:

Q Jedli p < o wéweczas hipoteze Hy odrzucamy

Q Jedli p > o wéwcezas nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy

Taka metoda stosowana jest w wielu programach statystycznych np.
STATISTICA.
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Krzywe operacyjne OC

Ryzyko odbiorcy (prawdopodobiefistwo popetnienia btedu drugiego rodzaju)
mozna przedstawi¢ na wykresie w zalezno$ci od wartosci $redniegj z
wylosowanej préoby. Wykres taki jest nazywany krzywa
operacyjno-charakterystyczng lub w skrécie krzywa OC.
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Krzywe operacyjne OC

nia dla k:
Krogma speraming charadergsheczna dia karky X-srednie
Linae bondmine: UCL= 230000 * Sigma LEL = 3,000 * Sigma

? 10 |
2 08
E o |
E ar
= 0B
% as | s

0% == e
i azl z == naf
- PN 1 B . CEE R T . 0 ni=f
g ﬂz I )' -- .-. '. - . m
& gl pFrgb gl - - n=z
-; an L 7- 2] i H T e b W —- hE=2
= TaTes 291 B8 -8B 0837 10EZR 20584 30299 do0p4 — =4

Frzesunigoie fiednie) i jednosiach sigma Zrodle: seasofe.pl
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Testy parametryczne

Testy parametryczne stosuje sie w sytuacjach w ktérych stawiamy hipotezy
dotyczace parametréw rozktadu. S3 2 rodzaje testéw parametrycznych:

© Testy poréwnan z wartoscig referencyjng

@ Testy poréwnan miedzygrupowych (wymagaja jednorodnosci
wariancji).
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Hipotezy parametryczne - Srednia

Test z
Zatozenia:

O Badana cecha ma rozktad normalny N(u, o),
© Parametr o jest znany,
© Dane na skali interwatowe] lub ilorazowej.

Stawiamy hipoteze zerowa Hp : 1 = po

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W
~ w# po | (—oo, —u(l—5)]Uu(l —$,+o0)
U= /n [ p<po (=00, —u(l — o]
> o [u(l — a): 100
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Hipotezy parametryczne - Srednia

Test t
Zatozenia:

@ Badana cecha X ma rozktad normalny N(u, o)
© Parametr o jest nieznany,
© Dane na skali interwatowe] lub ilorazowej.

Stawiamy hipoteze zerowa Hp : 1 = po

Statystyka testowa Hi Obszar krytyczny W
*

B K7 po
t=>k/n—1 | p<po | (-o0,—t(l —a,n—1)]
w>po | [t(1—a,n—1),400)

£ = (o0, —t(1 = 5,0 = D]U[H(1 — 50— 1), +0)
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Hipotezy parametryczne - Srednia

Test z
Zatozenia:

O Badana cecha X ma dowolny rozktad
@ Prdéba jest duza (n > 100),
© Dane na skali interwatowe] lub ilorazowej.

Stawiamy hipoteze zerowa Hp : 1 = po

Statystyka testowa Hi Obszar krytyczny W
_ [ 75 Ho (—OO, _u(l — %)] U [U(]. — %)7 +OO)
U=%80n i< po (=5, —u(l — a)]
> po [u(1 — @), +00)
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Hipotezy parametryczne - wariancja

Zatozenia:

© Badana cecha X ma rozkfad normalny N(u, o),
@ Préba jest mata (n < 50),

© Dane na skali interwatowe] lub ilorazowej.

Stawiamy hipoteze zerowa Hy : 02 = o2
Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W
, o2 #05 | (0,x*(5,n—1D]JU*(1—%,n—1),+00)
xX* = % 0° < 0§ (0, x*(a, n — 1)]
o’ > o [X*(1 —a,n—1),+00)
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Hipotezy parametryczne - wariancja

Zatozenia:

© Badana cecha X ma rozkfad normalny N(u, o),
@ Prdéba jest duza (n > 50),
© Dane na skali interwatowe] lub ilorazowej.

Stawiamy hipoteze zerowa Hp : 2

0 = o}

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W

: 7 2 o7 | (=50 —u(l — DIV [u(l — 3. 759)
U= 2"5 —V2n—-3| 0% <o} (—o0, u(l —a)]
0” > a5 [u(l —a),+o0)
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Hipotezy parametryczne - wskaznik struktury

Zatozenia:
O Préba jest mata n < 100.
Stawiamy hipoteze zerowa Hp : p = po

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W
p#po | (=00, —u(l—5)U[u(l - 3) +o0)
% < po (=0, —u(l — a)]
P> po [u(1 — @), +00)
gdzie

U* = (2arcsin ,/% — 2arcsin/pg)v/n
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Hipotezy parametryczne - wskaznik struktury

Zatozenia
Q Proba jest duza n > 100.
Stawiamy hipoteze zerowa Hy : p = po

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W
U o p#po | (o0, —u(l— )] Ufu(l—3),+o0)
= Voollpo) | P <PO (=00, —u(l — o]
p > po [u(l —a),+0o0)
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Hipotezy parametryczne - réwno$¢ Srednich

Test z
Zatozenia:

O Badana cecha Xi, X ma w dwéch populacjach rozktady normalne

X1 = N(p1,01) i Xo = N(u2,02) (skala interwatowa lub ilorazowa),
Q o031 i 02 53 znane.

Stawiamy hipoteze zerowg Hy : 1 = o

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W
J_ mm |mm | (oo u(l- DU 3), 1)
- \/02 2 w1 < p12 (=00, —u(l — )]
14,2
o H1 > 2 [u(l — ), +00)
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Hipotezy parametryczne - réwno$¢ Srednich

Test z
Zatozenia:

Q Préba jest duza (n > 100, np > 100),
@ Skala interwatowa lub ilorazowa

Stawiamy hipoteze zerowg Hp : 1 = o

Statystyka testowa Hq Obszar krytyczny W
U= X1I—Xo M1 7& K2 (—OO, _u(l - %)] U [U(]. — %)7 +OO)
$.2 [ < (=00, —u(l —a)]
"o p > [u(1 — @), +00)
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Hipotezy parametryczne - réwno$¢ Srednich

Test t

Zatozenia:
@ Badana cecha Xi, X» ma w dwéch populacjach rozktady normalne
X1 = N(p1,01) i Xo = N(u2,02) (skala interwatowa lub ilorazowa),

@ o1 i 02 s3 nieznane, ale o1 = 0y (homogeniczno$¢ wariancji)

Stawiamy hipoteze zerowg Hy : 1 = o

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W
*

f— X1 —X2 p F H2
\/n15%+"25§ 11 ) 1 < w2 (—OO, —t(l —ao,n + np — 2)]

ny+ng—2 \ny ' np I > 2 [t(]_ —a,m + ny — 2)7 +OO)

a a
% = (—o0, —t(1 — oMt — 2)] U t(l— 5o MmNz — 2),+00)
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Hipotezy parametryczne - réwno$¢ Srednich

Test C Cochrana i Coxa
Zatozenia:
O Badana cecha Xi, X ma w dwéch populacjach rozktady normalne
X1 = N(p1,01) i Xo = N(u2,02) (skala interwatowa lub ilorazowa),
@ 01 i 07 sa nieznane, ale o1 # o0, (heterogenicznos¢ wariancji)
Stawiamy hipoteze zerowa Hp : 1 = o

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W

XT—X H1 F 2 *

\/ 1% p < p2 | (=00, —c(1 = a, n, n)]
np—1 np—1

p1 > p2 | [c(1—a,ng, ), +00)

C =

(6 «
* = (—OO, _C(l - Ea n, n2)] ) [C(]- - 57 n, n2),+OO),

gdzie kwantyle rozktadu C dane s3 przyblizonym wzorem:

(P, n — 1)

m —
C(p7 n17n2) ~ u 2
+
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Hipotezy parametryczne - réwnos$¢ wskaznikéw struktury

Zatozenia:
O Proba jest duza n; > 100, ny > 100.
Stawiamy hipoteze zerowa Hy : p1 = p2

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W
U= Py —p; P1 7é P2 (—OO, —U(]. — %)] U [U(]. %)7 +OO)
p*(llp*) P1 < P2 (—007 —u(l - a)]
" pP1 > p2 [u(1 — @), +00)
gdzie
¥ mq my % my + my x« __ Mmm
plz—’ = —, :—’n_—
n ny ny + np n + n
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Hipotezy parametryczne - réwnos$¢ wskaznikéw struktury

Zatozenia:
Q Proba jest mata n; < 100, lub ny < 100.
Stawiamy hipoteze zerowa Hy : p1 = p2

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W
p1# pa | (=00, —u(l = $)] U [u(l — 5), +00)
U* p1 < p2 (—OO7 —u(l - a)]
p1 > p2 [u(l — ), +00)
gdzie
U* = (2arcsin \/p; — 2arcsin/p5)Vn*,
oraz
P m’ P2 ny’ n+n
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Problemy

Mamy dwie grupy badanych oséb: Grupa A z rakiem: n; = 200
Grupa B zdrowi: n; = 300
Liczba palaczy w kazdej grupie wynosi odpowiednio:
Grupa A m; = 183
Grupa B mp = 156
Chcemy wiedzie¢ czy proporcje palaczy w obu grupach s3 takie same?
1. Ho : pa=pB
Ho : pa < pB
Ho : pa > pB
:PA # PB
Hi : pa > ps
Hy : pa < pB

W N W
=
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Hipotezy parametryczne - przyktady

Czas pracy baterii pewnego rodzaju ma rozktad N(u,70). Na poziomie
istotnosci 1 — oo = 0, 95 zweryfikowa¢ hipoteze, ze przecietny czas pracy
tego typu baterii wynosi ponad 500 godzin, jesli dla 16 losowo wybranych
baterii otrzymano X = 560.

@ Hipotezy o sredniej - poréwnanie z wartoscia referencyjna, badana
cecha ma rozktad normalny o znanym o - stosujemy test z.

Q Hp:p=p=500, Hi:pu>p =500

Q@ W=[u(l-a),c)=1]1,64; )

o U Xl\/_ 560 500 6_3 43

QUecW- odrzucamy hipoteze Hy na rzecz hipotezy Hj.
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Hipotezy parametryczne - przyktady

Dokonano 100 pomiaréw op6znien autobuséw w stosunku do rozktadu.
Otrzymano X = 8, s = 4. Zakfadajac, ze czas op6znien ma rozktad
normalny, zweryfikowa¢ na poziomie istotnosci 1 — o = 0,99 hipoteze, ze
wariancja opéznien jest réwna 9.

O Hipotezy o wariancji - poréwnanie z wartoscig referencyjng, badana
cecha ma rozktad normalny, préba jest duza - stosujemy test 2 dla
wariancji.

Q Hy:02=03=9, Hi:0>#03=9

QO W= (—o0;—u(l—%5)Ulu(l—75;00)=(-00;—-2,33]U[2,33;00)

QU= 27353—\/2,77—:,/%—\/19 = 4,82

@ U € W - odrzucamy hipoteze Hy na rzecz hipotezy Hj.
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Hipotezy parametryczne - przyktady

W pewnym przedsiebiorstwie wylosowano niezaleznie do préby 250 kobiet i
380 mezczyzn, i spytano ich, czy sa sktonni zmieni¢ swoje miejsce pracy.
Twierdzaco odpowiedziato 100 kobiet i 280 mezczyzn. Czy na poziomie
istotnosci 1 — o = 0,99 mozna stwierdzi¢, ze kobiety w wigkszym stopniu
boja sie zmiany pracy niz mezczyzni?
O Hipotezy o wskazniku struktury - poréwnania miedzygrupowe, préby s3g
duze - stosujemy test 1 dla wskaznikéw struktury

Q Ho:pr=p2, Hi:p1<p2
Q@ W= (—00;—u(l—a)]=(—o00;—2,33]

o)
100 280 380 250 - 380
s 0 04 pi= oo = 0,737, pt= o0 = 0,603, nf= oo
PL=o50 =™ P27 359 = 0 P T ggg TN A 630
n*=150,8, U= 2Pz 040137 _ _gysg

\/p*u—p*) \/w
—F 150,8
Q@ U € W - odrzucamy hipoteze Hy na rzecz hipotezy Hj.
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Hipotezy nieparametryczne - rodzaje

O Testy jednorodnosci wariancji: test F Fishera-Snedecora, test Levene'a,
test Browna-Forsythe'a

@ Testy zgodnosci rozktadéw: test Kotmogorowa-Smirnowa, test
Shapiro-Wilka, test Lilieforsa, test X2
© Testy istotnosci réznic
@ Dla 2 grup: test U Manna-Whitneya, test Fishera, testy parametryczne
(z,t i Cohrana i Coxa)
@ Dla wielu grup: ANOVA i MANOVA, test Kruskala-Wallisa,test X2
© Testy dla danych zaleznych: test Wilcoxona, test McNemary, test
Friedmana, test Kendalla
© Inne testy: test losowosci préby (test serii), test znakéw, test
niezaleznosci x?
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Podczas przeprowadzania testéw nieparametrycznych, czesto zachodzi
konieczno$¢ nadania rang uzyskanym obserwacjom (rangowania).
Rangowane dane musza by¢ na skali co najmniej porzadkowej.

W procedurze rangowania, nalezy najpierw uporzadkowac rosnaco zebrane
dane, a nastepnie nadaje sie im wartosci (zwykle sa to kolejne liczby
catkowite.
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Rangowanie - przyktad

Na przykiad dla zmiennej o nastepujacych wartosciach: 8.6, 5.3, 8.6, 7.1,9.3,7.2,7.3,7.4,7.3,5.2, 7,
9.9, 8.6, 5.7 przypisywane s3 nastepujace rangi:

posartowane wartosci zmiennej | rangi
5.2 1
53
5.7 3
¥i 4
T 5
7.2 6
T3 7.5
7.3 75
7.4 9
8.6 11
8.6 11
8.6 11
9.3 13
9.9 14
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Testy jednorodnosci wariangji

Jednym z istotnych warunkéw stosowalnosci niektérych testéw poréwnan
miedzygrupowych jest réwnos¢ wariancji badanej cechy w poréwnywanych
grupach (jednorodnos¢ wariancji, homoskedastycznos¢). Testami
weryfikujacymi hipoteze o jednorodnosci wariancji w poréwnywanych
grupach s3 testy:
Q Dla 2 grup poréwnawczych:
@ Test F Fishera-Snedecora
@ Dla wiecej niz 2 grup poréwnawczych:
@ Test Levene'a

@ Test Browna-Forsythe'a
© Test Bartletta
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Testy jednorodnosci wariangji

Test F Fishera-Snedecora
Zatozenia:
@ Badana cecha X1, X> ma w dwéch populacjach rozktady normalne
X1 = N(py,01) i Xo = N(u2, 02),

@ Dane na skali interwatowe] lub ilorazowej

Stawiamy hipoteze zerowa Ho : of = o3

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W
F_ s a% 7503 (O,min{F*,%}]U[max{F*,%},—i—oo)
s o5 < 0} [F(1—a,n —1,n —1),+00)
2
F=§ir 03 > o [F(1 —a,m —1,nm —1),+00)

F* — F(%, m—1,n—1).
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Testy jednorodnosci wariangji

Test Levene’a
Zatozenia:

O Dane na skali interwatowe] lub ilorazowej
@ Poréwnujemy ze soba k > 2 grup
Stawiamy hipotezy:
Hy:01=00=...=0y
Hy : o; # oj dla dowolnego i oraz j

Wyznaczamy wartosci $rednie w kazdej z grup (x.;). Wartosci obserwacji x;;
zastepujemy wartosciami zj; = |x; — Xxj|.
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Testy jednorodnosci wariangji

Test Levene’a
Statystyka testowa:

_n—k Y Ni(zj — 2.)
k=1 Y S (25— 2j)?

n; L . 22 . - -
1 >l Zij - srednia wartos¢ Zjj, W J- te) gruple

gdzie: z; = "

z. = Zle 27’:1 zjj - $rednia wartos¢ sposréd wszystkich wartosci z;;
Obszar krytyczny:

W=I[F(1-a,k—1,n—k);o0)
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Testy jednorodnosci wariangji

Test Browna - Forsythe’a
Zatozenia:

O Dane na skali interwatowe] lub ilorazowej
@ Poréwnujemy ze soba k > 2 grup
Stawiamy hipotezy:
Hy:01=00=...=0y
Hy : o; # oj dla dowolnego i oraz j

Wyznaczamy wartosci mediany w kazdej z grup (x.;). Wartosci obserwacji
xjj zastepujemy wartosciami zjj = [x;; — x.j|.
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Testy jednorodnosci wariangji

Test Browna - Forsythe'a
Statystyka testowa:

_n—k. Y1 Ni(zj — z.)2
k=1 Y3 (z5— zj)?

e . 1 nj
gdzie: z; = —

o 2iz1 Zij $rednia wartos¢ zj;, w j- tej grupie

z. = Z}‘Il 27;1 zjj - $rednia wartos¢ sposréd wszystkich wartosci z;;
Obszar krytyczny:
W=I[F(1-a,k—1,n—k);o0)

Test Browna - Forsythe'a jest bardziej odporny wzgledem odstajacych
obserwacji, od testu Levena. Z tego wzgledu najczesciej stosuje sie go przy
asymetrycznych rozktadach.
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Listing 1: Testy wariancji

# Wizualizacja

boxplot(utrata wagi ~ dieta, data = data,
main = "Utrata wagi w dietach",
xlab = "Dieta", ylab = "Utrata wagi",
col = "steelblue", border = "black")

# Test Browna—Forsythe "a
library (onewaytests)
bf.test(utrata wagi ~ dieta, data = data)
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Testy zgodnosci

Testy zgodnosci, s3 grupa testéw, w ktérych poréwnujemy rozktad badanej
cechy do dowolnego rozktadu. Hipoteza zerowa i alternatywna w tego typu
testach maja postac:

Ho : Fo(x) = F(x), Hi: Fa(x) # F(x)

gdzie Fp(x) jest dystrybuanta empiryczna wyznaczona w oparciu o pobrang
prébe, a F(x) jest dystrybuantg rozktadu do ktérego poréwnujemy badany
rozktad, lub

Ho . P[XZX,'] = pPi, /:1,2,...,/(

w przypadku rozktadéw nie posiadajacych dystrybuanty (np. danych na
skali nominalnej).

Szczegdlna podgrupa testéw zgodnosci s3 testy normalnosci rozktadu, w
ktérych rozktadem do ktérego poréwnujemy rozktad badanej cechy jest
rozktad normalny N(p, o), zatem F(x) = ®(*5£) jest dystrybuanta tego
rozktadu.
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Testy zgodnosci

Test Kotmogorowa
Zatozenia:

O Badana cecha ma rozktad ciagtly

@ Dane na skali interwatowe] lub ilorazowej

© Znane powinny by¢ parametry i o
Stawiamy hipoteze zerowa Hp : Fp(x) = F(x)

Statystyka testowa Hi Obszar krytyczny W
D = sup, |Fa(x) = F(x)|v/n | Fn(x) # F(x) M1 — @), )

gdzie A(p) jest kwantylem rzedu p rozktadu A Kotmogorowa - Smirnova.
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Test Kotmogorowa - Smirnova
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Testy zgodnosci

Test Kotmogorowa - Smirnova dla 2 rozktadéw
Zatozenia:

© Badana cecha ma rozktad ciagtly

@ Dane na skali interwatowe] lub ilorazowej

© Znane powinny by¢ parametry u1, o1, 2 i 02
Stawiamy hipoteze zerowa Hg : Fp, (x) = Fn,(x)

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W
D = sup, |Fa(x) = F(x)|\/ 722, | Fay(x) # Fn(x) A1 — @), 00)

gdzie A(p) jest kwantylem rzedu p rozktadu A Kotmogorowa - Smirnova.
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Testy zgodnosci

Test Lillieforsa
Zatozenia:

@ Poréwnujemy rozktad z préby z rozktadem normalnym

@ Dane na skali interwatowe] lub ilorazowej

© Nie s3 znane parametry i o.
Stawiamy hipoteze zerowa Hp : Fn(x) = F(x), gdzie F(x) jest
dystrybuanta rozktadu normalnego N(u, o).
Statystyke testowa D wyznacza sie tak samo jak w przypadku testu

Kotmogorowa-Smirnova, ale do wyznaczenia obszaru krytycznego zamiast
rozktadu Kotmogorowa-Smirnova stosuje sie rozktad Lillieforsa.
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Testy zgodnosci

Test Shapiro-Wilka

Zatozenia:

@ Poréwnujemy rozktad z préby z rozktadem normalnym

@ Dane na skali interwatowej lub ilorazowej
Stawiamy hipoteze zerowa Hp : F,(x) = F(x), gdzie F(x) jest
dystrybuanta rozktadu normalnego N(u, o).
W pierwszym kroku porzadkujemy rosnaco wartosci pobranej préby
(x1 < x2 <...< x,), a nastepnie wyznaczamy warto$¢ statystyki W

2 (i — X))
SR > N

gdzie a;(n) sa wspétczynnikami dla testu Shapiro-Wilka (mozna odczytaé
je z tabel wspétczynnikéw testu Shapiro-Wilka).

Statystyka testowa Hi Obszar krytyczny W
w Fn(x) # F(x) | [W(5,n), W(1 - %, n)]
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Testy zgodnosci

Test x? Pearsona
Zatozenia:

@ Dane na skali co najmniej nominalnej (dowolna skala)
Q Liczebnosci i liczebnosci empiryczne dla kazdej wartosci > 5
Stawiamy hipoteze zerowa Hp : P[X = x;| = p; lub F,(x) = F(x)

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W
=5 8 | PIX = xi] £ pr | D3(L— .k — r = 1);00)

gdzie o; jest liczbg obserwacji dla wartosci x;, a e; jest teoretycznie
wyznaczong liczba obserwacji dla wartosci x; (e = n- p;), k jest liczba
réznych wartosci x; a r liczbg parametréw rozktadu estymowanych z préby.
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Test 2 Pearsona - przyktad

W celu sprawdzenia, czy kostka jest dobrze wywazona wykonano 120
rzutéw i uzyskano wyniki zawarte w tabeli. Na poziomie istotnosci
1 — a =0,95, zweryfikowa¢ hipoteze, ze rzut ta kostka jest uczciwy.

Xj
123456
o |[20] 2217 [ 18] 19 | 24
e |[20 (20 |20 [ 20 [ 20 | 20

»  (20-20)2  (22-20)2  (17-20)®  (18—20)* = (19 —20)?
X="% Yt T2 T T2 T
(24 — 20)2
=T =17
0 ’
W = [x3(1 — a, k — r — 1); 00) = [x?(0,95;5); 00) = [11,07; o0)

x2 & W zatem nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, iz rzut ta kostka
jest uczciwy.
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Test 2 Pearsona - przyktad

Na podstawie zawartych w tabeli danych dotyczacych czasu dziatania 40
baterii, na typowym poziomie istotnosci zweryfikowa¢ hipoteze, ze ten czas
ma rozktad N(3,5;0,7).

Czas dziatania 0; e

1,45-1,95 || 2 40 - o(1%=22) = 0,5

1795_2’45 1 7 40 - [¢(245 35) ¢(195 35)] _2 1 8,5
2,45 —-2,95 4 40 - [¢(295 35) cb(245 35)] ~59

2,95 — 3,45 15 40 - [6(3572) — ©(2%72)] = 10,3
3,45 —3,95 10 40 - [<1>(395 =Ry ¢(345 22)] = 10,7
3,95 — 4,45 5 40 - [o(245722) — o(3222)] = 7,0

4,45 — 4,95 3 (8 0. [¢(495 35)_¢(44g735)]_ 7 10,5
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Test x? Pearsona - przyktad c.d.

x—3,5 x—3,5)
0,7 0,7
W = [x*(1 —a, k — r —1); 00) = [x(0,95;3); 00) = [7, 815; 0)
, (7-8,5)2 (15-10,3)> (10-10,7)> (8 —10,5)?

- — 3,05
X 85 | 103 | 107 < 105 ’

Ho : Fa(x) = o( ), Hi: Fa(x) # &(

x2 & W, zatem nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, ze rozktad czasu
pracy baterii tego typu ma rozkfad normalny ze Srednig © = 3,5 i
odchyleniem standardowym o =0, 7.
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Testy zgodnosci

Inne testy zgodnosci:
@ Test Cramera von Misesa
@ Test Andersona - Darlinga
© Test Watsona
Q Test Jarque - Bera
© Test Shapiro - Francia
@ Test D'Agostino
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Testy istotnosci réznic

Testy istotnosci réznic s3 testami w ktérych poréwnujemy ze sobg 2 lub
wiecej badanych grup. W przypadku danych na skali interwatowej lub
ilorazowej poréwnujemy parametry (najczesciej $rednia) w badanych
grupach. Testy te dzielg sie na 2 rodzaje, w zaleznosci od tego, czy
poréwnujemy ze soba 2, czy wiecej grup. W testach istotnosci réznic
poréwnujacych ze soba 2 grupy hipoteza zerowa i alternatywna maja
postac:

Ho:pa = p2,  Hi:pa # pe (1 > p2 lub g < ),
a w testach poréwnujacych wiecej niz 2 grupy:
Ho:pi=po=...=pk, Hi:pi#pjdlapewnegoiij.

W przypadku danych na skali nominalnej lub porzadkowej poréwnujemy
rozktady badanej cechy w obu grupach, a zatem s3 to wéwczas testy
zgodnosci (postaci hipotez s3 takie jak w testach zgodnosci).
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Algorytm wyboru testu istotnosci réznic

Tie jest grup pordwaawezyeh? kel

2 grupy 2(p>2) gup
Jaka jest skala pomiarowa zmienncy Jaka jest skala pomiarowa zmiennej
aleine] y? zaleinej y?

[)
| porzgdiowa

v v v + )
@“;&, [——— H;;‘aggw ’ [ ominin |

test

doklad- ::]ify test

m || | | e
dabioh. | | 9% oy st ®
e ANOVA, median

Fishera | | ANOVA

© ® ® (B

&)
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Testy istotnosci réznic

Test serii Walda - Wolfowitza
Zatozenia:

© Dane na skali co najmniej porzadkowe;j
@ Poréwnujemy ze soba rozktady w 2 grupach
Weryfikujemy hipoteze

Ho : P[X1 = xi] = P[Xo = x;] dla wszystkich i

Hi : P[Xi = xi] # P[Xo = x;] dla pewnego i

max(ny, n2) Statystyka testowa Obszar krytyczny W
<20 Un, n, - liczba serii (0; k]
20 U* U e 15,20 1
> n,ny T \/2"1”2(2"1"2*("1“2)) (—OO, _u( o a)]
(n1+n2)?(n+n3—1)

Wartos¢ k odczytujemy z tablic dla liczby seri
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Test serii Walda - Wolfowitza — przyktad

Podczas potowu ryb wyciggnieto 12 sieci w rejonie A i 12 sieci w rejonie B.
Odsetki ztowionych $Sledzi ksztattowaty sie nastepujaco:

A]60,2 70,4 36,0 44,0 42,0 68,0 70,0 70,1 53,0
B|30,4 20,6 70,4 60,3 36,1 49,1 69,1 73,2 44,1
A| 59,0 68,9 70,0
B|32,6 48,0 40,0

Zweryfikowa¢ hipoteze, ze odsetki ztowionych tososi w obu rejonach s3
jednakowe. Sortujemy rosngco uzyskane wyniki z uwzglednieniem grup do
jakich nalezaty:

B B B A B B A A

20,6
B

30,4 32,6 36,0 36,1
B B A A

40,0 42,0 44,0
A B A

44,1
A
68,9

48,0 49,1
B A
69,1

70,0 70,0 70,1

53,0 59,0 60,2 60,3 68,0
A A A B B
70,4 70,5 73,2
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Test serii Walda - Wolfowitza — przyktad C.D.

Ostatecznie uzyskujemy ciag serii:
BBB A BB AA BBB AAA B AA B AAAA BB

Zatem liczba serii Ui 12 = 11 Wartos$¢ k dla ny =12, no =12, o = 0,05
jest réwna 8.
W = (0; 8]

Uiz,12 ¢ W zatem nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hp, ze odsetki
ztowionych fososi w obu rejonach sa jednakowe.
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Testy istotnosci réznic

Test U Manna - Whitneya
Zatozenia:
© Dane na skali co najmniej porzadkowe;
Postaci hipotez:

Ho : P[X1 = xi] = P[Xo = x;] dla wszystkich i/,
Hy : P[X1 = xi] # P[X2 = x;] dla pewnego i

Nadajemy rangi zebranym obserwacjom i sumujemy rangi w pierwszej i
drugiej grupie uzyskujac wartosci Ry i Rs.
Statystyka testowa:

(ni+1
Ui = niny + w — Ri, U=min(Uy, Us)
max(ny, ny) | Statystyka testowa Obszar krytyczny W
<20 U Odczytujemy z tablic
Ty
>20 | U= 2 | (~o0,—u(l— $)]Uu(l — ¢), )
n1n2(ni;-n2+1)
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Testy istotnosci réznic

Test doktadnego prawdopodobieristwa Fishera
Zatozenia:

O Dane na skali nominalnej
@ Badana cecha jest dychotomiczna (przyjmuje tylko 2 mozliwe wartosci)

Postaci hipotez badawczych:
Ho . P[Xl :Xl] = P[X2 :Xl], H1 . P[X1 = X1] 75 P[X2 = X1]

Tworzymy tabele licznosci:

X1 X2
X1 a b a+b
X2 C d c+d
at+c|b+d N

Obszar krytyczny: W = [0; ]

Statystyka testowa: p = (a+b)!(Cﬁ!i?g!ifdc!)!(bw)!
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Poréwnania wielu grup

W testach poréwnujacych ze sobg wiele grup, oprécz wartosci badanej
cechy, mamy takze zmienne, ktdrych wartosci okreslaja przydziat obserwacji
do jednej z poréwnywanych grup.

Przyktadowo mozna poréwnywaé wyniki badan pacjentéw w zaleznosci od
ich grupy krwi. Zmienng okreslajaca przydziat do grup jest wéwczas grupa
krwi (mamy 4 grupy: 0, A, B, AB). Taka analize nazywamy
jednoczynnikowa (tylko jedna zmienna decyduje o przydziale do konkretnej
grupy - grupa krwi).

Moze sie réwniez zdarzy¢, iz o przydziale do grup decyduje wartos¢ wiecej
niz jednej zmiennej, wéwczas mamy do czynienia z analizag wieloczynnikowa
Przyktadowo, gdybysmy w badaniach oprécz grupy krwi pacjentéw
uwzglednili takze czynnik Rh mielibysmy wéwczas 8 grup
zdeterminowanych przez 2 zmienne (grupa krwi i czynnik Rh).
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Poréwnania wielu grup

W przypadku poréwnan wielu grup, gdy wartosci badanej cechy s3 na skali
co najmniej interwatowe] (test parametryczny) stosujemy analize wariancji
ANOVA (jednoczynnikowa lub wieloczynnikowa).

W przypadku, gdy badana cecha jest na skali porzadkowe] stosujemy test
Kruskala - Wallisa, (szczegélnym przypadkiem tego testu jest test U Manna
- Whitneya ktéry stosuje sie w przypadku poréwnan 2 grup).

W przypadku danych na skali nominalnej stosujemy test x?.
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ANOVA jednoczynnikowa

Zatozenia:
© Badana cecha ma rozktad normalny
@ Dane na skali interwatowej lub ilorazowej
© Wariancje sa homogeniczne
© Liczebnosci obserwacji w grupach nie powinny sie istotnie rézni¢ (o
wiecej niz 10%)

Postaci hipotez:
Hq U1 = M == Uk, Hq :ui#uj dla ktéregoéiij,

gdzie k jest liczba grup poréwnawczych.
Wyznaczamy $rednig wartos¢ cechy X, oraz $rednie w kazdej z grup Xj.
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ANOVA jednoczynnikowa

Wyznaczamy wariancje:

Q Miedzygrupowa

k . _
=1 n;j(X; — X)?

SSE = ==

Q@ Wewnatrzgrupowa

k n; —
_ =1 it (xij — Xj)2

B

SS pa—

Statystyka testowa Obszar krytyczny W
F=2% W=I[F(1—-a;k—1,n—k),00)

W przypadku odrzucania hipotezy Hy, wyznacza sie tzw. kontrasty, czyli
okresla pomiedzy ktérymi grupami réznice s3 statystycznie istotne. W tym
celu stosuje sie testy: test NIR (najmniejszych istotnych réznic ang. LSD),
Duncana, Tukeya, Scheffego lub Bonferoniego.
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ANOVA dwuczynnikowa

Zatozenia:
© Badana cecha ma rozktad normalny
@ Dane na skali interwatowe] lub ilorazowej
© Wariancje s3 homogeniczne
@ Liczebnosci obserwacji w poszczegélnych grupach sg réwne.

Postaci hipotez:

H(f\ Cp = o == fow, HE i # ). dla ktéregos i i j,
Hég T = D = .. = [k, HlB : p.i # p.j dla ktéregos i i j,
H()“B Cpl =2 = ... = fik, HEE pij 7 ppr dla ktéregos ij i pr,

Wyznaczamy $rednie wartosci cechy X, oraz $rednie w kazdej z grup
X, X 1 %G
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ANOVA dwuczynnikowa

Wyznaczamy wariancje:
QO Miedzygrupowa wzgledem A
km i (572 — X)?

w—1

SSEp =
Q Miedzygrupowa wzgledem B

k (v — %)2
SSEBzme,;lfx.lJ. X)

© Miedzygrupowa taczna

my il JI'(:1(VJ~—W—>TJ'.+7)2
(w—-1)(k—1)

SSEpxg =

Q@ Wewnatrzgrupowa

k ——\2
it j=1 >emq (Xijs — X57.)

556 = wk(m — 1)

Andrzej Krajka Informatyka 205 /223



ANOVA dwuczynnikowa

Hipoteza | Statystyka Obszar krytyczny W
Hg' F:% W=[F(1—-a;w—1;n— wk),o0)
HE F =328 W = [F(1 — a; k — 1;n — wk), 00)
H{B | F=2228 | W =[F(1L—a;(w—1)(k—1);n — wk),0)
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Poréwnania wielu grup

Test Kruskala - Wallisa
Zatozenia:
@ Dane na skali co najmniej porzadkowe;
Postaci hipotez:

Hp : Wartosci badanej cechy nie r6znia sie istotnie miedzy grupami
Hy : Wartosci badanej cechy réznig sie istotnie miedzy grupami

Zebranym danym nadajemy rangi.
Wartos¢ statystyki testowe;:

12 P R?

2 E: i
[ __3n_|_1’
X n(n—i—l)iln,- ( )

gdzie R; jest suma rang w i-tej grupie
Obszar krytyczny:
W = [x*(a; p— 1), 0)
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Poréwnania wielu grup

Test x2 (niezaleznosci)
Zatozenia

@ Dane na skali co najmniej nominalnej (dowolna skala)

@ Liczebnosci i liczebnosci empiryczne dla kazdej wartosci > 5
Stawiamy hipotezy:

Ho : P[Xi = xx] = P[Xj = x«] dla wszystkich i,/ i k

Hi : P[Xi = x| # P[X; = x] dla ktérychkolwiek i,/ i k

Statystyka testowa Obszar krytyczny W
. — e )2
2= S8 Sk @2 | P - (p— 1)(E 1)) o0)

gdzie oy jest liczba obserwacji dla wartosci x, w i-tej grupie, a ej, jest
teoretycznie wyznaczong liczba obserwacji dla wartosci xx w i-tej grupie
(eik = n. - 7=), t jest liczba réznych wartosci x; a p liczba grup
poréwnawczych.
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Test x? dla wielu grup - przyktad

Zbadano poglady wséréd amerykanskich wyborcéw na temat prawa do
aborcji i uzyskano nastepujace wyniki:

Prawo do aborcji | Republikanie | Demokraci | Niezalezni
Za 82 70 62
Przeciw 93 62 67
Niezdecydowani 25 18 21

Na poziomie istotnosci 1 — « = 0,95 zwerfikowa¢ hipoteze, ze nie ma
istotnych réznic w pogladach na temat prawa do aborcji miedzy
zwolennikami réznych partii.

W = [x?(0,95;4); 00) = [9, 488; oc)
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Test x? dla wielu grup - przyktad c.d.

Prawo do aborcji | Republikanie | Demokraci | Niezalezni | Razem
Za 82| 85,6 |70 | 64,2 | 62|64 2| 214
Przeciw 93 | 88,8 | 62| 66,6 | 67 | 66,6 | 222
Niezdecydowani | 25 25,6 18 | 19,2 | 21 | 19,2 64
Razem 200 150 150 500
» (8285, 6)2 (70 — 64,2)2 N (62 —64,2)> (93 — 88,8)?
- 85,6 64,2 64,2 88,8
(62 — 66,6)%> (67 — 66,6)> +(25 —25,6)? +(18 —19,2)? +(21 —19,2)?
66,6 66,6 25,6 19,2 19,2
x2=1,53¢ W

Zatem nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, ze nie ma istotnych réznic
w pogladach na temat prawa do aborcji miedzy zwolennikami réznych partii.
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Testy dla danych zaleznych

Przeprowadzajac analizy statystyczne, zdarzaja sie sytuacje w ktérych
mamy do czynienia z danymi zaleznymi. Najczesciej sg to sytuacje w
ktérych badamy te same obiekty, poddane wptywowi pewnego czynnika.
Przyktadem jest badanie stanu pacjentéw przed i po podaniu pewnego
leku. Weryfikujac hipoteze, ze podanie tego leku wptywa na stan
pacjentéw, poréwnujemy ich wyniki przed i po podaniu leku.
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Wybér testu istotnosci réznic dla danych zalezny

I Ile jest grup poréwnawezych? |
¥ )
[2empy ] [20>2 ey |
+ v

Jaka jest skala pomiarowa zmiennej Jaka jest skala pomiarowa zmieanej
zalerng) y?

|

zaleznej p?
if;“ﬁx;; |porzqdkowa pominalna | Jorazown 1| porzpakowa nnminalna—l
Cay rozktad Czy rozkiad
2miennej zalezne zmicnpe] zalezng
Jest normalny? jest normainy?
(e ]— [z }—
Jaka jest wielkosé
ErUp porownaw-
czych n?
v A v A
test test test
test Wilcoxona test F — ana- Friedmana test
z test McNemara lizy test Cochrana
makow wariancji Kendalla
@ ® e ©@ (© o (&)
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Testy istotnosci réznic dla danych zaleznych

Test z dla danych zaleznych
Zatozenia:

O Dane na skali interwatowej lub ilorazowej
@ Rozkfad zmiennej zaleznej jest normalny
© Préba jest duza (n > 30)

© Dane s3 zalezne

Dla wartosci x; i y; (obserwacje przed i po doswiadczeniu) wyznaczamy
wartosci d; = y; — x; | wyznaczamy z nich $rednia i wariancje.

Stawiamy hipoteze zerowa Hp : pg = 0 (doswiadczenie nie ma wptywu na
badane obiekty).

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W
) i 20 | (—o0, —u(L — )] U [u(l — 3), 150)
U= n pad <0 (—o0, —u(1l — )]
fg >0 [u(l - ), +00)

Andrzej Krajka Informatyka 213 /223



Testy istotnosci réznic dla danych zaleznych

Test t dla danych zaleznych

Zatozenia:

@ Dane na skali interwatowe] lub ilorazowej

@ Rozktad zmiennej zaleznej jest normalny

© Proba jest mata (n < 30)

© Dane sa zalezne
Dla wartosci x; i y; (obserwacje przed i po doswiadczeniu) wyznaczamy
wartosci d; = y; — x; i wyznaczamy z nich $rednia i wariancje.
Stawiamy hipoteze zerowa Hp : pg = 0 (doswiadczenie nie ma wptywu na
badane obiekty).

Statystyka testowa Hy Obszar krytyczny W
pd 7 0 *
t=9/n—1 pg < 0| (—o0,—t(1l —a; n—1)]
g >0 | [t(l —a;n—1),+00)

* = (—o0,—t(1 = 5;n=1]U[t(l = §;n—1),+00)
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Testy istotnosci réznic dla danych zaleznych

Test T Wilcoxona

Zatozenia:

@ Dane na skali co najmniej porzadkowe;

Q Dane s3 zalezne
Dla wartosci x; i y; (obserwacje przed i po doSwiadczeniu) wyznaczamy
wartosci d; = y; — x;. Dokunujemy rangowania wartosci |d;| po odrzuceniu
wszystkich d; = 0 i sumujemy rangi dla d; < 0 uzyskujac wartos¢ T oraz
rangi dla d; > 0, uzyskujjac wartos¢ To. T = min( Ty, T3)
Stawiamy hipotezy Hy : ug =0, Hi: g #0

Liczba d; # 0 | Statystyka testowa Obszar krytyczny W
6—25 T Odczytujemy z tablic
_ Tt . a ay.
24
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Testy istotnosci réznic dla danych zaleznych

Test McNemary
Zatozenia:

@ Dane na skali nominalnej dychotomicznej (przyjmujace tylko 2
wartosci)

@ Dane s3 zalezne

Tworzymy tabele licznosci wzgledem wartosci badanej cechy przed i po
wykonaniu doswiadczenia.

IIOII |I1II
IIOII a b
||1|| c d
Hp : Doswiadczenie nie miato wptywu na badang ceche
Y2 = (b—c)?
b+c

W =[*(1 - a;1); 00)
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Testy istotnosci réznic dla danych zaleznych

Test S Friedmana
Zatozenia:

@ Dane na skali co najmniej porzadkowe]

@ Dane s3 zalezne

© Poréwnujemy p > 2 grup (np. badamy te same obiekty pod wptywem

p réznych czynnikéw)

Tworzymy tablice w ktérej w wierszach umieszczamy obserwacje dotyczace
kolejnych badanych obiektéw, a w kolumnach wartosci obserwacji pod
wptywem kolejnych czynnikéw. Rangujemy wyniki dla kazdego obiektu z
osobna (w wierszach). Obliczamy sumy rang dla kazdego czynnika (w
kolumnach) uzyskujac wartosci R;.
Postaci hipotez:

Ho : Zaden czynnik nie wptywa na warto$¢ obserwacji

Hy : Przynajmniej dla jednego czynnika réznica jest statystycznie istotna
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Testy istotnosci réznic dla danych zaleznych

Test S Friedmana

Czynnik 1 Czynnik 2 e Czynnik p
obiekt Wartl | Rangal | Wart2 | Ranga2 | ... | Wartp | Rangap
obiekt 1 ail Ri1 aio Ri> ... ap Rlp
obiekt 2 an R>1 ann R>s ... azp Rzp
obiekt n anl Rn1 ano Rno ... anp Rnp
Suma rang Ry R> Rp

Statystyka testowa:

12 P
S=—-—"+ R,-2—3np+1
np(p+1),; (p+1)
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Testy istotnosci réznic dla danych zaleznych

Test S Friedmana

Wartosci ki n Obszar krytyczny W
k=3, n=2,...,13
k=4n=2...,8 [S(1 —a,p,n);o0)

k=5 n=3405
Pozostate [X3(1 —a; p—1);00)
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Testy istotnosci réznic dla danych zaleznych

Test Q Cochrana
Zatozenia:

© Dane na skali nominalnej dychotomicznej (przyjmujace tylko 2
wartosci: "0" i "1")
© Dane s3 zalezne

© Poréwnujemy p > 2 grup (np. badamy te same obiekty pod wptywem
p réznych czynnikéw)

Tworzymy tablice w ktérej w wierszach umieszczamy obserwacje dotyczace
kolejnych badanych obiektéw, a w kolumnach wartosci obserwacji pod
wptywem kolejnych czynnikéw.

Postaci hipotez:

Ho : Zaden czynnik nie wptywa na wartos¢ obserwacji
Hy : Przynajmniej dla jednego czynnika réznica jest statystycznie istotna
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Testy istotnosci réznic dla danych zaleznych

Test Q Cochrana

Czynnik 1 | Czynnik 2 Czynnik p | Suma
obiekt 1 an aio ap y.
obiekt 2 ani ann ap Y.
obiekt n anl an anp Y
Suma ¥ Y2 Yop

Obszar krytyczny:

Andrzej Krajka

Statystyka testowa:

(P=1)pXf yi— (O vi)?

Q=

P k=1 Yk — Dk=1 }//3

W =[’(1-ap—1); )
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Inne testy

Test serii (Test losowosci préby)
Posta¢ testowanej hipotezy:

Ho : (X1, X2, ..., Xn) jest proba losowa

Wyznaczamy mediane M, i wyznaczamy wartosci y; = sign(x; — Me).
Wartosci 1 1 —1 tworza serie ktérych liczbe wyznaczamy.

Obszar krytyczny:
W = [0; R(a, n)]
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Test serii - przyktad

Pobrano prébe w ktérej badana cecha miata kolejno nastepujace wartosci:
1,04; 1,07; 1,08; 0,96; 1,02; 1,03; 1,03; 0,92; 1,00; 0,97; 0,95;
0,99; 0,96; 1,04; 0,98

Czy ta préba jest losowa?

M. =100

Wartosci y;:

1,1,1,-1,1,1,1,-1,0,—1,-1,-1,-1,1, -1
Mamy k=7 serii.
W = [0; R(0, 05;15)] = [0; 4]
kg W

Zatem nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, iz ta préba jest losowa.
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