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Testowanie hipotez statystycznych

Definicje

Hipoteza = sad o zbiorowosci generalnej (populacji) wydany
na podstawie proby statystycznej.
Rodzaje hipotez - parametryczne (o wartosci przeci¢tnej,

o wskazniku struktury, o wariancji, itp.) oraz nieparametryczne
(o rozkladzie cechy, o niezaleznosci cech X i Y, itp.).

Hipoteza Z€rowa (HO) = hipoteza sprawdzana.

Hipoteza alternatywna (Hl) - hipoteza, ktora
jesteSmy sklonni przyjac¢ gdy odrzucimy hipotez¢ zerowa (Hy).
Test statystyczny - regula postegpowania w wyniku ktorej
odrzucimy hipoteze¢ zerowa (Hy).

Rodzaje bledow w testowaniu hipotez

przyjaé HO odrzucié¢ HO
H O.K. . I-rodzaju
0
prawdziwa 1-a oL
H, . I1-rodzaju O.K.
falszywa B 1- B

Ol - jest to prawdopodobiefistwo popelnienia bledu I-rodzaju i
nazywane jest p0Ziomem iStotnosci . Zwykle przyjmuje sie:

OL=0,05 (uzywane s3 rowniez poziomy: 0,1; 0,02; 0,01)

Dobry test: testw ktorym OL=[3
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Testy istotnosci - testy, w ktorych dla z gory ustalonego

poziomu prawdopodobienstwa bledu I-rodzaju (Ol) poziom

prawdopodobienstwa bledu II-rodzaju (B) jest minimalny.

Sprawdzian (hipotezy) - statystyka, ktorej wartosé
policzona na podstawie proby pozwala podjac decyzj¢ o odrzuceniu

hipotezy zerowej (Hy).

Zbior (obszar) krytyczny - zbior wartosci
sprawdzianu, ktore przemawiajg za odrzuceniem hipotezy zerowej

(Hy).

Rodzaje zbiorow (obszarow) krytycznych

for

.

for

.

Lewostronny prawostronny
obszar odrzucenia H, obszar odrzucenia H,
Ho: Q=0 Ho: Q=0
Hi: 0<0, H;: 0> 0

NIR

o4

NIR

obustronny

obszar odrzucenia H,

Ho: Q0 =0,
H;: Q # Qy
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Testy parametryczne

Elementarnymi testami sg tutaj nastgpujace testy:

1. Testowanie hipotezy o wartosci przeci¢tnej (772) oraz

2. Testowanie hipotezy o wskazniku struktury ().

W celu porownywania obu wymienionych parametrow w dwoch
zbiorowosciach stosuje si¢ nastepujace testy (tylko na éwiczeniach):

1. Testowanie hipotezy o rownosci dwoch wartosci przeci¢tnych
(m{=m)) oraz
2. Testowanie hipotezy o rownosci dwoch wskaznikow struktury

P1=P2)-

Testowanie hipotezy o wartosci przeci¢tnej (1)

Zalozenie: Cecha ma w populacji rozklad normalny /N(m; 0).
Zalozenie to mozna weryfikowa¢ nieparametrycznymi testami
zgodnosci (np. test zgodnosci chi-kwadrat).

Formulowanie hipotez

Hipoteza zerowa (H,) jest hipoteza ,,0 réwnos$ci” i brzmi:

H(): m = m,

gdzie M jest konkretng wartoscig (liczbg).

Hipoteza alternatywna (H;) moze by¢ sformulowana trojako
(najczesciej w zaleznosSci od wyniku uzyskanego w probie):

H{: m #m, (albo H{: m<mgyabotez H{: m > m())

Wyboér hipotezy alternatywnej (H;) ma decydujace znaczenie dla
sformulowania obszaru odrzucenia.
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Konstruowanie sprawdzianu
Wyboér sprawdzianu hipotezy zerowej (Hj)zalezy od liczebnos$ci

proby A oraz od znajomosci odchylenia standardowego O
w populacji.

Jezeli:
e O jest znane i <30 albo
e O jest znane i n>30 albo

e O jest nieznane i 7>30 ale wowczas mozemy przyja¢ o=S
to sprawdzianem hipotezy zerowej H jest statystyka:

X —m
9.1 I'= - \/;

ktéra ma rozklad normalny /V (0 ’ 1)

Jezeli:
e O jest nieznane i n<3()
to sprawdzianem hipotezy zerowej Hj jest statystyka:

T=¥\/n—l

9.2)

ktéra ma rozklad Studenta o n-1 stopniach swobody.

Whnioskowanie

Jezeli warto$é sprawdzianu 7 znajdzie sie:

1. w obszarze odrzucenia, to odrzucamy H i przyjmujemy H;.
2. poza obszarem odrzucenia, to nie mamy podstaw do odrzucenia

H,.

UWAGA !!! Nigdy nie mowimy o przyjeciu hipotezy H,.
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Jak oczytac z tablic wartos$¢ krytyczna ! kryt

tj. granice (granice) dla obszaru odrzucenia

e Przyjmujemy poziom istotnosci czyli prawdopodobienstwo Ol
popelnienia bl¢du I-rodzaju.

e Rodzaj obszaru krytycznego okreslamy wstepnie na podstawie
hipotezy alternatywnej H; (wyjasniaja to rysunki na stronie 2).

Rozklad normalny N( 0 . 1) (rozdane 2-stonicowe tablice)

1. Dla obszaru lewostronnego odczytujemy taka wartos¢ kryt

dla ktérej ®(-t,,, )=0
2. Dla obszaru prawostronnego przyjmujemy wartos¢ odczytana
dla obszaru lewostronnego i bierzemy jg ze znakiem dodatnim:

s

3. Dla obszaru obustronnego odczytujemy takg wartos¢ N tk’)’f ,

_ +
dla ktorej (D(_ Lyt ) — OL/ 2 . Granicami beda wartosci: — tkfyl‘

Rozklad Studenta (rozdane tablice)
1. Dla obszaru lewostronnego lub prawostronnego odczytujemy

taka wartos¢ tkfyf , dla ktorej P ﬂT n—l‘ > tkryt}> 20 4

przyjmujemy N tk’fyf dla obszaru lewostronnego lub t tk’)’f
dla prawostronnego.

2. Dla obszaru obustronnego odczytujemy takg wartos¢ tkfyl‘ , dla

ktorej P {JTn—l‘ > tkryt}> X, Granicami obszaréw odrzucenia

_I_
beda warto$ci: — tk’)’f
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PRZYKLAD

W 100 losowo wybranych gospodarstwach domowych $rednia
miesi¢czna oplata za energie elektryczna wyniosla 68 zlotych, a

odchylenie standardowe 14 zlotych. Zweryfikuj panujaca opinie, ze
przeci¢tne miesi¢czne wydatki na energi¢ elektryczng w calej

populacji (#1) wynosza 73 zlotych przyjmujac poziom istotnosci
0,05.
Dane: n =100 X =68 S=14

a=0,05 my=75 o~=8S

Hipotezy: Ho: m =175
Hi:m <75 (obszar lewostronny)
. T = A-—m Jn
Sprawdzian: G
T 68 —75 100
14
=5

Wartos¢ krytyczna: odczyt z rozkladu normalnego /N(031)
a=005 _ Iy =—104

oy

(04

~ - T=-5<-164
Wartos¢ sprawdzianu T= -5 lezy w obszarze odrzucenia:

WNIOSKOWANIE: Nalezy odrzucié¢ Hy i przyja¢ Hy, tzn. ze
nieznane przeci¢tne wydatki na energi¢ w calej populacji (m) sa
mniejsze od 75 zlotych.
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PRZYKLAD (czas dojazdu pracownikéw firmy DINO)

Dla 17 losowo wybranych pracownikéw firmy DINO otrzymano

$redni czas dojazdu 26 minut, a odchylenie standardowe 6 minut.
Zweryfikuj panujaca opinig, Ze przeci¢tny czas dojazdu w calej

populacji (72) wynosi 25 minut przyjmujac poziom istotnosci 0,05.
Dane: n=17 x=26 S=6
a=0,05 my=25
Hipotezy: Hy: m =25
Hi: m#25 (obszar obustronny)

T=¥\/n—l

Sprawdzian:

WartosS¢ krytyczna:  odczyt z rozkladu Studenta
o 17-1=16 stopniach swobody.

0 =005 _ Ly =22,1199

oL

NIR
MR

t

- —=—— —21199<T=2/3<+2,1199

Wartos¢ sprawdzianu T= 2/3 nie lezy w obszarze odrzucenia.

WNIOSKOWANIE: Nie ma podstaw do odrzucenia Hy, tzn. ze

nieznany przecietny czas dojazdu w calej populacji (m) jest by¢
moze rowny 25 minut; test tego nie rozstrzyga.
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[8]

Z.alozenie: Cecha ma w populacji rozklad dwupunktowy

z parametrem J) oznaczajacym prawdopodobienstwo, ze cecha

przyjmie wyrézniong warto$¢. Préba musi by¢ duza (n>100).

Formulowanie hipotez

Hipoteza zerowa (H,) jest hipoteza ,,0 rownosci” i brzmi:
Hy: p = po

gdzie P jest konkretng wartoscia (liczbg).

Hipoteza alternatywna (H;) moze by¢ sformulowana trojako
(najczesciej w zaleznosci od wyniku uzyskanego w probie):

H;: p # po (albo Hy: p < pg albo tez Hy: p > py)

Wybér hipotezy alternatywnej (H;) ma decydujace znaczenie dla

sformulowania obszaru odrzucenia.
Sprawdzian

9.5) \/Po (1 — Py )
n

ktéra ma w przyblizeniu rozklad normalny /V(0 ; 1)

Whnioskowanie

Jezeli warto$é sprawdzianu 7 znajdzie sie:

1. w obszarze odrzucenia, to odrzucamy H i przyjmujemy H;.

2. poza obszarem odrzucenia, to nie mamy podstaw do odrzucenia

H,.
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PRZYKLAD

Panuje opinia, ze w 40 % rodzin powazniejsze decyzje finansowe
podejmuje malzonek. Zapytano 200 losowo wybranych
przedstawicieli rodzin: ,,Kto podejmuje powazniejsze decyzje
finansowe w domu?” W 72 przypadkach otrzymano odpowiedz, ze
podejmuje je malzonek.

Zweryfikuj powszechnie panujaca opini¢ na temat odsetka rodzin

(), w ktorych powazniejsze decyzje finansowe podejmuje malzonek

przyjmujac poziom istotnosci o0.=0,02.

Dane: 7=200 X =72 p,=0,4
o =0,02
Hipotezy: Hy: p=04
H;: P # 0,4 (obszar obustronny)

Sprawdzian:
X
; — Do
T =
\/ Po (1 — Po )
n
72
7200
JOA@—OA)
200
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Wartos$¢ krytyczna: odczyt z rozkladu normalnego /V(0;1)

0=0,02 _, @/2=001_ ., =12,33

for

NIR
NIR

~ e ~2,33<T=-115<+4233
Wartos¢ sprawdzianu T= -1,15 nie lezy w obszarze odrzucenia.

WNIOSKOWANIE: Nie ma podstaw do odrzucenia Hy, tzn. ze

nieznany odsetek rodzin w calej populacji (p), w ktorych malzonek
podejmuje powazniejsze decyzje finansowe jest by¢ moze rowny
40%:; test tego nie rozstrzyga.
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Testy nieparametryczne

Omowimy tutaj dwa sposrod wielu testow nieparametrycznych:
1. test niezaleznosci chi-kwadrat (testowanie niezaleznosci cechy X
i cechy Y) oraz
2. test zgodnosci chi-kwadrat (testowanie zgodnosci rozkladu
badanej cechy X z wybranym rozkladem teoretycznym).

Test niezaleznosci  (chi-kwadrat)

Test stuzy badaniu zaleznosci dwoch cech: Xi Y. Obie cechy moga
by¢ dowolne (jakosciowe lub ilosciowe).

Dla obu cech zbudowana jest tablica korelacyjna o 7 wierszach i

S kolumnach (sposob przypisania cech X i Y do wierszy i kolumn
jest dowolny).

Formulowanie hipotez

H: cecha Y NIE ZALEZY od cechy X

H: cecha Y ZALEZY od cechy X

Oznaczmy:

n;; —liczebnosci empiryczne (liczba jednostek charakteryzujacych
si¢ i-tym wariantem jednej cech oraz j-tym wariantem drugiej
cechy).

n — liczba badanych jednostek
n;, —liczebnosci brzegowa i-tego wiersza

n.; — liczebnosci brzegowa j-tej kolumny
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n’ jj — liczebnosci teoretyczne (liczone przy zalozeniu, Ze hipoteza
H, jest prawdziwa). Liczebnosci teoretyczne wyliczamy nastepujaco:

' nio X noj
nij =
n
Sprawdzian
r S \n.. — n')2
2 ( y y
X = .

(10.7) P nl.j

2
ktora ma rozklad ¥ o k= (r - 1)(s — 1) stopniach swobody.

Obszar odrzucenia jest tutaj obszarem prawostronnym.

f(xz)“

Whnioskowanie

Jezeli warto$¢ sprawdzianu ) znajdzie sig:

1. w obszarze odrzucenia, to odrzucamy HQ i przyimujemy H;.

2. poza obszarem odrzucenia, to nie mamy podstaw do odrzucenia

H,.
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Pomiar sily wspolzaleznosci cech XiY

e Jezeli obie cechy sg cechami mierzalnymi mozemy wykorzystac

wspolczynnik korelacji 7yy Pearsona.
e W przeciwnym wypadku mozemy zastosowac jedna z miar

2
opartych na wartos$ci sprawdzianu . Sg to wspélczynniki

wspolzaleznosci:
2
c= |2

1. C —Pearsona Y +n
2. #-Yula’a (10.8)

3. T -Czuprowa (10.9)

4. V -Cramera (10.10)

PRZYKLAD

Przeprowadzono szkolenie kilkuset kursantow. Podzielono ich
losowo na cztery grupy i kazda z nich szkolono odr¢bng metoda. Na
zakonczenie kursu sprawdzono wiedze¢ kursantow za pomoca testu
Informacje o wynikach zestawiono w tablicy korelacyjnej.

Na poziomie istotnosci o = 0,05 zweryfikuj zastrzezenie, ze wynik
testu zalezal od metody szkolenia.

Wyniki testu — liczebnosci empiryczne [n;;]

Wynik metoda nauczania (X)
testu (Y) A B C D n;,
mierny 30 40 40 20 130
dostateczny 30 40 20 40 130
dobry 40 20 40 40 140
n,; 100 100 100 100 400




M.Miszczynski, Materialy do wyktadu 10 ze Statystyki, 2006/07

HIPOTEZY

H(: wynik testu NIE ZALEZY od metody nauczania
H1! wynik testu ZALEZY od metody nauczania

Liczebnosci teoretyczne [n’;]

Wynik metoda nauczania (X)
testu (Y) A B C D Mie
mierny
dostateczny| 32,5 32,5 32,5 32,5
dobry 35,0 35,0 35,0 35,0
n,;
L - : 2
Obliczanie wartos$ci sprawdzianu Y
Wynik metoda nauczania (X) 5
testu (Y) A B C D
mierny
dostateczny 0,19 1,73 4,81 1,73
dobry 0,71 6,43 0,71 0,71
)Y
2

warto$ci sprawdzianu ) =

Liczba wierszy (r) =3
Liczba kolumn (s) = 4

Liczba stopni swobody (k) = (3-1)(4-1) =
Poziom istotnosci o =

2
Wartos¢ krytyczna odczytana z tablic: Xk’yf

=12,592
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f(xz)“

Xim =12,592 - 2 =25,48

/£ . 2 . .
Wartos¢ sprawdzianu = 25,48 lezy w obszarze odrzucenia.

WNIOSKOWANIE: Nalezy odrzuci¢ Hy i przyjaé¢ H; ,tzn. ze

wynik testu (Y) zalezal od metody nauczania (X).

Sila wspolzaleznosci obu cech

Obie cechy sa niemierzalne (jakoSciowe).

Uzyjemy zatem wspolczynnika wspolzaleznosci C — Pearsona.

2

25,4

C= |2 = | 2% o5
x> +n | 2548+400

Wspolzaleznosc¢ obu cech jest wyrazna lecz niska.
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Test zgodnosci xz (chi-kwadrat)

Test stuzy badaniu czy rozklad cechy X podlega okreslonemu
rozkladowi teoretycznemu.

Analogicznie jak w poprzednim tescie sprawdzian { oparty jest
na porownywaniu liczebnosci empirycznych z teoretycznymi
wyliczonymi przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy H,.

Poniewaz kazdy rozklad wymaga odmiennej techniki

2
wyliczania liczebnoSci teoretycznych, to test zgodnosci Y

zilustrujemy na przykladzie sprawdzania wybranego rozkladu.

PRZYKLAD

Badang cechg X jest odszkodowanie z tytulu kradziezy sprzetu
komputerowego [tys. zl]. Pobrano probe¢ losowa 168 wyplat
odszkodowan. Wyniki zestawiono w postaci szeregu rozdzielczego
z przedzialami klasowymi.

Na poziomie istotnosci o = 0,05 zweryfikuj zalozenie, ze kwota

odszkodowania X podlega rozkladowi normalnemu N(m;0).

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9)
srodek
klasy
i Xoi X1 n; Xi Xi*n; | Xi-Xg | (T)%(7) (8)*(4)
1 3 5 16
2 5 7 30
3 7 9 34
4 9 11 40
5 11 13 30
6 13 15 18
Razem X X 168 X X X

Dokoncz samodzielnie obliczenia, a przekonasz si¢, ze Srednia z

proby wynosi 9,1 tys. zl, a odchylenie standardowe 2,95 tys. zl.
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Formulowanie hipotez

Hy: cecha X MA rozklad normalny

Hi: cecha X NIE MA rozkladu normalnego

L] o r L o 2
Obliczanie wartosci sprawdzianu ¥

Dane: x=91 §=295 n=168
(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9)
J X0 X1i n; wi | O(uy) Pi n’; X2
1 3 5 16
2 5 7 30
3 7 9 34
4 9 11 40
5 11 13 30
6 13 15 18
Razem X X 168 X x 1,00000| 168,00

Kolumna (5) - obliczanie u;y;
Standaryzujemy prawe krance przedzialu klasowego (3),
tj. standaryzujemy wartosci xy; wedlug wzoru:
Cx—x x; =91

l S 2,95
Kolumna (6) - odczyt wartoSci dystrybuanty ®(u;;) z tablic N(0;1)

Kolumna (7) - obliczanie prawdopodobienstw p; dla klas przedzialowych
Klasa 1 p1=O@uq;)
Klasa 2 -5 pi=O(uy;) - O(uyig)
Klasa 6 (ostatnia) pPs=1- O(uy5)

Kolumna (8) - obliczanie liczebnosSci teoretycznych »’; dla klas

n =nxp, =168x p,
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2

Kolumna (9) - warto$¢ sprawdzianu )

2 Zr:(”i_”E)z

(10.1) A R—-.

i

. 2 : :
ktory ma rozklad % o k=r—s—1 stopniach swobody, gdzie:

r - liczba klas w szeregu rozdzielczym,
s - liczba parametrow, ktore nalezalo wst¢pnie oszacowaé na
podstawie proby (tutaj: sSrednia i odchylenie standardowe)

Wartos¢ sprawdzianu wynosi w przykladzie:

2
2 & (nz_nl) .
=D
i=1 n,

1

=0,344+0,518+1,476+0,110+0,119+ 0,340 =
= 2,907
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Wyznaczanie obszaru odrzucenia oraz wnioskowanie jest tutaj
analogiczne jak w tescie niezaleznosci chi-kwadrat.

W przykladzie:

Liczba przedzialow klasowych (r) = 6
Liczba oszacowanych wstepnie parametrow (s) =2

Liczba stopni swobody (k) =6-2-1=
Poziom istotnosci a =

Lo = 7815

Wartos¢ krytyczna odczytana z tablic:

f(xz)“

44

xZ

X' =2907 < Ly = 7815

.z : 2 . 1. :
Warto$¢ sprawdzianu ) = 2,907 nie lezy w obszarze odrzucenia.

WNIOSKOWANIE: Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy
zerowej (Hy) brzmigcej, ze kwota odszkodowan z tytulu kradziezy

sprzetu komputerowego ma rozklad normalny N(m ;o).




