Testy statystyczne stluzgce do wykrywania wartosci odstajacych

Warto$¢ odstajaca x, (ang. outlier) — obserwacja odlegta od pozostatych elementow proby
1 posiadajaca nietypowa (zbyt matg lub zbyt duza) warto$¢ liczbowa. Obserwacje odstajace
moga by¢ rezultatem przypadku, §wiadczy¢ o blednym pomiarze i/lub pomytkach przy

wprowadzaniu informacji do bazy danych. Zazwyczaj x, = X 1UD Xo = Xpax-

Test Q Dixon’a — opiera si¢ na definicji rozstepu: R = X0 — Xmin- Przed wykonaniem testu
dane nalezy uporzadkowac niemalejgco: x4, X3, X3, ..., Xy—1, Xy- 1€St ten polega na obliczeniu
réznicy migdzy warto$cia watpliwa x,,, a najblizszym wynikiem w serii pomiarowej

1 podzieleniu tej réznicy przez rozstep.

a) Xw = Xmin

b) Xw = Xmax

_ Xmax —XN-1 XN T XN-1

Nastepnie, wyznaczony parametr Q jest porownywany z warto$cig krytyczng Qy testu Dixon’a,
ktora nalezy odczyta¢ z tabeli. Uwaga! Warto$¢ krytyczna Qg zalezy zarowno od liczebnos$ci
serii pomiarow jak i1 zatozonego poziomu ufnosci. Jezeli Q = Qk to wynik watpliwy nalezy
uzna¢ za wynik odstajacy (x,, = x,) i odrzuci¢. Gdy Q < Qg to nie ma podstaw do odrzucenia

wyniku watpliwego.



Test Grubbs’a — przed wykonaniem testu dla serii pomiarowej nalezy wyznaczy¢ srednig (x)

oraz odchylenie standardowe As (metoda N —1) a dane uporzadkowaé niemalejaco:

xl, xZ,X3, ...,xN_l,xN.

a) Xw = Xmin

(x) — Xmin
G=——"—"—¥#H—+
As
b) Xw = Xmax
Xmax — (x)
G=—"—
As

Nastegpnie, wyznaczony parametr G jest porownywany z wartoscig krytyczng Gy testu
Grubbs’a, ktorg nalezy odczytac z tabeli. Uwaga! Warto$¢ krytyczna G zalezy zarowno od
liczebnosci serii pomiaréw jak i zalozonego poziomu ufnosci. Jezeli G = Gy to wynik watpliwy
x,, nalezy uznaé¢ za wynik odstajacy (x,, = x,) i odrzuci¢. Gdy G < Gg to nie ma podstaw do

odrzucenia wyniku watpliwego.

Metoda odchylenia standardowego — przed wykonaniem testu dla serii pomiarowej nalezy
wyznaczy¢ $rednig (x), Srednig (x),, bez uwzglednienia wyniku watpliwego oraz odchylenie
standardowe As,, (metoda N — 1) bez uwzglednienia wyniku watpliwego. Jezeli zachodzi
nierownos¢: [(x) — (x),,| = As,, to wynik watpliwy nalezy odrzucié, tzn. x,, = x,. Uwaga!
Metoda odchylenia standardowego jest wiarygodna gdy liczebno$¢ serii pomiarowej spetnia

nierOwnos¢: N = 30.



Liczba Wartos¢ Wartos¢ Liczba Warto$¢ Wartos¢

pomiaréw | krytyczna O, krytyczna G | pomiaréw | krytyczna O krytyczna G
(n) 95% | 9% | 95% | 99% (n) 95% | 99% | 95% | 99 %
3 0,970 | 0,994 | 1,153 | 1,155 22 0,468 | 0,544 | 0,438 | 2,939

B 0,829 | 0,926 | 1,463 | 1,492 23 0,459 | 0,535 | 2,624 | 2,963

5 0,710 | 0,821 | 1,672 | 1,749 24 0,451 | 0,626 | 2,644 | 2,987

6 0,628 | 0,740 | 1,822 | 1,944 25 0,443 | 0,517 | 2,663 | 3,009

-

8

9

0,569 | 0,680 | 1,938 | 2,097 26 0,436 | 0,510 | 2,681 | 3,029
0,608 | 0,717 | 2,032 | 2,221 27 0,429 | 0,502 | 2,698 | 3,049
0,564 | 0,672 | 2,110 | 2,323 28 0,423 | 0,495 | 2,714 | 3,068
10 0,530 | 0,635 | 2,176 | 2,410 29 0417 | 0,489 | 2,730 | 3,085
11 0,502 | 0,605 | 2,234 | 2,485 30 0,412 | 0,483 | 2,745 | 3,103
12 0,479 | 0,579 | 2,285 | 2,550 31 0,407 | 0,477 | 2,759 | 3,119
13 0,611 | 0,697 | 2,331 | 2,607 32 0,402 | 0,472 | 2,773 | 3,135
14 0,586 | 0,670 | 2,371 | 2,659 33 0,397 | 0.467 | 2.786 | 3.150
15 0,565 | 0,647 | 2,409 | 2,705 34 0,393 | 0,462 | 2,799 | 3,164
16 0,546 | 0,627 | 2,443 | 2,747 35 0,388 | 0,458 | 2,811 | 3,178
17 0,529 | 0,610 | 2,475 | 2,785 36 0.384 | 0,454 | 2.823 | 3.191
18 0,514 | 0,594 | 2,504 | 2,82] 37 0,381 | 0,450 | 2,835 | 3,204
19 0,501 | 0,580 | 2,532 | 2,854 38 0,377 | 0,446 | 2,846 | 3,216
20 0,489 | 0,567 | 2,557 | 2,884 39 0,374 | 0,442 | 2,857 | 3,228
21 0,478 | 0,555 | 0,442 | 2,912 40 0,371 | 0,438 | 2,866 | 3,240

Tabela. Wartosci krytyczne dla testu Q Dixon’a (Qg) i testu Grubbs’a (Gg) przy zadanym

poziomie ufnosci.

Zadanie 1. Korzystajac z testu Q Dixon’a prosze sprawdzi¢ czy w nastepujacej Serii

pomiarowej (7, 4,5, 4, 4, 5, 5, 2) znajduje si¢ warto$¢ odstajaca.

Tworzymy szereg statystyczny uporzadkowany niemalejaco: (2,4, 4,4, 5, 5, 5, 7). Zakladamy,

7€ Xy, = Xmax = 7. Nastgpnie wyznaczamy rozstep R i parametr Q Dixon’a

Warto$¢ krytyczna Qg na poziomie ufnosci 99% dla N = 8 wynosi Qx = 0,717. Zachodzi

nierownos¢: Q < Qg — nie ma wiec podstaw do odrzucenia wyniku watpliwego (x,, # x,).



Zadanie 2. Korzystajac z testu Grubbsa prosze sprawdzi¢ czy w serii pomiarowej (3, 2, 8, 3)

znajduje si¢ warto$¢ odstajaca.

Tworzymy szereg statystyczny uporzadkowany niemalejaco oraz zakladamy, ze x,, = 8.

Nastepnie wyznaczamy (x), odchylenie standardowe As metodg N — 1 oraz parametr Grubbs’a

X —(x 8—4
G = max ( >: = 1,477
As 22

3

Warto$¢ krytyczna Gg na poziomie ufnosci 95% dla N = 4 wynosi G = 1,463. Zachodzi
nierownos¢: Q > Qx — wynik watpliwy nalezy odrzuci¢ na poziomie ufnosci 95% (x,, = x,).
Warto$¢ krytyczna Gy na poziomie ufnosci 99% dla N = 4 wynosi Gg = 1,492. Zachodzi
nierownos$¢: Q < Qg — nie ma wigc podstaw do odrzucenia wyniku watpliwego na poziomie

ufnosci 99% (x,, # x,).



Kowariancja

W celu uproszczenia obliczen rachunkowych przyjmijmy, ze i-ta wartos¢ (jednowymiarowej)
zmiennej losowej X wyst¢puje w analizowanej zbiorowos$ci statystycznej tylko raz, tzn.

p; = N~1, gdzie N to liczebno$é¢ zbiorowosci statystycznej. Zgodnie z definicja wariancji:

N

(80)? = 3 [x = (2 Z — (@)]lx; — ()]

==
'1\42

Dla zmiennej losowej dwuwymiarowej wprowadzmy definicj¢ kowariancji Cy,,

Uwaga! Wariancja stanowi szczegolny przypadek kowariancji gdy y; = x;.

N
Cey Nz ~ @Iy — )] = Z[xiyi—<y>xi—<x>yi+<x><y>]
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Sumg iloczyndw x;y;, ktéra pojawia si¢ w definicji kowariancji nazwijmy $rednia mieszang

N

=2 1y,

i=1

Ostatecznie: Cy, = (xy) — (x){(y). Widzimy, ze kowariancja Cy, stanowi réznic¢ migdzy
$rednig mieszang a iloczynem $rednich arytmetycznych zmiennych X i Y. Kowariancja moze
by¢ dodatnia, ujemna lub réwna zero. Uwaga! Kowariancja Cy, jest podwoéjnie mianowana,
tzn. jest wyrazona zaré6wno W jednostkach X jak i Y. Aby pozby¢ podwdjnego miana mozemy
podzieli¢ Cy,, przez iloczyn odchylen standardowych AxAy zmiennych X i Y. Uwaga! Podobny
efekt daje dzielenie C,, przez iloczyn $rednich (x){y) zmiennych X i Y - w tym przypadku

ograniczamy si¢ jednak do zbiorowosci statystycznych, dla ktorych: (x) = 0 i (y) # 0. lloraz

kowariancji i iloczynu AxAy nazywamy wspolczynnikiem korelacji liniowej Pearsona r, tzn.

;= ny _ (xy) — (x)(y)
~ AxAy AxAy

Uwaga! Wspodtczynnik korelacji liniowej Pearsona r jest znormalizowana kowariancja,
a zatem wielko$cig niemianowang. Gdy Ax # 0 i Ay # 0 iloczyn AxAy > 0, a wiec znak
wspotczynnika korelacji liniowej Pearsonar (—1 < r < +1) jest taki sam jak znak kowariancji
Cyy.Dlar = 0 migdzy zmiennymi X i Y nie wystepuje zaleznos¢ liniowa, dlar = +1 zaleznos¢
miedzy zmiennymi X 1 Y jest zupelna, tzn. Y = f(X). Wspoélczynnik korelacji liniowej

Pearsona r jest parametrem, ktory mierzy jedynie liniowa zalezno$¢ migdzy zmiennymi X i Y.




W zwiagzku z tym, moze si¢ zdarzy¢ ze r = 0, a miedzy zmiennymi wystepuje silna zaleznos$¢

nieliniowa.

Zadanie 3. Dla zmiennych losowych X = {2,4,6,8} oraz Y = {1, 3,5, 7} prosze wyznaczy¢

kowariancje Cy,, oraz wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona r.

Liczba par zmiennych: N = 4.

(x) =5

(y) =4
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1< 2:1)+(4-3)+(6-5) + (87
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Cyy = (xy) —(xNy) =25-20=5
(x2) = 30
(y?)=21
(Ax)2 = (x3) — (x)2=30—-25=5 — Ax =5

My)2=(y?)—(y)?=21-16=5 > Ay =15

AxAy  /5-4/5

Miedzy zmiennymi X oraz Y wystepuje liniowa zaleznos¢ funkcyjna, poniewaz r = 1.

Zadanie 4. Dla zmiennych losowych X = {2,4,6,8} oraz Y = {7,5, 3, 1} prosze wyznaczy¢

kowariancje Cy,, oraz wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona r.



