
Testy statystyczne służące do wykrywania wartości odstających 

 

 

Wartość odstająca 𝑥o (ang. outlier)  –  obserwacja odległa od pozostałych elementów próby  

i posiadająca nietypową (zbyt małą lub zbyt dużą) wartość liczbową. Obserwacje odstające 

mogą być rezultatem przypadku, świadczyć o błędnym pomiarze i/lub pomyłkach przy 

wprowadzaniu informacji do bazy danych. Zazwyczaj 𝑥o = 𝑥𝑚𝑖𝑛 i/lub 𝑥o = 𝑥𝑚𝑎𝑥. 

 

 

Test 𝑸 Dixon’a – opiera się na definicji rozstępu: 𝑅 = 𝑥𝑚𝑎𝑥 − 𝑥𝑚𝑖𝑛. Przed wykonaniem testu 

dane należy uporządkować niemalejąco: 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑁−1, 𝑥𝑁. Test ten polega na obliczeniu 

różnicy między wartością wątpliwą 𝑥𝑤, a najbliższym wynikiem w serii pomiarowej  

i podzieleniu tej różnicy przez rozstęp. 

 

a) 𝑥𝑤 = 𝑥𝑚𝑖𝑛 

 

𝑄 =
𝑥2 − 𝑥𝑚𝑖𝑛

𝑅
=

𝑥2 − 𝑥1

𝑅
 

 

b) 𝑥𝑤 = 𝑥𝑚𝑎𝑥 

 

 

𝑄 =
𝑥𝑚𝑎𝑥 − 𝑥𝑁−1

𝑅
=

𝑥𝑁 − 𝑥𝑁−1

𝑅
 

 

Następnie, wyznaczony parametr 𝑄 jest porównywany z wartością krytyczną 𝑄𝐾 testu Dixon’a, 

którą należy odczytać z tabeli. Uwaga! Wartość krytyczna 𝑄𝐾 zależy zarówno od liczebności 

serii pomiarów jak i założonego poziomu ufności. Jeżeli 𝑄 ≥ 𝑄𝐾 to wynik wątpliwy należy 

uznać za wynik odstający (𝑥𝑤 → 𝑥𝑜) i odrzucić. Gdy 𝑄 < 𝑄𝐾 to nie ma podstaw do odrzucenia 

wyniku wątpliwego. 

 



Test Grubbs’a – przed wykonaniem testu dla serii pomiarowej należy wyznaczyć średnią 〈𝑥〉 

oraz odchylenie standardowe ∆𝑠 (metodą 𝑁 − 1) a dane uporządkować niemalejąco: 

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑁−1, 𝑥𝑁. 

 

a) 𝑥𝑤 = 𝑥𝑚𝑖𝑛 

 

𝐺 =
〈𝑥〉  − 𝑥𝑚𝑖𝑛

∆𝑠
 

 

b) 𝑥𝑤 = 𝑥𝑚𝑎𝑥 

 

 

𝐺 =
𝑥𝑚𝑎𝑥 − 〈𝑥〉

∆𝑠
 

 

Następnie, wyznaczony parametr 𝐺 jest porównywany z wartością krytyczną 𝐺𝐾 testu 

Grubbs’a, którą należy odczytać z tabeli. Uwaga! Wartość krytyczna 𝐺𝐾 zależy zarówno od 

liczebności serii pomiarów jak i założonego poziomu ufności. Jeżeli 𝐺 ≥ 𝐺𝐾 to wynik wątpliwy 

𝑥𝑤 należy uznać za wynik odstający (𝑥𝑤 → 𝑥𝑜) i odrzucić. Gdy 𝐺 < 𝐺𝐾 to nie ma podstaw do 

odrzucenia wyniku wątpliwego. 

 

Metoda odchylenia standardowego – przed wykonaniem testu dla serii pomiarowej należy 

wyznaczyć średnią 〈𝑥〉, średnią 〈𝑥〉𝑤 bez uwzględnienia wyniku wątpliwego oraz odchylenie 

standardowe ∆𝑠𝑤 (metodą 𝑁 − 1) bez uwzględnienia wyniku wątpliwego. Jeżeli zachodzi 

nierówność: |〈𝑥〉 − 〈𝑥〉𝑤| ≥ ∆𝑠𝑤 to wynik wątpliwy należy odrzucić, tzn. 𝑥𝑤 → 𝑥𝑜. Uwaga! 

Metoda odchylenia standardowego jest wiarygodna gdy liczebność serii pomiarowej spełnia 

nierówność: 𝑁 ≥ 30. 

 

 



 

Tabela. Wartości krytyczne dla testu 𝑄 Dixon’a (𝑄𝐾) i testu Grubbs’a (𝐺𝐾) przy zadanym 

poziomie ufności. 

 

Zadanie 1. Korzystając z testu 𝑄 Dixon’a proszę sprawdzić czy w następującej serii 

pomiarowej (7, 4, 5, 4, 4, 5, 5, 2) znajduje się wartość odstająca. 

 

Tworzymy szereg statystyczny uporządkowany niemalejąco: (2, 4, 4, 4, 5, 5, 5, 7). Zakładamy, 

że 𝑥𝑤 = 𝑥𝑚𝑎𝑥 = 7. Następnie wyznaczamy rozstęp 𝑅 i parametr 𝑄 Dixon’a 

 

𝑄 =
𝑥𝑚𝑎𝑥 − 𝑥𝑁−1

𝑅
=

7 − 5

5
=

2

5
= 0,4 

 

Wartość krytyczna 𝑄𝐾 na poziomie ufności 99% dla 𝑁 = 8 wynosi 𝑄𝐾 = 0,717. Zachodzi 

nierówność: 𝑄 < 𝑄𝐾 – nie ma więc podstaw do odrzucenia wyniku wątpliwego (𝑥𝑤 ≠ 𝑥𝑜). 

 



Zadanie 2. Korzystając z testu Grubbsa proszę sprawdzić czy w serii pomiarowej (3, 2, 8, 3) 

znajduje się wartość odstająca. 

 

Tworzymy szereg statystyczny uporządkowany niemalejąco oraz zakładamy, że 𝑥𝑤 = 8. 

Następnie wyznaczamy 〈𝑥〉, odchylenie standardowe ∆𝑠 metodą 𝑁 − 1 oraz parametr Grubbs’a 

 

𝐺 =
𝑥𝑚𝑎𝑥 − 〈𝑥〉

∆𝑠
=

8 − 4

√22
3

= 1,477 

 

Wartość krytyczna 𝐺𝐾 na poziomie ufności 95% dla 𝑁 = 4 wynosi 𝐺𝐾 = 1,463. Zachodzi 

nierówność: 𝑄 > 𝑄𝐾 – wynik wątpliwy należy odrzucić na poziomie ufności 95% (𝑥𝑤 → 𝑥𝑜). 

Wartość krytyczna 𝐺𝐾 na poziomie ufności 99% dla 𝑁 = 4 wynosi 𝐺𝐾 = 1,492. Zachodzi 

nierówność: 𝑄 < 𝑄𝐾 – nie ma więc podstaw do odrzucenia wyniku wątpliwego na poziomie 

ufności 99% (𝑥𝑤 ≠ 𝑥𝑜). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Kowariancja 

 

W celu uproszczenia obliczeń rachunkowych przyjmijmy, że 𝑖-ta wartość (jednowymiarowej) 

zmiennej losowej 𝑋 występuje w analizowanej zbiorowości statystycznej tylko raz, tzn. 

 𝑝𝑖 = 𝑁−1, gdzie 𝑁 to liczebność zbiorowości statystycznej. Zgodnie z definicją wariancji: 

 

(∆𝑥)2 =
1

𝑁
∑[𝑥𝑖 − 〈𝑥〉]2

𝑁

𝑖=1

=
1

𝑁
∑[𝑥𝑖 − 〈𝑥〉][𝑥𝑖 − 〈𝑥〉]

𝑁

𝑖=1

 

 

Dla zmiennej losowej dwuwymiarowej wprowadźmy definicję kowariancji 𝐶𝑥𝑦 

 

𝐶𝑥𝑦 =
1

𝑁
∑[𝑥𝑖 − 〈𝑥〉][𝑦𝑖 − 〈𝑦〉]

𝑁

𝑖=1

 

 

Uwaga! Wariancja stanowi szczególny przypadek kowariancji gdy 𝑦𝑖 = 𝑥𝑖. 

 

𝐶𝑥𝑦 =
1

𝑁
∑[𝑥𝑖 − 〈𝑥〉][𝑦𝑖 − 〈𝑦〉]

𝑁

𝑖=1

=
1

𝑁
∑[𝑥𝑖𝑦𝑖 − 〈𝑦〉𝑥𝑖 − 〈𝑥〉𝑦𝑖 + 〈𝑥〉〈𝑦〉]

𝑁

𝑖=1

 

↓ 

𝐶𝑥𝑦 =
1

𝑁
∑ 𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

𝑦𝑖 −
1

𝑁
∑〈𝑦〉𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

−
1

𝑁
∑〈𝑥〉𝑦𝑖

𝑁

𝑖=1

+
1

𝑁
∑〈𝑥〉〈𝑦〉 ∙ 1

𝑁

𝑖=1

 

↓ 

𝐶𝑥𝑦 =
1

𝑁
∑ 𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

𝑦𝑖 −
〈𝑦〉

𝑁
∑ 𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

−
〈𝑥〉

𝑁
∑ 𝑦𝑖

𝑁

𝑖=1

+
〈𝑥〉〈𝑦〉

𝑁
∑ 1

𝑁

𝑖=1

 



↓ 

𝐶𝑥𝑦 =
1

𝑁
∑ 𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

𝑦𝑖 − 〈𝑦〉〈𝑥〉 − 〈𝑥〉〈𝑦〉 +
〈𝑥〉〈𝑦〉𝑁

𝑁
=

1

𝑁
∑ 𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

𝑦𝑖 − 〈𝑦〉〈𝑥〉 − 〈𝑥〉〈𝑦〉 + 〈𝑥〉〈𝑦〉 

↓ 

𝐶𝑥𝑦 =
1

𝑁
∑ 𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

𝑦𝑖 − 〈𝑦〉〈𝑥〉 

 

Sumę iloczynów 𝑥𝑖𝑦𝑖, która pojawia się w definicji kowariancji nazwijmy średnią mieszaną 

〈𝑥𝑦〉 =
1

𝑁
∑ 𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

𝑦𝑖 

Ostatecznie: 𝐶𝑥𝑦 = 〈𝑥𝑦〉 − 〈𝑥〉〈𝑦〉. Widzimy, że kowariancja 𝐶𝑥𝑦 stanowi różnicę między 

średnią mieszaną a iloczynem średnich arytmetycznych zmiennych 𝑋 i 𝑌. Kowariancja może 

być dodatnia, ujemna lub równa zero. Uwaga! Kowariancja 𝐶𝑥𝑦 jest podwójnie mianowana, 

tzn. jest wyrażona zarówno w jednostkach 𝑋 jak i 𝑌. Aby pozbyć podwójnego miana możemy 

podzielić 𝐶𝑥𝑦 przez iloczyn odchyleń standardowych ∆𝑥∆𝑦 zmiennych 𝑋 i 𝑌. Uwaga! Podobny 

efekt daje dzielenie 𝐶𝑥𝑦 przez iloczyn średnich 〈𝑥〉〈𝑦〉 zmiennych 𝑋 i 𝑌 - w tym przypadku 

ograniczamy się jednak do zbiorowości statystycznych, dla których: 〈𝑥〉 ≠ 0 i 〈𝑦〉 ≠ 0. Iloraz 

kowariancji i iloczynu ∆𝑥∆𝑦 nazywamy współczynnikiem korelacji liniowej Pearsona 𝑟, tzn. 

 

𝑟 =
𝐶𝑥𝑦

∆𝑥∆𝑦
=

〈𝑥𝑦〉 − 〈𝑥〉〈𝑦〉

∆𝑥∆𝑦
 

 

Uwaga! Współczynnik korelacji liniowej Pearsona 𝑟 jest znormalizowaną kowariancją,  

a zatem wielkością niemianowaną. Gdy ∆𝑥 ≠ 0 i ∆𝑦 ≠ 0 iloczyn ∆𝑥∆𝑦 > 0, a więc znak 

współczynnika korelacji liniowej Pearsona 𝑟 (−1 ≤ 𝑟 ≤ +1) jest taki sam jak znak kowariancji 

𝐶𝑥𝑦. Dla 𝑟 = 0 między zmiennymi 𝑋 i 𝑌 nie występuje zależność liniowa, dla 𝑟 = ±1 zależność 

między zmiennymi 𝑋 i 𝑌 jest zupełna, tzn. 𝑌 = 𝑓(𝑋). Współczynnik korelacji liniowej 

Pearsona 𝑟 jest parametrem, który mierzy jedynie liniową zależność między zmiennymi 𝑋 i 𝑌. 



W związku z tym, może się zdarzyć że 𝑟 = 0, a między zmiennymi występuje silna zależność 

nieliniowa. 

 

Zadanie 3. Dla zmiennych losowych 𝑋 = {2, 4, 6, 8} oraz 𝑌 = {1, 3, 5, 7} proszę wyznaczyć 

kowariancję 𝐶𝑥𝑦 oraz współczynnik korelacji liniowej Pearsona 𝑟. 

 

Liczba par zmiennych: 𝑁 = 4. 

 

〈𝑥〉 = 5 

〈𝑦〉 = 4 

〈𝑥𝑦〉 =
1

𝑁
∑ 𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

𝑦𝑖 =
(2 ∙ 1) + (4 ∙ 3) + (6 ∙ 5) + (8 ∙ 7)

4
= 25 

𝐶𝑥𝑦 = 〈𝑥𝑦〉 − 〈𝑥〉〈𝑦〉 = 25 − 20 = 5 

〈𝑥2〉 = 30 

〈𝑦2〉 = 21 

(∆𝑥)2 = 〈𝑥2〉 − 〈𝑥〉2 = 30 − 25 = 5  →  ∆𝑥 = √5 

(∆𝑦)2 = 〈𝑦2〉 − 〈𝑦〉2 = 21 − 16 = 5  →  ∆𝑦 = √5 

𝑟 =
𝐶𝑥𝑦

∆𝑥∆𝑦
=

5

√5 ∙ √5
= 1 

 

Między zmiennymi 𝑋 oraz 𝑌 występuje liniowa zależność funkcyjna, ponieważ 𝑟 = 1. 

 

Zadanie 4. Dla zmiennych losowych 𝑋 = {2, 4, 6, 8} oraz 𝑌 = {7, 5, 3, 1} proszę wyznaczyć 

kowariancję 𝐶𝑥𝑦 oraz współczynnik korelacji liniowej Pearsona 𝑟. 


