Metoda mnoznikéw nieoznaczonych Lagrange’a



 Metoda mnoznikow nieoznaczonych Lagrange’a pozwala na wyznaczenie ekstremu

warunkowego funkcji wielu zmiennych. Jak ta metoda dziata w praktyce?

 Znajdzmy minimum warunkowe funkcji f(x,y) = x% + y?, gdy spelniony jest nastepujacy

warunek: x +y = 2.

Korzystajac z warunku x + y = 2, tworzymy funkcje pomocnicza g(x, y)

x+y—2=0 - g,y)=x+y—2

Funkcja Lagrange’a (lagranzjan) L(x,y,A) stanowi sume/roznice funkcji f(x,y) oraz funkcji

pomocniczej g(x, y) pomnozonej przez statag A (mnoznik nieoznaczony):

L(x,y,2) = f(x,y) £ Ag(x,y)

Znak + znajdujacy si¢ przy mnozniku nieoznaczonym A nie jest istotny. W celu uproszczenia

obliczen zalecam wybor znaku + (plus).



Lix,y, ) =x>+y>+ Ay — 2+ x)

L, y,)) =x*+y%+ Ay — 21+ Ax

W nastepnym kroku wyznaczamy pochodne funkcji Lagrange’a L(x,y, A):

dL(x, vy, A
(xy )=2x+/1
ox
dL(x,y, 1)
3y =2y+A
dL(x,y, 1)
= —2
Y y+x

2x+1=0 I
... 1 przyrownujemy je do zera 2y+A1=0 Il

y+x—2=0 1l



Wyznaczone wartosci zmiennych x i y wstawiamy do roéwnania nr I11

y+x—2=0

Ostatecznie, minimum warunkowe funkcji f(x,y) = x? + y? znajduje sic w punkcie

(x=1Ly=1)



e Znajdzmy minimum warunkowe funkcji f(x,y,z) = x? + y? + z2, gdy spelnione sa

nastepujace warunki: xy =6 1 7x + 24z = 0.

Korzystajac z warunkow xy = 6 1 7x + 24z = 0 tworzymy dwie (!) funkcje pomocnicze
g1(x,y) =xy — 6 g,(x,2) = 7Tx + 24z

Funkcja Lagrange’a (lagranzjan) L(x,y, A) stanowi sume/roznice funkcji f(x,y, z) oraz funkcji
pomocniczych g,(x,y) i g,(x,y), z ktorych kazda jest pomnozonych przez mnoznik

nieoznaczony (odpowiednio A4 i 4,).
L(x,y,2,21,2) = f(x,y,2) £ 119:(x,¥) £ 2,9, (x, 2)
L(x,y,2,A1,4,) = x%> + y2 + z%2 + 1ixy — 641 + 7A,x + 247,z

W nast¢pnym kroku wyznaczamy pochodne czastkowe funkcji Lagrange’a, przyrownujemy je do

zera | rozwigzujemy otrzymany uktad réwnan.



Wyprowadzenie rozkladu Boltzmanna



Rozwazmy uklad zamkniety, w ktorym liczba rozréznialnych czastek N jest stata. Uklad
zamknigty nie moze wymienia¢ materii z otoczeniem — moze jednak wymienia¢ energic E.

Przyjmijmy, ze energia kazdej czastki jest skwantowana, tzn. pojedyncza czastka moze posiadac

energic &, &, &3, ...., itd.
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Energia catkowita E uktadu wynosi
E = ngl + Nzez + N3€3 + ...

gdzie N; oznacza liczbe czastek obsadzajacych i-ty poziom energetyczny. Catkowita liczba

czastek N w ukladzie jest stala

N:N1+N2+N3+ ZENL
i=1

Prawdopodobienstwo p; znalezienia w uktadzie czastki o energii £; Wynosi

I

pi




Srednia energia {¢) przypadajaca na czastke

E
(€)=N

ngl + Nzgz + N3€3 + .- N1 NZ N3
(é‘) = N =& W +gz W -|-53 W + 0o =

)

(&) = > e

=1

Korzystamy teraz z definicji entropii wg Gibbsa

S =—kgN Z p;Inp;
i=1




S =—kgN z p;Inp;
i=1

S = —kgN z pilnp; = —kgN(p,Inp, + pylnp, + p3lnps + ...)
i=1

S = —kpgNp,Inp, — kgNp,lnp, — kgNpsinpz — ...
Entropia rozwazanego uktadu jest funkcjg wielu zmiennych: S(p¢, p,, p3, ...). Wiemy, ze w stanie

rownowagi termodynamicznej entropia osiaga maksimum. W celu wyznaczenia tego maksimum

zastosujemy metode wspolczynnikéw nieoznaczonych Lagrange’a. Wiemy, ze

zpi =1 A (&)= zpigi
i=1 =1



Na podstawie tych warunkow tworzymy dwie funkcje pomocnicze: g, i g,

Ypi=1- ) p-1=0
i=1 i=1



Teraz zapisujemy funkcje Lagrange’a L(pq,p,, 03, -, A1, 42), gdzie A; |1 A, stanowia mnozniki

nieoznaczone

L(p1, 02,03 - A1, A2) = S(P1, P2, D3, ) T A191 £ 4,9,

L(p1,02, D03 -r A1, A2) = S(P1, D2, D35 ) + 4191 + 4297

S(p1, P2, P35 -..) = —kgNpqlnp; — kgNp,Inp, — kgNpzlnps — -+

Ostatecznie otrzymujemy

L(p1,p2, 03, s A1, A2) = —kgN z pilnp; + 44 z pi— 1|+ 4| (&) — z Di&;
= i=1

i=1 i=1



Lup2Ps, A, 22) = —kgN ) pilnps+ 4 ) pi=7y +2o(e) = 2y ) pie
i=1 i=1 i=1

Nastepnie obliczamy pochodne czastkowe funkcji Lagrange’a wzgledem p;

oL 1
an = —kgN (1 - Inp; + p; -—) + A — e = —kgN(lnp; + 1) + 1 — A,¢;
i i

W kolejnym kroku kazdg z pochodnych przyrownujemy do zera

—kBNlnpl - kBN + Al — Azgi =0

—kBNlnpl = kBN — /11 + /1281'

kBN+ /11 Azgi
kN ' kgN  kpN

Inp; =



W celu uproszczenia obliczen wprowadzamy dwie state: a i
A L Ay
a = kB A B = kN
Inp; = a — f¢;

p; = e““ﬁgi = e%. e_.Bei

Wiemy, ze prawdopodobienstwo jest zawsze unormowane do jednosci. A wiec

zpi =1
i=1



zpizzea.e_ﬁgizeaze—ﬁeizl N ea= ze_ﬁgi

i=1 i=1 i=1 i=1
Widzimy teraz, ze prawdopodobienstwo p; znalezienia w uktadzie czastki 0 energii g; w stanie

rownowagi termodynamicznej wynosi

-1

pi = ea . e_ﬁgi — Z e_Bgi e_Bei
=1

Suma, ktora wystepuje W powyzszym roOwnaniu to czgsteczkowa suma statystyczna q

q = Z e_Bgi

=1




-PBé&i
RB R gdzie q= ) e Pa
pi
q i—1

W ten sposob wyprowadzilismy rozklad Boltzmanna (RB) oraz wprowadziliSmy definicje
czasteczkowej sumy statystycznej g, ktora stanowi fundamentalne pojecie termodynamiki
statystycznej. Czasteczkowa suma statystyczna g stanowi termodynamiczny odpowiednik
funkcji falowej stosowanej w chemii kwantowej - z tego powodu jest nazywana réwniez
termodynamiczng funkcja falowa. W definicji g sumowanie przebiega po wszystkich
dostepnych poziomach energetycznych dostepnych dla pojedynczej czastki. Czasteczkowa suma
statystyczna g (q > 1) jest wielkoscig bezwymiarowa (liczba rzeczywistg) i zawiera wszystkie
informacje o ukladzie. W oparciu 0 g (i jej pochodne czastkowe wzgledem temperatury)
mozemy Z tatwoscig wyznaczy¢ energie calkowita E ukladu, pojemnos¢ cieplng C, energie

swobodna F, i wiele innych funkcji termodynamicznych.

N: —-Bei -B¢&;
i f LN =e RB
N q q

poniewaz D;

2|e~2




Wiemy juz, ze rozklad Boltzmanna (RB) ma posta¢

—Be; _Be;
RB | p; =~ gdzie q=z€ pei
q i=1

Na podstawie definicji entropii wg Gibbsa

-pe; _Bgi
= —kBszllnpl = —kBNz ( ) < ; )

—Pei
e
ln( ; > = Ine Pé — Inqg = —Be;lne — Inqg = —PB¢; — Ing

A wigc entropia wg Gibbsa moze by¢ zapisana w nastepujacej postaci

o~ PBEi l

& e n

: _kBNz - ing) = kg Y (-EHE o)
i=1

q q



.p— P& p— P&

Be;e e Inq Be;e Béi Inq

S =kgN E <—l + e Bé )—— kg N E — 4+ kN E e~ P
i=1 ! ! ! i=1 3

i=1

1
5= kBN,Baz ge~Pei + kBN— z ~pei

i=1

1 o Ing 1 P
S = kBN’Baz ge P+ kBNTq = kBNﬁEE gie Pé + kgzNing

i=1 i=1

Srednia energia (¢) przypadajaca na czastke w uktadzie wynosi

—Be;
e Fet 1 _
(e) = E Eip; = E & 7 =5E gie~ P



W ten sposob otrzymujemy bardzo wazny zwiazek

Wiemy jednak, ze

E
<€>:N

A wigc (parametry makroskopowe zaznaczono kolorem niebieskim). Jakiego parametru

makroskopowego brakuje w otrzymanym rownaniu?



W ten sposob otrzymujemy bardzo wazny zwiazek
Wiemy jednak, ze

E
<€>:N

A wigc (parametry makroskopowe zaznaczono kolorem niebieskim). Jakiego parametru

makroskopowego brakuje w otrzymanym réwnaniu?

W rownaniu wystepuje stala §: odwrotnos¢ iloczynu stalej Boltzmanna kg | temperatury T



Po uwzglednieniu zwigzku statej f z temperatura, entropia wg Gibbsa przyjmuje postaé

kpE

E
Ning = =+ kgN
T + kg Nling T + kg Nling

)
ST = E + kgTNing

)
—kyTNIng=E —-ST — F=E—ST

lloczyn — kg T Ning nazwijmy energia swobodng F (energig swobodna Helmholtza). Uwaga!
W literaturze przedmiotu energia swobodna jest oznaczana rowniez za pomocg majuskuty A:

od niemieckiego stowa arbait (praca).
F = —kgTNIng = —kgTing" = —kgTInQ

Wielko$¢ Q = gV nazywamy kanoniczna sumg statystyczna.
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