Rozwazmy uktad zamkniety, dla ktorego catkowita liczba czastek N, objetos¢ V oraz
temperatura T s3 wielkosciami statymi. Uklad zamkniety nie moze wymienia¢ materii
z otoczeniem: moze jednak wymienia¢ energi¢ E. Przyjmijmy ze czastki, ktore znajduja si¢
w ukladzie mogag przyjmowaé jedynie dyskretne (skokowe) warto$ci energii (obsadzac

poziomy energetyczne o zadanej energii).
Energia catkowita E uktadu stanowi sumg:
E = ngl + NZSZ + N3€3 + ... = z ngl
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gdzie N; to liczba czastek, ktore obsadzaja i-ty poziom energetyczny o energii &;. Srednia

energia (e), ktora przypada na pojedyncza czastk¢ w uktadzie wynosi:
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Prawdopodobienstwo p; obsadzenia i-tego poziomu energetycznego wynosi
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gdzie N; to liczba czastek, ktore obsadzaja poziom energetyczny o energii €;. A wigc:

(e) = Z &Di

i=1

Teraz korzystamy z definicji entropii wg Gibbsa. Mozemy zatozy¢, ze dostepnych poziomow

energetycznych jest nieskonczenie wiele.
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S = —kBNpllTlpl - kBszlnpz - kBNp3lnp3 — ..

Na podstawie powyzszego wzoru widzimy, ze entropia S jest funkcja, ktora zalezy od
wielu zmiennych: S = f(py, P2, P3, -.). Wiemy juz, ze w stanie rownowagi termodyna-
micznej (makrostan, ktéremu odpowiada najwicksza liczba mikrostanow) entropia S osiaga
ekstremum (maksimum). W celu wyznaczenia wartosci tego ekstremu postuzymy si¢ metoda

wspolczynnikow nieoznaczonych Lagrange’a. Wiemy, Ze:

ZPi=1 A (€)=Zpi5i

i=1 i=1

Majac funkcj¢ wielu zmiennych (S) oraz dwa warunki dodatkowe, na ich podstawie

tworzymy funkcje pomocnicze g, oraz g,

dp=1- ) p-1=0
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Tworzymy funkcje Lagrange’a L(p4, 02, D3, ---, A1, 42) = L, ktdra ma postac:
L=S+21g, 19,
Wiemy, ze
S = —kgNp,Inp, — kgNp,lnp, — kgNpslnp; — ...
A wiec

L(p1, P2, P35 s A1, A2) = —kpNpylnp, — kgNp,lnp, — kgNpslnps — .. £ 1,9, £ 1,9,

L(p1, 02,03 r A1, A2) = —kgN Z pilnp; + A4 Z pi—1|+2;|(e)— Z Di€i
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L(p1,P2, 03 -, A1, A2) = —kgN Z pilnp; + A4 Z pi — A+ Ax(e) — A, Z Di€i
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Obliczamy pochodne czastkowe funkcji Lagrange’a L wzgledem p; oraz mnoznikow
nieoznaczonych A, i A,. Kazda z pochodnych czastkowych funkcji Lagrange’a wzgledem p;

ma identyczng posta¢ ogolng (pomijajac wartosci indeksu dolnego i).
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Obliczone pochodne czgstkowe funkcji Lagrange’a przyrownujemy do zera:
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W powyzszym ukladzie rownan uzyteczne jest jedynie pierwsze z nich: dwa ostatnie

roOwnania prowadza nas do zatozen wyjSciowych.

JL
- = —kBNlnpl - kBN + Al - Azgi = O
op;
—kBNlnpl == kBN - Al + AZSi
] _ kgN 4 o AyE
LT TN T kgN kN
M Azé; M Az
mm__1+@N_@N_(@N_O_hW&

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:
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Otrzymamy
Inp; = a — g
Po zastosowaniu definicji logarytmu naturalnego
p, = e@Be = oo fe

Poniewaz suma prawdopodobienstw p; jest zawsze unormowana do jednosci
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Ostatecznie otrzymujemy wyrazenie na prawdopodobienstwo obsadzenia i-tego poziomu

energetycznego (o energii €;) dla naszego uktadu.
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Oznaczmy sumeg, ktora pojawia si¢ w powyzszym rownaniu minuskutg q

Ostatecznie




W ten sposob wyprowadzilismy rozklad Boltzmanna oraz definicj¢ czasteczkowej
sumy statystycznej q. Jest ona najwazniejsza funkcja w termodynamice statystycznej
i stanowi odpowiednik funkcji falowej i w mechanice kwantowej (z tego powodu
czasteczkowa suma statystyczna g nazywana jest rowniez termodynamiczng funkcja
falowa). W przypadku czasteczkowej sumy statystycznej g sSumowanie przebiega po
wszystkich poziomach energetycznych dost¢pnych dla czgsteczki W rozwazanym ukladzie,
gdzie ¢; to energia i-tego poziomu energetycznego. Czgsteczkowa suma statystyczna q jest
wielkoscig bezwymiarowa (liczba rzeczywista), ktora zawiera wszystkie informacje na temat

badanego uktadu! Wielkosé e ~5¢ nazywamy czynnikiem Boltzmanna.

Wiemy juz, ze prawdopodobienstwo p; obsadzenia przez czgstk¢ i-tego poziomu

energetycznego (o energii ;) w uktadzie zamknigtym wynosi:
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Z klasycznej definicji prawdopodobienstwa wg Kotmogorowa

p;

I
=z|=

A wiec




