PIERSCIENIE I CIALA
Wyklad 13

Wielomiany rozdzielcze
Z wyktadu 12 wiemy, ze jezeli wielomianu f € K[z] ma parami rézne pierwiastki i
E jest cialem jego rozktadu, to rz Aut(E/K) = (F : K), a wiec E jest rozszerzeniem
Galois ciata K. Istotne jest tu zatozenie, ze pierwiastki wielomianu sg parami rézne. Mo6-
wimy, ze wielomian nierozkladalny f € K|[z] jest rozdzielczy, jesli nie ma pierwiastkéw
wielokrotnych w swoim ciele rozktadu, czyli jego pierwiastki sg parami rozne.

Twierdzenie 1. Niech K bedzie ciatem.

(1) Jezeli char K = 0, to kazdy nierozkladalny wielomian f € K|z| jest rozdzielczy.
(2) Jezeli char K = p > 0, to nierozkladalny wielomian f € K[x] nie jest rozdzielczy
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

(1) f(z) = by + bya? + box® + ... + bz
dla pewnych by, by, by, ..., b, € K.
Dowdd. Zatézmy, ze wielomian
flz) =ap+ a1z + ... + apz™ € K|z

jest nierozktadalny. Wielomian f nie jest rozdzielczy gdy ma w ciele rozktadu E pierwia-
stek wielokrotny a € E, co jest réwnowazne temu, ze f'(a) = 0. Ale f jest wielomianem
nierozktadalnym, wiec rézni sie ewentualnie jedynie stalym czynnikiem od wielomianu
minimalnego elementu a. Zatem st f = m jest najmniejszym stopniem niezerowego wielo-
mianu, ktérego pierwiastkiem jest a. Poniewaz f'(a) = 0ist f' < st f =m, wiec f/ = 0.
Ale
fl(x)=a1 +2-apx + ... +m - apa™

wiec rownosé f'(z) = 0 oznacza, ze k-a; = 0 dla kazdego k = 1,2, ..., m. Jezeli char K = 0,
to dostajemy ap = 0 dla k =1,2,...,m, czyli f jest wielomianem statym, co jest sprzeczne
z zalozeniem, ze f jest nierozktadalny.

Jezeli char K = pip dzieli k, to k-a = 0 dla kazdego a € K. Zatem z réwnosci k-ay = 0
dla k =1,2,...,m wynika, ze a; = 0 dla k, ktére nie sg wielokrotno$ciami p, zas ay,, czyli
wspotezynniki przy 2" nie musza by¢ zerami. Stad f ma postaé (1). O

Jezeli char K = p > 0, to istnieja wielomiany nierozkladalne w K|z], ktore nie sa
rozdzielcze.
Uwaga 1. Niech K, L beda ciatami i f : K — L bedzie homomorfizmem. Wtedy f
jest funkcja réznowartosciowa. Rzeczywiscie, jesli f(a) = f(b), dla a,b € K, to a = b,
bo gdyby a # b, to a — b # 0 wiec istniatby element odwrotny (a — b)~!. Z réwnosci
f(a) = f(b) dostajemy
fla=b) = f(a) = f(b) =0

i mnozac obie strony przez f((a —b)~!) mamy

0=fla=b)f((a=b)")=f((a=b)la—b)")=f(1) =1L

Sprzecznosé ta pokazuje, ze a = b.



Niech K bedzie ciatem skonczonym i char K = p. Wtedy p jest liczba pierwsza. Funkcje
0 : K — K zdefiniowang wzorem

(2) 0(a) = a”

dla @ € K nazywamy automorfizmem Frobeniusa. Aby uzasadni¢ te nazwe sprawdzimy,
ze 0 jest automorfizmem. Poniewaz char K = p, wiec dla a,b € K mamy

(3) O(a+b) = (a+0b)P =a” + b =06(a) + 6(b).
Ponadto
O(ab) = (ab)? = a?t? = 0(a)0(b)

oraz 0(0) =0, 0(1) = 1. Zatem 6 jest homomorfizmem.

Z uwagi 1 wynika, ze 6 jest funkcjg réznowartosciowa. Zatem obraz 6(K) ma tyle samo
elementow co K, ktorego jest podzbiorem. Stad 0(K) = K.

Poniewaz 0(K) = K i 0 jest funkcja réznowartosciowa, wiec dla kazdego a € K istnieje
doktadnie jedno ¢ € K takie, ze ¢ = 0(c) = a, czyli ¢ jest pierwiastkiem stopnia p z a.

Twierdzenie 2. Jezeli K jest ciatem skonczonym, to kazdy wielomian nierozktadalny
f € Klz| jest rozdzielczy.

Dowdd. Poniewaz K jest cialem skonczonym, wiec char K = p > 0 jest liczba pierwsza.
Zatézmy, ze istnieje nierozkladalny wielomian f € Klz|, ktory nie jest rozdzielczy. Z
twierdzenia 1 wiemy, ze f ma postac

(4) f(z) = by + bya? + box® + ... + ba"?

dla pewnych by, by, ba, ...,b, € K. Dla kazdego k w ciele K istnieje ¢ takie, ze ¢ = by.
Zatem

fx)=ch+ P + B2 + ...+ Ea" =+ (c12)’ + (cax®)? + ... + (™) =
= (co+ 17 + cz® + ... + cp1™)P,
co jest sprzeczne z nierozktadalnoscia f. 0

Pierwiastki z 1

Niech K bedzie cialem. Pierwiastkiem stopnia n z 1 nazywamy dowolny pierwiastek
wielomianu f(z) = 2" — 1 € KJz]. Jest to wigc taki element a € K, dla ktérego a™ =
1. Wszystkie takie pierwiastki sg elementami ciata rozktadu E wielomianu f bedacego
rozszerzeniem ciata K.

Niech K = F, bedzie g-elementowym ciatlem skonczonym. Wtedy ¢ = p" dla pew-
nej liczby pierwszej p i n € N. Z dowodu twierdzenia 10, wyktad 10, wiemy, ze K jest
izomorficzne z ciatem rozktadu wielomianu

fl) =2 -z =2(27" 1) € Z,[z]

i kazdy niezerowy element ciala K jest pierwiastkiem wielomianu 297! — 1. Widzimy
zatem, ze kazdy niezerowy element ciata skonczonego jest pierwiastkiem z 1.
Dla dowolnego ciata K niech U, oznacza zbiér wszystkich pierwiastkéw stopnia n z 1
nalezacych do K. Zatem
U,={a€eK:a"=1}.
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Jezeli a,b € U,, to

(ab)" = =1,
wiec a,b € U,. Ponadto (a™!)" = (a")™! = 1, czyh a™' € U,. Widzimy wiec, ze U, z
mnozeniem jest podgrupa grupy (K*,-), gdzie K *= K\ {0}.

Twierdzenie 3. Niech K bedzie cialem i K* = K \ {0}. Kazda skonczona podgrupa G
grupy (K*,-) jest grupq cykliczng.

Dowdd. Niech a € G bedzie elementem o najwiekszym rzedzie sposrdéd wszystkich elemen-
tow grupy G. Wykazemy, ze a jest generatorem grupy G, czyli dowolny element b € G
rézny od 1 mozna zapisaé¢ jako b = a' dla pewnego [ € N.

Niech rza = N i zalézmy, ze rzb = n nie dzieli N. Wtedy m = NWD(n, N) # n,
wigc p = = > 1. Ponadto liczba p jest wzglednie pierwsza z N i 1z0™ = p. Zatem rzedy
elementow a i b sa wzglednie pierwsze, a stad

rz(ab™) = rzarzb™ = Np.

Zatem ab™ ma rzad Np > N, co jest sprzeczne z zatozeniem, ze a ma najwiekszy rzad w
grupie G.
Widzimy wiec, ze n dzieli N. Elementy a; = ak v dla k = 0,1,...,n —1 sg parami rézne

i af = a"N = 1, wiec sa to pierwiastki wielomianu f = 2™ — 1. Zatem ag, a1, ..., a,_1 sa

wszystkimi pierwiastkami tego wielomianu. Ale b = 1, czyli réwniez b jest pierwiastkiem
. . kN

wielomianu f. Stad b = a; = a”» dla pewnego k. ([

Wszystkich pierwiastkéw stopnia n z 1 jest skonczenie wiele. Z twierdzenia 3 wynika
wiec nastepujacy wniosek.

Whniosek 1. Niech K bedzie ciatem i niech U, oznacza zbior wszystkich pierwiastkow
stopnia n z 1 nalezgcych do K. Wtedy (U,,-) jest grupa cykliczng.

Generatory grupy U,, nazywamy pierwiastkami pierwotnymi z 1. Dla wielomianu f(z) =
2" — 1 € K[z] mamy f'(x) = na™ !, wiec jesli char K = 0, to f i f’ nie maja wspdlnych
pierwiastkow i w konsekwencji f nie ma pierwiastkéw wielokrotnych. W ciele rozktadu F
wielomianu f istnieje zatem n réznych pierwiastkéw wy = 1, w1, ..., w,_1 stopnia n z 1.

Roéwnania wielomianowe rozwigzalne przez pierwiastniki

Niech E bedzie rozszerzeniem ciata K i n € N, n > 1. Mowimy, ze a € FE jest pier-
wiastkiem stopnian z b € K, jesli a™ = b. Oznacza to, ze a jest pierwiastkiem wielomianu
f(x) =a™ —b.

Jedli ¢ jest jednym z pierwiastkéw f i w jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia n z 1
w pewnym rozszerzeniu ciata K, to

(Cwl>n — cnwnl — "= b,

wiec ¢, cw, cw?, ..., cw™ ! sa wszystkimi pierwiastkami wielomianu f. Stad K(c,w) jest

ciatem rozktadu wielomianu f.

Twierdzenie 4. Jezeli cialo K zawiera pierwiastek pierwotny stopnia n z 1 1+ E jest
ciatem rozktadu wielomianu f(x) = ™ — b € Klz], to grupa Aut(E/K) jest cykliczna.



Dowdd. Niech w € K bedzie pierwiastkiem pierwotnym stopnia n z 1 i ¢ bedzie jednym z
pierwiastkéw wielomianu f w pewnym rozszerzeniu ciata K. Poniewaz w € K, wiec K (c)
jest ciatem rozkladu f, czyli F = K(c) i ¢(w) = w dla kazdego ¢ € Aut(E/K).

Jezeli ¢ € Aut(E/K), to ¢(c) jest pierwiastkiem f, wiec ¢(c) = cw”® dla pewnego
ke€{0,1,...,n—1} 1 ¢ jest jednoznacznie wyznaczone przez ¢(c). Zatem oznaczajac przez
U, grupe wszystkich pierwiastkéw stopnia n z 1 otrzymujemy funkcje réznowarto$ciows
F: Auwt(E/K) — U,, ktora automorfizmowi ¢ € Aut(E/K) przyporzadkowuje F(¢) =
Wk, gdzie ¢(c) = cwt.

Ponadto funkcja £ jest homomorfizmem, gdyz jesli ¢,¢ € Aut(E/K) i ¢(c) = cw”,
P(c) = ct, to

H((0)) = Blewt) = Be)o(w) = awki,
CO oznacza, ze
F($ov) = o' = F()F ().

Zatem grupa Aut(E/K) jest izomorficzna z podgrupa F(Aut(E/K)) grupy cyklicznej

U, i w konsekwencji Aut(E/K) jest grupa cykliczna. O

Przypomnijmy, ze rozszerzenie F ciata K jest rozszerzeniem Galois, gdy
K =Fix(E, Aut(E/K)).

Twierdzenie 5 (Galois). Niech L bedzie skoniczonym rozszerzeniem Galois ciala K i E
bedzie ciatem takim, ze K C E C L. Cialo E jest rozszerzeniem Galois ciata K wtedy 1
tylko wtedy, gdy grupa Aut(L/E) jest dzielnikiem normalnym grupy Aut(L/K). Wéwczas
Aut(E/K) jest izomorficzna z grupg ilorazowg Aut(L/K)/ Aut(L/FE).

Niech F bedzie rozszerzeniem ciata K. Rozszerzeniem dwumianowym ciata K nazywa-
my rozszerzenie postaci K (a), gdzie a jest n-tym pierwiastkiem z b dla pewnego b € K i
neN n>1.

Niech E bedzie rozszerzeniem ciata K. Mowimy, ze element a € F wyraza sie przez
pierwiastnik: nad K, jezeli istnieje cigg rozszerzen

(5) K=Ky,CcK,C..CcK,

taki, ze K,,1 jest dwumianowym rozszerzeniem ciata K,, dlam =0,..n—11ia € K,.
Zatem K1 = K,(c), gdzie ¢ jest pierwiastkiem wielomianu postaci f(z) = zP™ — b,
gdzie p,, € N oraz b € K,,. Dolaczajac do K, pierwiastek pierwotny stopnia p,, z 1
i stosujac twierdzenie 4 mozemy zastapi¢ wyjsciowy ciag rozszerzen (5) przez ciag, dla
ktorego Aut(K,,4+1/K,n) sa grupami cyklicznymi.

Twierdzenie 6.

1) Jezeli K = Ko C Ky C ... C K, jest jak wyzej i a € K, to kazdy element b € K(a)
wyraza sie przez pierwiastniki nad K .

2) Jezeli a*, gdzie k € Z \ {0} wyraza si¢ przez pierwiastniki, to a wyraza sie przez
pierwiastniki nad K .

Dowdd. 1) Mamy K C K, ia € K, a wiec K(a) C K,,. Jezeli wiec b € K(a), to b € K,,,
czyli b wyraza si¢ przez pierwiastniki nad K.

2) Zalézmy, ze k > 0 i niech K = Ky C Ky C ... C K, bedzie ciagiem rozszerzen
dwumianowych takich, ze a* € K,. Oczywiscie a jest pierwiastkiem wielomianu f(z) =
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zF —ak € K, [z]. Zatem K, (a) jest rozszerzeniem dwumianowym ciata K,, i wystarczy do

naszego ciggu rozszerzen dotaczyé¢ K, = K,(a). Jezeli k < 0, to zamiast a* rozwazamy
—k

a " e K,. O

Niech a bedzie elementem algebraicznym nad ciatem K. Mowimy, ze a ma stopien n,
jesli wielomian minimalny f € K[z] ma stopien n.

Niech z € C bedzie liczbg algebraiczna stopnia 2. Zatem z jest pierwiastkiem wielomia-
nu stopnia 2 o wspélczynnikach wymiernych, czyli wielomianu postaci

f(z) = ax® + bz +c,
gdzie a,b,c € Q. Jak wiemy

b VA
- 2a
gdzie A = b2 —4ac. Liczba VA jest pierwiastkiem wielomianu 22— A € Qlz], wiec Q (\/Z)

jest rozszerzeniem dwumianowym ciata Q. Poniewaz z € Q (\/Z), wiec pierwiastek z
wyraza sie przez pierwiastniki nad ciatem Q, do ktérego naleza wspotczynniki wielomianu.
Ciato Q mozna tutaj zastapi¢ przez dowolne ciato K charakterystyki 0.

7 wyktadow 1 i 2 wiemy, ze istnieja wzory pozwalajace rozwigza¢ rOwnania trzeciego i
czwartego stopnia, w ktérych réwniez pojawiaja sie pierwiastki (odpowiednio trzeciego i
czwartego stopnia) z wyrazen algebraicznych zawierajacych wspétezynniki wielomianow.
Pokazuje to, ze pierwiastki takich rownan réwniez wyrazaja sie przez pierwiastniki nad
ciatem Q. Takze w tym przypadku ciato Q mozna tutaj zastapi¢ przez dowolne cialo K
charakterystyki 0.

Majac dany cigg rozszerzen

z

K=K,CK,C..CK,

taki, ze K11 jest dwumianowym rozszerzeniem ciata K,, i Aut(K,,+1/K,,) jest grupa
cykliczng otrzymujemy ciag grup

{I} = Aut(K,,/K,) C Aut(K,,/K,—1) C ... C Aut(K,/K),

i z twierdzenia 5 wynika, ze dla kazdego m = 0,1,....,n — 1 grupa Aut(K,,11/K,,) jest
izomorficzna z grupa ilorazowa Aut(K,/K,,)/ Aut(K,/Kmpi1).

Zatem Aut(K,/K,,)/ Aut(K, /K1) jest grupa cykliczna. W ten sposéb badanie, czy
a € K, wyraza si¢ przez pierwiastniki nad K mozna sprowadzi¢ do badania, czy grupa
Aut(K,/K) jest rozwiazalna.

Niech f € K[z] 1 E D K bedzie cialem rozktadu wielomianu f. Grupe Aut(E/K)
nazywamy grupqg Galois wielomianu f.

Wielomianowi f € K|x] odpowiada grupa automorfizméw Aut(E/K), gdzie E =
K(ay,as, ..., a,) jest ciatem rozkladu wielomianu f, czyli ay, as, ..., a, € E sa pierwiastka-
mi f. Z twierdzenia 6, wyktad 12 wynika, ze dla dowolnego automorfizmu ¢ € Aut(E/K)
obraz pierwiastka wielomianu f jest pierwiastkiem f, wiec jesli f ma jedynie pierwiast-
ki jednokrotne, czyli a; # a; dla @ # j, to zbior {¢(a1), ¢(az), ..., ¢(an)} powstaje przez
permutacje zbioru {as, as, ..., a, }. W tym przypadku Aut(E/K) mozna wiec utozsamiaé
z pewna podgrupa grupy permutacji S,. Pozwala to przenie$¢ problem, czy pierwiastki
wielomianu f wyrazaja sie przez pierwiastniki nad K na grunt teorii grup.



Twierdzenie 7. Zaldimy, ze K jest cialem o charakterystyce 0 i wielomian f € K|x],
st f > 1 ma jedynie pierwiastki jednokrotne. Wowczas réwnanie f(x) = 0 jest rozwigzalne
przez pierwiastniki nad K, tj. pierwiastkr f wyrazajg sie przez pierwiastniki nad K wtedy
1 tylko wtedy, gdy grupa Galois wielomianu f jest rozwigzalna.

W przypadku ciata o charakterystyce 0, dzielac wielomian f przez NWD(f, f’) mozemy
zastapiC f przez wielomian, ktéry ma takie same pierwiastki jak f, ale jednokrotne, wiec
zatozenie o jednokrotnosci pierwiastkéw f w twierdzeniu 7 nie jest bardzo ograniczajace.

Grupe Galois wielomianu mozna utozsamiaé¢ z pewng podgrupag grupy permutacji .S,,.
Jak wiemy grupa S, dla n < 4 jest rozwiazalna, wiec takze kazda jej podgrupa jest
rozwigzalna. Z twierdzenia 7 wynika zatem to, co zostato wykazane bezposrednio: jezeli
K jest cialem o charakterystyce 0 1 f € Klx], st f < 4, to réwnanie f(x) = 0 jest
rozwigzalne przez pierwiastniki nad K.

Wzory na rozwigzania rownan 2, 3 i 4 stopnia pokazuja, jakiego stopnia pierwiastki wy-
stepuja w tych rozwigzaniach. Na przyktad dla wielomianu stopnia 2 mamy pierwiastek
kwadratowy. Dla cial o charakterystyce wickszej od 0 sytuacja jest bardziej skomplikowa-
na.

Przyktad 1. Niech f(z) = 2% + 2 + 1 € Zy[z]. Mamy f(0) = f(1) = 1, wigc wielomian
f nie ma pierwiastkéw w Z,, a zatem jest nierozktadalny. Niech a bedzie pierwiastkiem
wielomianu f w pewnym rozszerzeniu ciala Z,. Poniewaz f'(x) = 1, wiec a nie jest
pierwiastkiem podwojnym i jesli b jest drugim pierwiastkiem f, to a +b = 1, czyli b =
1 —a=1+a. Stad Zs(a) jest cialem rozktadu wielomianu f.

Mamy Zs = {0, 1}, wiec jedynym niezerowym pierwiastkiem z elementu nalezacego do
Zs jest 1, zatem rozszerzenie ciata Zs o ten pierwiastek jest tym samym cialem. Ale f(a) =
0, czyli a®>+a+1 = 0 i mnozac obie strony tej réwnosci przez a + 1 dostajemy a®+1 = 0,
czyli a® = 1. Zatem a jest pierwiastkiem trzeciego stopnia z 1. Rozszerzenie Z,(a) ciata
Zs o pierwiastek réwnania kwadratowego jest wigc rozszerzeniem dwumianowym, ale o
pierwiastek trzeciego stopnia.

7 twierdzenia 7 wynika tez wniosek, ktory pozwala stwierdzi¢, ze rownanie wielomia-
nowe f(x) = 0 stopnia wiekszego niz 4 nie jest rozwiazalne przez pierwiastniki nad K.

Whiosek 2. Jezeli f € Q[x] ma jedynie pierwiastki jednokrotne i grupa Galois wielomianu
f jest izomorficzna z S,, gdzie n > 5, to rownanie f(x) = 0 nie jest rozwigzalne przez
pierwiastniki nad Q.

Kolejne twierdzenie opisuje klase wielomianow, ktorych grupa Galois wielomianu f jest
izomorficzna z S,,. W jego dowodzie skorzystamy z twierdzenia, ktére jest w pewnym
sensie odwrotne do twierdzenia Lagrange’a o tym, ze dla podgrupy H grupy skonczonej
G rzad podgrupy H dzieli rzad grupy G.

Twierdzenie 8 (Cauchy’ego). Niech G bedzie grupg skorniczong. Jezeli liczba pierwsza
p dzieli rzad grupy G, to istnieje element a € G rzedu p, a wiec grupa G ma podgrupe
cykliczng H generowang przez a, dla ktorej vz H = p.

Twierdzenie 9. Jezeli wielomian f € Q[z] jest nierozkladalny, st f = p > 2 jest liczbg
pierwszqg 1 [ ma p — 2 rozne pierwiastki rzeczywiste, to grupa Galois wielomianu f jest
izomorficzna z Sp.



Dowdd. Niech cy, ..., ¢, beda pierwiastkami wielomianu f. Z zalozenia wiemy, ze p — 2
sposréd nich to liczy rzeczywiste, a pozostate dwa naleza do C \ R. Mozemy przyjaé, ze
c1,¢0 € C\ R, a poniewaz f ma wspoélezynniki rzeczywiste, wiec co = ¢7. Zatem funkcja
¢1(2) = Z jest automorfizmem ciata £ = Q(cy, ..., ¢,) rozkltadu wielomianu f takim, ze
¢1(z) =x dlaxz € R, czyli ¢ € Aut(E/Q).

Automorfizmy ¢ € Aut(E£/Q) mozna utozsamia¢ z permutacjami zbioru {ci,..., ¢},
a wiec réwniez z elementami grupy S,. Grupe Aut(E/Q) mozna zatem utozsamiaé z
podgrupa H grupy S,. Automorfizmowi ¢; odpowiada transpozycja (1,2).

Poniewaz wielomian f jest nierozkladalny, wiec (Q(¢y) : Q) = st f = p. Zatem

(E:Q) = (E:Q(c1)(Q(cr) : Q) = (E: Q(cn))p,

czyli (E : Q) dzieli sie przez p.

Wielomian f ma jedynie pierwiastki jednokrotne, co wobec twierdzenia 9, wyktad 12
pokazuje, ze E jest rozszerzeniem Galois ciata Q i w konsekwencji rz Aut(E£/Q) = (E : Q).
Zatem p dzieli 1z H = rz Aut(E/Q). Korzystajac z twierdzenia Cauchy’ego widzimy, ze
istnieje automorfizm ¢ € Aut(E£/Q), ktéremu odpowiada permutacja rzedu p. Ale taka
permutacja to cykl dlugosdci p. Zatem H zawiera transpozycje (1,2) i cykl dtugosci p,
co wobec twierdzenia 1, wyklad 12 dowodzi, ze H = S,, czyli grupa Aut(E/Q) jest
izomorficzna z S,. 0

Z wniosku 1, wyktad 12 wiemy, ze dla p > 5 grupa S, nie jest rozwigzalna. Twierdzenia
719 daja nam wiec nastepujacy wniosek.

Whiosek 3. Jezeli wielomian f € Q[z] jest nierozkladalny, st f = p > 5 jest liczbg pierw-
szq i f ma p — 2 rézne pierwiastki rzeczywiste, to réwnanie f(x) =0 nie jest rozwigzalne
przez pierwiastniki nad Q.

Opiszemy klas¢ wielomianow, dla ktérych grupa Galois jest izomorficzna z S,,. Potrzeb-
ne nam bedzie nastepujace twierdzenie pomocnicze.

Twierdzenie 10. Jezeli wszystkie pierwiastki wielomianu
f(z) = 2" + ap_32™ > + ... + a17 + ap € R[z]
sq liczbami rzeczywistymi, to ag = a3 = ... = an—3 = 0, czyli f(x) = a™.
Dowaéd. Zatdézmy, ze f ma pierwiastki cq, ..., ¢, € R. Ze wzoréw Viete’a otrzymujemy:
n n
ZCiZO, ZCZ‘C]‘:O.
i=1 i<j
Stad
n 2 n n n
0= <ZCZ> = Zcf —i-QZcicj = Zcf
i=1 i=1 i<j i=1
Poniewaz cy, ..., ¢, sa liczbami rzeczywistymi, wigc z réwnosci >, ¢? = 0 wynika, ze
c1=¢C =..=c¢,=0.Zatem f = z". O

Twierdzenie 11. Niech ¢ > 1 bedzie liczbg pierwszq i f(x) = x° — 2qx — q. Wtedy
rownanie f(x) = 0 nie jest rozwigzalne przez pierwiastniki nad Q.



Dowéd. Liczba q dzieli wszystkie wspdtczynniki f oprocz pierwszego i ¢? nie dzieli wyrazu
wolnego, wiec na mocy kryterium Eisensteina wielomian f jest nierozktadalny.

Wykazemy, ze f ma trzy pierwiastki rzeczywiste. Niech g(z) = 2% — 2z — 1. Wtedy
g(r) =423 -2 >0dlax > % Zatem ¢ jest funkcjg rosngcg w przedziale (%, +00).
Stad i z nieréwnosci ¢ > 2 wynika, ze g(q) > ¢(2) > 0.

Mamy f(q) = ¢° — 2¢° — q = qg(q), wicc f(g) > 0. Ponadto

fl=a) = ¢’ +2¢* —q = —q(q" — 2q + 1) < —qg(q) <0,
f(=1)=—=14¢>01 f(0) = —g < 0. Nieréwnosci te pokazuja, ze f ma pierwiastek w
kazdym z przedziatow: (—q,—1), (=1,0) i (0, q).

Z twierdzenia 10 wynika, ze f nie moze mie¢ jedynie pierwiastkow rzeczywistych. Zatem
oprocz trzech pierwiastkow rzeczywistych f ma dwa wzajemnie sprzezone pierwiastki w
zbiorze C \ R. Stad f ma jedynie trzy pierwiastki rzeczywiste i wniosek 3 pokazuje, ze
réwnanie f(x) = 0 nie jest rozwiazalne przez pierwiastniki nad Q. O

Mozna powiedzie¢, ze dla wigkszos$ci wielomianéw stopnia co najmniej 5 pierwiastki nie
wyrazaja sie przez pierwiastniki nad Q. Ponizej zostalo to zilustrowane dla wielomianéw
postaci

fan() = 2° + az + b,
gdzie —40 < a, b < 40.
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RysuNek 1. Ilustracja z ksigzki B. Everitt Symmetries of Equations: An
Introduction to Galois Theory



Na poziomej osi mamy wartosci parametru a, za$ na pionowej parametru b. Punkt (a, b)
odpowiada wielomianowi f,, przy czym:

e kolor brazowy oznacza, ze wielomian jest rozktadalny, a wiec jego pierwiastki sg
pierwiastkami wielomianéw nizszych stopni i wyrazaja si¢ przez pierwiastniki,

e kolory: zotty i czerwony oznaczaja, ze wielomian jest nierozktadalny, ale jego pier-
wiastki wyrazaja sie przez pierwiastniki,

e kolory: granatowy i niebieski oznaczaja, ze grupa Galois wielomianu jest odpo-
wiednio A5 i S5, wiec jego pierwiastki nie wyrazaja sie przez pierwiastniki.

Z ilustracji tej wynika, ze dla zdecydowanej wigkszosci wielomianéw f, 5 ich pierwiastki
nie wyrazaja si¢ przez pierwiastniki.



