PIERSCIENIE I CIAEA
Wyktad 12

Punkt (2) z twierdzenia 4, wyklad 11 mozna zapisaé w ogdlniejszej postaci zaste-
pujac zbiér {1,2,...,n} przez dowolny zbiér n-elementowy A = {aq,as, ..., a,}. Wtedy
dla permutacji ¢ € S, przez f, oznaczamy permutacje zbioru A zdefiniowana wzorem
fo(@i) = ao(;), a wiec polegajaca na spermutowaniu indeksow. Z twierdzenia 4, wyktad 11
wynika, ze grupa wszystkich permutacji zbioru A jest generowana przez permutacje f, i
fo, gdzie 7 = (1,2), 0 = (1,2,...,n).

Twierdzenie 1. Niech p > 1 bedzie liczbg pierwszq. Jesli podgrupa H grupy S, zawiera
cykl diugosci p © dowolng transpozycje, to H = S,,.

Dowaod. Dowdd sprowadza sie do wykazania, ze cykl o dtugosci p i dowolna transpozycja 7
generujg caly grupe S,. Mozemy przyjaé, ze o = (ay, ag, ..., a,) i 7 = (a1, ax) dla pewnego
1 <k<p.

Mamy o~1(a;) = ag. Ponadto o*~! ma 1zad p = rzo. Rzeczywidcie | = rzo"! jest
najmniejszg liczba naturalng taka, ze o*~! = I. Ale z réwnoéci p = rzo wynika, ze p
dzieli (k — 1)l. Poniewaz p jest liczba pierwsza i k — 1 < p, wiec p dzieli [ i stad | = p.
Pokazuje to, ze o*~! = (ay, ay, ..., a,,) zawiera wszystkie liczby 1,2, ...,p. Zatem 71 0"~}
generuja caly grupe S,. Stad réwniez 7 i o generuja grupe S,. O
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Grupy rozwigzalne

Przypomnijmy, ze podzbior H grupy G jest podgrupa, jesli dla dowolnych elementéw
a,b € H mamy
ab™t € H.

Dla podgrupy H grupy G i elementu a € G oznaczamy
aH={ab:be H}, Ha={ba:be H}.

Zbiory te nazywamy odpowiednio warstwa lewostronng i warstwa prawostronng elementu
a wzgledem podgrupy H. Jedli aH = Ha dla kazdego a € G, to méwimy, ze H jest
dzielnikiem normalnym (albo podgrupa niezmiennicza) grupy G. Wtedy wzor

a~bsab ! € H,

gdzie a, b € (G definiuje relacje réwnowaznosci w G zgodng z dziataniem w grupie. Oznacza
to, ze dla dowolnych a,b,c,d € G jezelia ~bic~d, to

ac ~ bd.

Dzieki temu w zbiorze G/H wszystkich klas abstrakeji, czyli warstw aH, gdzie a € G
mozemy okresli¢ dziatanie
(aH)(bH) = (ab)H.
Zbiér G/H z tym dzialaniem jest grupa. Jej elementem neutralnym jest H = eH, gdzie e
jest elementem neutralnym grupy G, za$ elementem odwrotnym do aH jest a ' H.
Dla grupy skonczonej G liczbe jej elementéw nazywamy rzedem grupy G i oznacza-
my przez rzG. Z twierdzenia Lagrange’a wiemy, ze jesli H jest dzielnikiem normalnym

skoficzonej grupy G, to rz H dzielirzG irzG/H = zg




Oczywidcie, jesli G jest grupa przemienna, to kazda jej podgrupa H jest dzielnikiem
normalnym i grupa ilorazowa G/H jest przemienna. Mozliwa jest jednak sytuacja, gdy
cala grupa G nie jest przemienna, zas grupa ilorazowa G /H jest przemienna.

Do badania przemiennosci grupy G/H mozna uzy¢ tzw. komutanta. Dla a,b € G ozna-
czamy

[a,b] = aba'b.
Element [a,b] € G nazywamy komutatorem elementéw a,b. Komutantem [G, G| gru-
py G nazywamy podgrupe¢ generowang przez wszystkie komutatory [a,b] = aba='b71,
gdzie a,b € G. Oczywiscie jesli GG jest grupg przemienng to dla dowolnych a,b € G mamy
la,b] = e, gdzie e jest elementem neutralnym, wiec [G, G| = {e}.

Twierdzenie 2. Niech H bedzie dzielnikiem normalnym grupy G. Grupa ilorazowa G /H
jest przemienna wtedy i tylko wtedy, gdy

|G,G| C H.
Dowdéd. Zatézmy, ze grupa ilorazowa G/ H jest przemienna. Wtedy dla dowolnych a,b € G
mamy (ab)H = (ba)H, czyli ab ~ ba. Oznacza to, ze
[a,b] = aba™'b™' = ab(ba) ™ € H.
Stad [G,G] C H.
Zatézmy teraz, ze [G,G] C H. Dla dowolnych a,b € G mamy wtedy
ab(ba)™' = aba 'b"! = [a,b] € H,
czyli ab ~ ba. Oznacza to, ze (ab)H = (ba)H. Zatem G/H jest grupa przemienna. O
Grupa G jest rozwigzalna, gdy istnieje ciag podgrup
{B}ZH()CHlC"'CHk_lCHk:G
takich, ze dla kazdego i = 1, ..., k sa spelnione warunki:
(1) H;_; jest dzielnikiem normalnym H;,
(2) grupa ilorazowa H;/H; 1 jest przemienna.
Twierdzenie 2 pokazuje, ze warunek (2) jest rownowazny temu, ze [H;, H;] C H;_;. Dla
i = 1 warunek ten ma postaé¢ [Hy, Hi] C Hy = {e}, czyli H; musi by¢ grupa przemienna.
Niech GV =[G, G], G? =[GV, GV] i ogélnie G =[G GY)]. Otrzymujemy w
ten sposoéb ciag podgrup
GO>GY>GY o .

grupy G. 7 definicji rozwigzalnosci i twierdzenia 2 wynika, ze grupa G jest rozwigzalna
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje n takie, ze G = {e}.

Twierdzenie 3. Jezeli H jest podgrupg grupy rozwigzalnej G, to H jest grupg rozwigzal-
ng.

Oczywiscie kazda grupa przemienna jest rozwiazalna. Kazda grupa skonczona, ktérej
rzad jest liczba pierwsza jest grupa cykliczna. Jest to wiec grupa przemienna i w konse-
kwencji grupa rozwiazalna. Grupa permutacji S jest jedyna przemienna grupa permutacji
Sp. Jest to wiec grupa rozwiazalna.



Rozwazmy teraz grupe permutacji S, gdzie n > 3. Przez A,, oznaczamy podzbioér grupy
S, wszystkich permutacyi parzystych, czyli takich, ktore sg iloczynami parzystej liczby
transpozycji. Zbiér A, ma %' elementow i jest to dzielnik normalny grupy S,. Grupa
ilorazowa S,, /A, ma rzad 2, wiec jest to grupa cykliczna.

Grupa Ss3 jest rozwiazalna. Rzeczywiscie, rozwazmy ciag
{]}:H()CHl:AgCHQ:Sg.

Grupa S3 ma rzad 3! = 6, zas A3 ma rzad 3. Zatem Aj jest grupg przemienng. Ponadto,
Hy/H; = S3/A3 ma rzad 2, wiec rowniez ta grupa jest przemienna.
Grupa S, jest rozwiazalna. Rzeczywiscie, rozwazmy ciag

{[}:H0CH1:WCH2:A4CH3:S4,
gdzie
‘/21 = {[7 (17 2)(37 4)7 (173)(27 4)7 (174)(27 3)}'

Grupa V} jest przemienna. Grupa Sy ma rzad 4! = 24, zas A, ma rzad 12. Zatem A4/V)
ma rzad 3, zas S;/A4 ma rzad 2 i sg to grupy przemienne.
Widzimy zatem, ze dla n < 4 grupy S,, sa rozwigzalne.

Twierdzenie 4. Grupa permutacji Ss nie jest rozwigzalna.
Dowdd. Zatdézmy, ze Ss jest grupa rozwigzalna, czyli istnieje ciag podgrup
{I}=HyCH, C---CHy1 CHp,=3S5;
takich, ze H;_, jest dzielnikiem normalnym H; oraz [H;, H;] C H;_; dla kazdego i =
b .P‘{.z)]zgx;vaZmy podzbiér C' grupy S5 zawierajacy wszystkie cykle (i, 7, k) dlugosci 3. Wy-
kazemy, ze jesli H; zawiera wszystkie cykle dtugosci 3, to H; ; zawiera wszystkie cykle
dhugosci 3. Zauwazmy w tym celu, ze dla dowolnego cyklu (4, 7, k) mamy
(0.5, k) = (0.1, k) (K, j,m)(k, 1,0)(m, j, k) = (3,1, k) (k, j,m) (i, 1, k)" (k, j,m) ™! =
= [(@, 1, k), (k, j,m)].
Jezeli wiec C' C H;, to C C [H;, H;] C H;_;. Wychodzac od tego, ze C C Hj = S;

dochodzimy wigc do wniosku, ze C zawiera si¢ w kolejnych podgrupach H; i w koncu
C' C Hy = {I}, co nie jest prawda. Zatem Ss nie jest grupa rozwiazalna. O

Dla n > 5 grupa S,, zawiera podgrupe izomorficzna z Ss. Rzeczywiscie .S, jest grupa
permutacji zbioru {1,2,...,n} i ograniczajac sie do permutacji ¢ takich, ze o(i) = i dla
1=06,7,...,n otrzymujemy podgrupe izomorficzng z S5. Stad i z twierdzenia, ze podgrupa
grupy rozwigzalnej jest rozwigzalna dostajemy nastepujacy wniosek.

Whniosek 1. Jezelin > 5, to grupa permutacyi S, nie jest rozwigzalna.

Automorfizmy ciat

Niech K bedzie ciatem. Izomorfizm ¢ : K — K przeksztalcajacy wzajemnie jedno-
znacznie K na K nazywamy automorfizmem. Zbior wszystkich takich automorfizméw
oznaczmy przez Aut(K). Jest to grupa z dziataniem ztozenia funkcji.



Niech ¢ € Aut(Q). Wtedy ¢(1) = 1, wigc
on)=o¢(1+...+1)=0(1)+..+ (1) =n

n razy n razy

dla kazdego n € N. Nastepnie, jeslin € Z, n < 0, to —n € N, wiec ¢p(n) = ¢(—(—n)) =
—¢(—n) = —(—n) =n.

Dla dowolnej liczby wymiernej a = ™, gdzie n,m € Z, m # 0 mamy

¢la) = ¢(nm™") = (n)p(m™") = d(n)¢(m) ™" = nm™" = a.

Zatem I(a) = a jest jedynym automorfizmem ciata Q.

Podobnie, jesli p € N jest liczba pierwsza, p > 1, to I(a) = a jest jedynym automorfi-
zmem ciata Z,.

Ponadto takie samo rozumowanie pokazuje, ze jesli E jest rozszerzeniem ciata Q i

¢ € Aut(E), to ¢(a) = a dla kazdego a € Q.
Twierdzenie 5. Aut(R) = {I}.

Dowdd. Niech ¢ € Aut(R). Jak juz wiemy ¢(a) = a dla kazdego a € Q.
Zatézmy, ze x € R, z > 0. Wtedy /xr € R i

o(x) = p(vT) = ¢(v)? > 0,

przy czym ¢ jest funkcja réznowartosciowa, wiec ¢(z) # ¢(0) = 0. Stad ¢(x) > 0.
Niech teraz x,y € R, x <y. Wtedy y — x > 0, wiec

0 <oy —z) = d(y) — d(x),
czyli p(x) < ¢(y).

Aby wykazaé nasze twierdzenie zatdézmy, ze istnieje x € R takie, ze ¢(x) # x. Wtedy
x < ¢(x) lub ¢(z) < z. W pierwszym przypadku istnieje ¢ € Q takie, ze

(1) r < q<o(x).

Wobec tego, co juz wykazaliSmy z lewej nieréwnosci dostajemy ¢(z) < ¢(q) = g, co jest
sprzeczne z prawa nieréwnoscia w (1).

Podobnie pokazujemy, ze nieréwnos$é ¢(x) < x prowadzi do sprzecznosci. Zatem ¢(x) =
x dla kazdego x € R. O

Punktem statym automorfizmu ¢ € Aut(K) nazywamy element a € K taki, ze
¢(a) = a. Niech E bedzie rozszerzeniem ciala K. Automorfizm ¢ € Aut(E) nazywa-
my K-automorfizmem, jesli ¢(a) = a dla kazdego a € K, czyli kazdy a € K jest
punktem statym ¢. Zbiér Aut(E/K) wszystkich K-automorfizméw ciala E jest podgrupa
grupy wszystkich automorfizméw Aut(FE). Grupe Aut(E/K) nazywamy grupq Galois
rozszerzenia F ciata K.

Np. jesli E jest rozszerzeniem ciata Q, to kazdy automorfizm ¢ € Aut(FE) jest Q-
automorfizmem, wiec Aut(E/Q) = Aut(FE).

Przyktad 1. Jesli ¢ € Aut(C), to ¢(a) = a dla kazdego a € Q. Jednak ¢ nie musi
by¢ réwne I. Np. ¢1(z) = Z jest automorfizmem ciata C, przy czym istnieja jeszcze inne
automorfizmy.



Natomiast Aut(C/R) = {I,¢;}. Rzeczywiscie, jesli ¢ € Aut(C/R), to ¢(a) = a dla
kazdego a € R, wiec
¢a+bi) = ¢(a) + ¢(b)d(i) = a + be(i)
dla a,b € R. Ponadto ¢(i)* = ¢(i*) = ¢(—1) = —1, wiec ¢(i) = i albo ¢(i) = —i. W
pierwszym przypadku ¢(a+ bi) = a+ bi, zas w drugim ¢(a +bi) = a — bi = a + bi. Zatem
Aut(C/R) # Aut(C).

Twierdzenie 6. Niech E bedzie rozszerzeniem ciata K 1 a € E bedzie elementem alge-
braicznym nad K, ktérego wielomianem minimalnym jest f € K[x]. Wtedy dla kazZdego
¢ € Aut(E/K) obraz ¢(a) jest pierwiastkiem wielomianu f, wiec ¢(a) jest rowniez ele-
mentem algebraicznym nad K.

Ponadto funkcja F : Aut(K(a)/K) — E okreslona wzorem F(¢p) = ¢(a) jest réznowar-
tosciowa i wobec tego vz Aut(K (a)/K) jest rowny liczbie roznych pierwiastkéw wielomia-

Dowdd. Niech f(x) = ag+ a1z + ... + a,z™. Poniewaz kazdy element ¢ € K jest punktem
stalym ¢, wiec

f(9(a)) = a0+ a19(a) + ... + andp(a)" = d(ao) + ¢(a1)¢(a) + ... + d(an)¢(a)" =
= ¢lao + ma+ .. +ana") = ¢(f(a)) = ¢(0) = 0.

Dla wykazania, ze funkcja F' jest réznowartosciowa zalézmy, ze ¢q, o € Aut(K(a)/K)
sq takie, ze ¢1(a) = ¢o(a). Bazg rozszerzenia K (a) jest ciag 1,a,...,a" !, gdzie n = st f i
kazdy element v € K (a) ma posta¢ u = by +bia+ ... +b,_1a", gdzie by, by, ...,b,_1 € K.
Poniewaz ¢1, ¢o sa K-automorfizmami, wiec

¢1(u) = ¢1(bo) + ¢1(br1)d1(a) + ... + ¢1( n— 1)@51(@)"_1 =

=bo+bhigi(a) + ... + bp11(a)"” =

=bo +bidz(a) + ... +bp12(a)"” =

= ¢2(bo) + ¢2(b1)da(a) + ... + P2(bu-1)P2(a)" " = da(u),
CZYH (bl = ¢2. O
Przyktad 2. Niech £ = Q(v/2). Wielomianem minimalnym /2 jest 2> — 2. Zatem dla
dowolnego automorfizmu ¢ € Aut(£/Q) mamy

o(V2) =2,

wice ¢(v2) = V2 albo ¢(v2) = —v/2. Grupa Aut(E/Q) sktada si¢ zatem z dwéch
automorfizméw: I(a +bv/2) = a + bv/2 i ¢(a + bv/2) = a — by/2 dla a,b € Q. Stad grupa
Aut(E/Q) jest izomorficzna z grupa S, permutacji zbioru dwuelementowego {v/2, —v/2}.

Przyktad 3. Niech £ = Q(+v/2). Wielomianem minimalnym +/2 jest 2> — 2, zatem dla
dowolnego automorfizmu ¢ € Aut(E£/Q) mamy ¢(v/2)? = 2 i stad ¢(3/2) = /2. Dowolny

element u € Q(+/2) ma posta¢ u = a + by/2 + 0\3/52, gdzie a, b, c € Q, wiec
o(w) = a+bo(V2) +cs(V2 ) =a+ 032+ V2 =u.
Zatem Aut(E/Q) = {I}.



Niech H bedzie podgrupa grupy automorfizméw Aut(K). Przez Fix(K, H) oznacza-
my zbior elementow ciata K, ktére sa punktamsi statymi wszystkich automorfizméw z
podgrupy H, czyli

Fix(K,H) ={a € K : ¢(a) = a dla kazdego ¢ € H}.
Twierdzenie 7. Zbior Fix(K, H) jest podciatem ciala K.
Dowdd. Mamy 0,1 € Fix(K, H). Ponadto, jesli a,b € Fix(K, H), to dla dowolnego ¢ € H

mamy

¢(a—b) = ¢(a) — d(b) = a—b,
wiec a — b € Fix(K, H). Jesli dodatkowo b # 0, to

$ab™") = p(a)p(b) " = ab™",
wiec ab™! € Fix(K, H). O

Rozszerzenie F ciala K jest rozszerzeniem Galois, jesli
K =Fix(E, Aut(E/K)).

Twierdzenie 8. Niech E bedzie rozszerzeniem skoriczonym ciata K. Wiedyrz Aut(FE/K) <
(E: K) i réownosé (E : K) = rzAut(E/K) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy E jest roz-
szerzeniem Galois.

Przyktad 4. Niech £ = Q(v/2). Z przykladu 3 wiemy, ze Aut(E/Q) = {I}. Stad
Fix(E, Aut(E/Q)) = E # Q, zatem FE nie jest rozszerzeniem Galois.

Przyklad 5. Niech E = Q(v/2). Z przykladu 2 wiemy, ze Aut(E/Q) sktada sic zatem z
dwoch elementéw: I, ¢, gdzie p(a+bv/2) = a—byv/2 dlaa,b € Q. Jedli wiec u = a+bv/2 €
Fix(E, Aut(E/Q)), to

a+bvV2=u=¢u)=a—b/2
Stad 2bv/2 = 0, czyli b = 0, a zatem u = a € Q. Oznacza to, ze Fix(E, Aut(E/Q)) = Q,
czyli E = Q(u) jest rozszerzeniem Galois. Wynika to takze z réwnoéci (Q(v/2) : Q) =2 =
rz Aut(Q(v2)/Q).

Przyktad 5 jest szczegdlnym przypadkiem nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 9. Niech E = K(ay,...,a,) bedzie cialem rozkladu wielomianu f € K|x],
przy czym pierwiastki ay, ..., a, wielomianu f sq¢ parami rozne. Wtedy

rzAut(E/K) = (E: K),
a wiec E jest rozszerzeniem Galois ciata K.

Dowdéd. Element a; ma pewien wielomian minimalny f; € K|z|. Wielomian minimal-
ny f1 dzieli f i z jednoznacznosci rozkladu f(z) = a(x — a1)...(v — a,) w Elz] wy-
nika, ze pierwiastki wielomianu f; (bedace réowniez pierwiastkami f) sa parami rozne.
Z twierdzenia 6 wynika, ze liczba wszystkich K-automorfizméw ¢ : K(a1) — K(aq)
jest rowna liczbie pierwiastkéw wielomianu fi, a wiec stopniowi tego wielomianu. Zatem
rz Aut(K(a1)/K) = (K(a1) : K).

Podobnie a; ma pewien wielomian minimalny fo € K(a;)[z], ktéry ma parami rézne
pierwiastki. Dla dowolnego ¢ € Aut(K (ay)/K) wielomian g = ¢;(f2) réwniez ma parami
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rézne pierwiastki. Mamy K(a1,a2) = (K(a1))(az2) i z dowodu twierdzenia 6 wynika, ze
liczba wszystkich automorfizméw ¢y : K (a1, a2) — K(ay, as) takich, ze ¢o(u) = ¢1(u) dla
u € K(ay) jest réwna (K (ay,as) : K(ay)).

Postepujac dalej w ten sposéb dochodzimy do wniosku, ze rz Aut(E/K), czyli liczba
wszystkich K-automorfizmow ¢ : £ — E jest rowna

(K(a) : K) - (K(ay,a2) : K(ay)) - ...  (K(ay,ag,...,a,) : K(a1,a9,...,a,_1)) =
= (K(ay,...,a,) : K). O
Niech L bedzie rozszerzeniem ciata K i E bedzie ciatem takim, ze K C E C L. Jesli
¢ € Aut(L/FE), to ¢(u) = u dla wszystkich u € F, a wiec w szczegdlnosci dla wszystkich
u € K. Wynika stad, ze Aut(L/F) jest podgrupa grupy Aut(L/K).
Niech L bedzie rozszerzeniem ciata K. Ciatu posredniemu F, czyli takiemu, ze K C
E C L odpowiada wiec podgrupa ¥, (E) = Aut(L/E) grupy Aut(L/K).
Z kolei podgrupie H grupy Aut(L/K) odpowiada cialo Wo(H) = Fix(L, H) posrednie
miedzy K i L.
Twierdzenie 10 (Galois). Niech L bedzie skonczonym rozszerzeniem Galois ciala K.
Wtedy powyzsze odwzorowania Wy, ¥y sqg funkcjami roznowartosSciowymsi. Ponadto sq one
wzgledem siebie odwrotne, tzn. jezeli H jest podgrupe Aut(L/K), to
Aut(L/Fix(L,H)) = H
oraz jezeli K C E C L, to
Fix(L,Aut(L/E)) = E.
W szczegolnosci L jest rozszerzeniem Galois ciata E.

Przyktad 6. Niech £ = Q(3/2,/3i). Wielomian f(z) = 2® — 2 jest wielomianem mini-
malnym liczby /2, wiec (Q(+/2) : Q) = 3. Wielomian g(x) = 2 + 3 jest nierozktadal-
ny w Q(v/2)[z], gdyz jego pierwiastki v/3i oraz —+/3i nie naleza do ciata Q(+/2). Stad
((Q(¥2)(V3i) : Q(V/2)) = 2 i poniewaz E = (Q(¥/2))(v/3i), wige
(E:Q) = ((Q(V2)(V3i) : Q(V2)) (Q(V2) : Q) = 6.
Zauwazmy, ze w; = —3 + ?z € Q(V/3i) C E. Liczba w, jest pierwiastkiem trzeciego
stopnia z 1. Réwniez w? € F, wigc wszystkie trzy zespolone pierwiastki trzeciego stopnia

z 1, tj. 1, wy i w? nalezg do E.
Niech ¢1, ¢ beda Q-automorfizmami ciata E takimi, ze

¢1(\3/§) = \3/50117 ¢1(wr) = wi,
$(V2) = V2,  ¢a(wr) =y

Wtedy
B2(V2w1) = 62(V2)da(wr) = V2wi,  ¢a(V20]) = ¢2(V2)ha(w1)® = V20! = V2uy

G1(V2w1) = ¢1(V2)$1(w1) = V2wi,  ¢1(V2w1) = ¢1(V2)da(w1)? = V2ui = V/2,
¢1(\3/§) = \3/5011'



Rozwazmy grupe permutacji Ss zbioru {1,2,3}. Jej generatorami sa: transpozycja 7 =
(1,2) i cykl 0 = (1,2,3). Z powyzszych wzoréw widaé, ze jesli zamiast zbioru {1, 2,3}

wezmiemy zbior
{\/—wlu \/_Cd \3/_}

to transpozycji T odpowiada ¢9, zas cyklowi o odpowiada ¢;. Funkcja F' : S5 — Aut(E/Q)
taka, ze F(T) = ¢9, F(0) = ¢1 jest zatem izomorfizmem grupy Ss na podgrupe H grupy
Aut(E/Q). Ale rz H =17z 55 = 6 i z twierdzenia 8 wiemy, ze rz Aut(E£/Q) < (F : Q) = 6,
wiec H = Aut(F/Q). Zatem grupa automorfizméw Aut(E/Q) jest izomorficzna z Ss.

Grupe S3 mozna interpretowac jako grupe izometrii trojkata réwnobocznego, przy czym
transpozycji odpowiada symetria osiowa, za$ cyklowi obrot wokot srodka trojkata. Nie-
trywialne podgrupy grupy S3 rozpatrywanej jako grupa izometrii trojkata rownobocznego
to grupa obrotéw majaca rzad 3 i trzy grupy symetrii Wzngdem trzech osi maj@ce rzad
2. Odpowiadaja im podgrupy grupy Aut(E/Q): Hy = (¢1), Ha2 = (¢2), Hz = (¢2 0 ¢1) i
Hy = (¢20¢7).

Poniewaz ¢, (w;1) = wi, wiec Fix(E, Hy) = Q(w;). Z réwnodci ¢o(v/2) = v/2 wynika z
kolei, ze Fix(E, Hy) = Q(v/2).

Ponadto,
¢1(\S/§w1) = ¢1(\3/§)¢1(w1) = \S/iw%a

(¢2 0 ¢1)(V2uw1) = §o(V2u7) = 92(V2)a(w1)? = V2w = V2w,
wiec Fix(E, H3) = Q(3/2w;).
Nastepnie,

GH(V2w?) = ¢ (1 (V2) 1 (w1)?) = 61 (V2urw?) = 61 (V2) = /2w,

zatem

zatem
(620 61)(V2w7) = ho(V2w1) = V27,
wiec Fix(E, Hy) = Q(v/2w?).
7 twierdzenia 10 wynika, ze wszystkie ciata posrednie miedzy Q i Q(v/2,w;), to: Q(wy),

Q(V2), (f’fwl)' (\S/_w%)
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Ponadto zgodnie z twierdzeniem 8 mamy (Q(w;) : Q) = 1z H;, = 3, (Q(v/2) : Q) =
1z Hy =2, (Q(v2w) : Q) =12 H3 =21 (Q(v2w?) : Q) =1z Hy = 2.



