PIERSCIENIE I CIAEA
Wyktad 11
Konstrukcje geometryczne

Konstrukcje geometryczne wywodza sie ze starozytnej Grecji. Klasyczne konstrukcje
dopuszczajg uzycie jedynie linijki i cyrkla. Mozemy wiec wykresla¢ proste i okregi. Zatoz-
my, ze dany jest niepusty zbiér S C R? punktéw na plaszczyznie. Mozemy wykonaé dwie
konstrukcje geometryczne:

(1) dla pary punktéw P,Q € S wyznaczamy prosta przechodzaca przez przez punkty
P? Q?

(c) dla trzech punktéw P,Q1,Qs € S wyznaczamy okrag o $rodku w punkcie P i
promieniu rownym odlegtoéci punktow @1, QQs.

Dla skoriczonego zbioru S C R? méwimy ze punkt P jest konstruowalny w jednym
kroku z S przy pomocy linijki (1) i cyrkla (c), jesli P jest punktem przecigcia dwbch
réznych krzywych (linii prostych lub okregéw) otrzymanych z S przy pomocy konstrukeji
(1) lub (c).

Punkt R jest konstruowalny ze zbioru S, jesli istnieja punkty Ry, ..., R, = R takie,
ze Ry jest konstruowalny w jednym kroku z S i dla kazdego i = 0, ...,n — 1 punkt R;, jest
konstruowalny w jednym kroku ze zbioru SU{Ry, ..., R;}. Liczbami konstruowalnymi
z S nazywamy liczby rzeczywiste, ktére sg wspotrzednymi punktéw konstruowalnych z S.

Niech S = Sy bedzie zbiorem ztozonym z dwéch punktéw Py, = (0,0), P, = (1,0).
O punktach konstruowalnych z Sy méwimy krétko, ze sa to punkty konstruowalne.

Jesli punkty P, @ sa konstruowalne, to konstruowalne sa réwniez punkty P + @ (jako
czwarty wierzchotek réwnolegtoboku o wierzchotakch i Py, P, Q) oraz P — ). Wynika
stad w szczegdlnosci, ze wszystkie liczby catkowite sg konstruowalne. Ponadto, rysunek 1
pokazuje, ze jesli konstruowalny jest punkt (0,a), gdzie a # 0, to konstruowalny jest

rowniez punkt (%, 0) :

RYSUNEK 1.

Rzeczywiscie, z twierdzenia Talesa otrzymujemy x = § = é
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Rysunek 2 pokazuje z kolei, ze jesli konstruowalne sg punkty (a,0) i (0,b), to konstru-
owalny jest réwniez punkt (ab,0). Ponownie korzystajac z twierdzenia Talesa dostajemy

$ =1, czyli © = ab. Uwagi te pokazuja, ze wszystkie liczby wymierne sa konstruowalne.

RYSUNEK 2.

Mozna takze skonstruowaé kwadrat o boku diugosci 1, a zatem /2 jest konstruowalny.
Inna liczba konstruowalna jest v/3, gdyz ? jest dtugoscia wysokosci w trojkacie rowno-
bocznym o boku dtugosci 1.

Dla zbioru S punktéw na plaszczyznie przez Qg oznaczamy podciato ciata R, ktére jest

rozszerzeniem ciata Q o zbiér wszystkich wspotrzednych punktéow z S.

Twierdzenie 1. Niech S bedzie skoriczonym zbiorem punktow na plaszczyinie.
(i) Jezeli punkt R € R? jest konstruowalny w jednym kroku z S, to

(1) (Qsugry : Qs) =1 lub 2.
(ii) Jezeli S = SU{Ry,..., R}, gdzie Ry, ..., R, sq punktami konstruowalnymi z S,
to (Qs, : Qg) jest potegq liczby 2.
Dowdd. (i) Punkt R jest punktem przeciecia dwoch krzywych Ly, Ly o réwnaniach:
Ly :ay(2® + ) + bz + ey + dy = 0,
Lyt ag(x? + 9) + box + coy + dy = 0,

gdzie aq,...,ds € Qg. Jedli a; = as = 0, to R jest punktem przecigcia dwoch prostych i
jego wspotrzedne nalezg do Qg. Zatem Qgsugry = Qs.
Jedli co najmniej jedna z liczb aq, as jest rézna od zera, to M = as Ly — ay Lo jest prosta

o réwnaniu postaci

bsx 4 c3y + d3 = 0.
Zatézmy, ze c3 # 0. Wtedy y = _l’%g_dﬁ co po wstawieniu do rownania L; daje rownanie
postaci

az? +bxr + ¢ =0,



gdzie a,b,c € Qg. Zatem Qsury = Qs(x,y) = Qg(x), przy czym z jest pierwiastkiem
wielomianu stopnia 1 (jesli @ = 0) lub 2 (jesli a # 0). Stad

(Qsugry : Qg) =1 lub 2.

Jest to prawda takze w przypadku, gdy b3 # 0, gdyz wtedy Qgsugry = Qs(y) i y jest
pierwiastkiem wielomianu stopnia co najwyzej 2.

(i) Mamy S7 = SU{Ry,..., R,}, gdzie Ry, ..., R, sa punktami konstruowalnymi z S.
Daje to ciag rozszerzen

QS C..C QSU{RL...,RZ‘} - QSU{R1,...,RZ‘+1} C..C @31

dlai=1,...,n— 2, przy czym z (i) wiemy, ze kazde z tych rozszerzen ma stopien 1 lub 2.
Mamy

(Qsl . QS) = (@Sl . QSU{Rl,..‘,Rnfl})"'(@SU{R1,R2} . QSU{Rl})(QSU{Rl} : QS)J
a wiec (Qg, : Qg) jest potega dwojki. O

Niech S = Q2. Poniewaz wszystkie punkty o wymiernych wspoétrzednych sg konstru-
owalne (z Sp), wiec punktami konstruowalnymi z S sa punkty konstruowalne (z Sp). Mamy
Qs = Q1 jezeli punkt P jest konstruowalny, to z twierdzenia (ii) wynika, ze (Qsugpy : Q)
jest potega liczby 2. Pozwala to podaé rozwigzania trzech stynnych problemoéw starozytnej
greckiej matematyki:

e Podwojenie szeScianu: czy dla danego szeScian mozna skonstruowac szedcian
o dwukrotnie wiekszej objetosci?
e Trysekcja kqgta: czy dany kat mozna podzieli¢ na trzy réwne czesci?
o Kwadratura kota: czy majac dane koto mozna skonstruowaé¢ kwadrat o tym
samym polu?
We wszystkich tych problemach dopuszcza sie jedynie uzycie linijki i cyrkla.

Problem podwojenia szescianu sprowadza sie do tego, czy konstruowalna jest liczba /2,
gdyz jest to dtugosé boku szescianu o objetosci 2. Niech P = (0, v/2). Wtedy Qsugpy =
Q(\?’/ﬁ), a poniewaz wielomianem minimalnym liczby v/2 jest 2° — 2, wiec

(@(¥):9) =5

Nie jest to potega dwojki, zatem /2 nie jest liczba konstruowalna.

Dla rozwiazania problemu trysekcji kata wykazemy, ze nie mozna podzieli¢ kata 30° na
trzy rowne czedci. Sprowadza sie to do wykazania, ze sin 10° nie jest liczbg konstruowalna.
Wykorzystamy wzér sin 30 = 3sinf — 4sin® 0. Przyjmujac # = 10° dostajemy

1
4sin® 10° — 3sin 10° = —sin 30° = —5
zatem a = 2sin 10° jest pierwiastkiem wielomianu f(x) = 23 — 3z + 1. Jest to wielomian
nierozktadalny nad Q. Rzeczywiscie podstawiajac y = x + 1 otrzymujemy wielomian

fly-1)=(y—-1°-3(y—-1)+1=y"—3y° +3,
ktory jest nierozktadalny na mocy kryterium FEisensteina zastosowanego dla p = 3. Zatem

(Q(a) : Q) =3.



Mamy Q(a) C Qsuipy, gdzie P = (a,0) i gdyby punkt P byt konstruowalny, to stopien
(Qsugry : Q) bylby potega dwojki. Ale

(Qsuipy 1 Q) = (Qsugpy - Qa))(Q(a) : Q) = 3(Qsuiry : Q(a)),

co prowadzi do sprzecznosci.

Problem kwadratury kota sprowadza sie do problemu, czy liczba /7 jest konstruowalna,
gdyz /7 jest dtugoscia boku kwadratu o polu réwnym polu kota o promieniu 1. Ale /7
jest liczba przestepna. Gdyby bowiem /7 bylo liczbg algebraiczng, to z wniosku 2, wyktad
10 wynika, ze m = ﬁQ takze bytoby liczba algebraiczna. Kazda liczba konstruowalna jest
liczbg algebraiczna, wiec liczba /7 nie jest konstruowalna.

Starozytni matematycy greccy rozwazali takze problem konstruowalnosci n-kagtow
foremnych. Konstruowalny jest tréjkat réwnoboczny, kwadrat, pieciokat i szeSciokat
foremny. Konstrukcje trojkata, kwadratu i szesciokata sg oczywiste.

Nieco bardziej skomplikowana jest konstrukcja pieciokata. Polega ona na tym, ze rysu-
jemy okrag o érodku O i w nim dwie prostopadte érednice. Wyznaczamy srodkowy punkt
B odcinka OA i z punktu B zakreslamy tuk C'D. Nastepnie z punktu C' zakreslamy tuk
DE. W ten sposob otrzymujemy odcinek C'E ktory jest bokiem pieciokata foremnego.

\/

RYSUNEK 3.

Aby sprawdzi¢ poprawnosé tej konstrukcji zauwazmy, ze pierwiastki stopnia 5 z 1 to
wierzchotki pieciokagta foremnego wpisanego w okrag jednostkowy. Sa one dane wzorami
2km 2km

wk:cosT—l—z’sin—,
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gdzie £ =0,1,2,3,4. Dla k = 1 mamy

V-1  J10+2V5

w1 = +1
_ [5—5
= 5

4 4
Stad dtugo$¢ boku pieciokata jest rowna

Wroémy do naszej konstrukeji. Przyjmijmy, ze odcinek OA ma dlugosé 1. Korzystajac
z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy

\/5—5+,\/10+2\/5

4 Ty

lwp — 1| =

V5

BC| =,/|OB]? +|0C|? = —.

[BC| = \/IOBP +|0CP =

Odcinek DB ma taka sama dtugosé jak odcinek BC, czyli |[DB| = % i stad

5—1
0D) - 1pB| - joB| - Y"1,

gdyz |OB| = 3. Zatem

55
;-

Twierdzenie 2 (twierdzenie Wantzela). Jezeli n-kqt foremny jest konstruowalny i liczba
pierwsza p > 1 dzieli n, to p = 2 + 1 dla pewnego k € N.

(CE| = |DC| = /|OD]? +|0C|? =

Dowod. Jezeli n-kat foremny jest konstruowalny i liczba p > 1 dzieli n, to rowniez p-kat
foremny jest konstruowalny. Wierzchotki p-kat foremnego to liczby zespolone

T .. 2km
W = CoOS — +181n —,
p p
gdzie k =0,1,...,p — 1. W szczegdlnosci konstruowalny jest punkt w; = (COS 2?”, sin 2?”)

i zgodnie z twierdzeniem [l| mamy (E : Q) = 2™ dla pewnego m € N, gdzie £ =
Q (cos 2?”, sin %r) Ponadto (E(i) : E) = 2, gdyz liczba i ma wielomian minimalny z>+1 €
El[z]. Stad
(E@G): Q)= (E@): E)(E:Q)=2"".
Ale wy € E(i), wigc
(E@i) : Qw1)(Qw1) : Q) = (E(i) : Q) = 2",

co pokazuje, ze (Q(wi) : Q) dzieli 2! a wigc (Q(wy) : Q) = 2% dla pewnego k € N.

Liczbe (Q(w1) : Q) mozemy wyznaczy¢ znajdujac wielomian minimalny dla w;. Wiemy,
ze wy jest pierwiastkiem stopnia p z 1, czyli pierwiastkiem wielomianu 27 — 1. Ale

P —1=(@-DA+x+2>+.. +2P),

a wiec wq jest pierwiastkiem wielomianu
P —1

r—1"

f@y=1+z+2*+. . +art=



Wielomian ten jest nierozktadalny. Rzeczywiscie

s =3 sty =15 (1) = £ ()

k=1
i poniewaz p jest liczbg pierwsza, wiec p dzieli (i) dla £k =1,2,...,p — 1. Ponadto p nie
dzieli (ﬁ) = 11 p? nie dzieli (71’) = p. Korzystajac z kryterium Eisensteina stwierdzamy

wiec, ze f(x 4+ 1) jest wielomianem nierozkladalnym, a stad takze f jest nierozktadalny.
Zatem f jest wielomianem minimalnym liczby w; i w konsekwencji

2F = (Q(wy): Q) =st f=p—1,
czyli p = 2F + 1. 0

Z twierdzenia [2] wynika w szczegodlnodci, ze niemozliwa jest konstrukcja siedmiokata
foremnego, a bardziej ogoélnie zadnego Tn-kata foremnego.

Pelna odpowiedZ na problem konstruowalnosci n-katow foremnych wymaga uzycia liczb
pierwszych Fermata.

Liczba Fermata to liczba naturalna postaci F}, = 22" +1, gdzie n jest nieujemng liczbg
catkowitg. Jesli jest to liczba pierwsza, to nazywamy ja liczbg pierwszg Fermata. Piec
liczb pierwszych Fermata: Fy = 3, Fy =5, F, = 17, F5 = 257, F; = 65537.

Twierdzenie 3 (twierdzenie Gaussa-Wantzela). n-kqt foremny daje si¢ skonstruowaé za
pomocq cyrkla i linijki wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczbg postaci 2%, gdzie k € N lub
postaci 28 -py -po- ... ps, gdzie k € NU{O} i p1, pa, ..., ps sq réinymi liczbami pierwszymi
Fermata.

Na stronie Wikipedii https://en.wikipedia.org/wiki/Constructible_polygon
umieszczone s animacje pokazujace konstrukcje 15-kata, 17-kata, 257-kata i 65537-kata
foremnego.

Grupy permutacji S,

Przypomnijmy, ze przez S,, oznaczamy grupe wszystkich permutacji zbioru {1,2,...,n}
(lub réwnowaznie innego ustalonego zbioru n-elementowego) z dziataniem ztozenia. Grupa
S, ma rzad n! i dla n > 3 jest to grupa nieprzemienna. Permutacje o € S, zapisujemy w
postaci graficznej jako

_ 1 2 ..n
T \o(1) 02 .. o(n))"

Permutacja cykliczng dtugosci m nazywamy taka permutacje o € S,,, dla ktérej istniejg
liczhy 1 < 71 < Jo < ... < jm < n takie, ze 0(jx) = jrn1 dla bk = 1,2,...,m — 1,
0(jm) =j110(j) =7 dlaj & {j1,Ja2,---, Jr }- Piszemy wtedy o = (1, j2, .-, jm). Zauwazmy,
ze elementem odwrotnym do takiej permutacji o jest

0'71 = (jm?jmfh ~"7j2aj1)-

Ogélnie méwimy, ze elementy aq, as, ..., a,, grupy G generuja te grupe, jesli kazdy ele-
ment a € G mozna przedstawi¢ w postaci

(2) a=a"al?.. .akr

dla pewnych liczb kq, ko, ..., k., € Z.


https://en.wikipedia.org/wiki/Constructible_polygon

Generatorami grupy S, sa transpozycje, czyli permutacje postaci (¢, 7). W tym przypad-
ku mozna pominag¢ wyktadniki we wzorze , czyli kazda permutacje mozna przestawic
jako iloczyn (czyli ztozenie) skonczonej liczby transpozycji. Wynika to z faktu, ze

(i,)* = (i, )(i.5) = 1,
gdzie I jest permutacja tozsamosciowa, czyli I(s) = s dla s = 1,2, ...,n. Stad
(6,5)7" = (4.1) = (i..4),
a wiec (i, )% = I, gdy k jest liczba parzysta i (i,5)* = (4, ), gdy k jest liczba nieparzysta.

Przyktad 1. Niech
(1 23 456
7=\ 6 43 2 1)

Przedstawiamy najpierw o jako iloczyn permutacji cyklicznych:
o=(1,5,2,6)(3,4).

Teraz wystarczy pierwsza permutacje cykliczng zapisac¢ jako iloczyn transpozycji zgodnie
ze schematem

(1,5,2,6) = (1,6)(1,2)(1,5).
Zatem

o= (1,6)(1,2)(1,5)(3,4).
Zbior wszystkich transpozycji nie jest jednak najmniejszym zbiorem generujacym .S,.

Twierdzenie 4. Dla n > 3 nastepujgce zbiory generujg grupe Sy :
(1) zbior wszystkich transpozycji postaci (i,i+ 1), gdzie i = 1,2,...,n — 1.
(2) zbior ztoZony z transpozycyi (1,2) i cyklu (1,2, ...,n).

Dowdd. (1) Wystarczy wykazaé, ze kazda transpozycje (i, 7), gdzie i < j mozna przedsta-
wié¢ jako iloczyn pewnej liczby transpozycji postaci (i, + 1). Dow6d prowadzimy przez
indukcje wzgledem j — 7.

Jeslij—i=1,toj =i+1, wiec (4,7) = (i,i+1). Zaldézmy, ze nasza teza jest prawdziwa
dla wszystkich transpozycji (i, 7) takich, ze j — i = k i niech (p, q) bedzie transpozycja
taka, ze ¢ — p =k + 1. Mamy

(3) (p.g) = (,p+1)(0+1,09)(p,p+1),

przy czym dla srodkowej transpozycji ¢ — (p + 1) = k, wiec z zalozenia indukcyjnego
(p + 1,q) jest iloczynem pewnej liczby transpozycji postaci (i,7 + 1). Wstawiajac ten
iloczyn do (3) w miejsce (p + 1,¢) otrzymujemy przedstawienie (p,q) w postaci iloczynu
transpozycji postaci (4,7 + 1).

(2) Wobec tego, co juz wykazali$my, wystarczy sprawdzié, ze kazda transpozycje postaci
(7,7 + 1) mozna wyrazi¢ przy pomocy transpozycji (1,2) i cyklu o = (1,2,...,n). Mamy
ot =(n,..,2,1), wiec

0(1,2)07 = (2,3)
i ogolnie
o (1,2)07" = (k + 1,k +2)
dla kazdego k =1,2,...,n — 2. O



