PIERSCIENIE I CIAEA
Wyktad 10

Zatozmy, ze ciatlo E jest rozszerzeniem ciala K i a € E jest elementem algebraicznym
nad K. Istnieje niezerowy wielomian f € K[x] najmniejszego stopnia, dla ktérego f(a) =
0. Przypomnijmy, ze f € K|z| jest wielomianem minimalnym elementu a, jesli f €
K|[z] jest niezerowym wielomianem najmniejszego stopnia takim, ze f(a) = 01 f jest
unormowany, czyli wspotczynnik przy najwyzszej potedze x w f jest réwny 1. Stopien
takiego wielomianu f nazywamy stopniem elementu a.

Twierdzenie 1. Niech a € E i f € K[z] bedzie niezerowym wielomianem najmniejszeqgo
stopnia, dla ktérego f(a) = 0. Wtedy

(1) wielomian f jest nierozkladalny w K|x],

(2) jesli g(a) =0 dla pewnego g € K|z|, to [ dzieli g,

(3) jesli wielomian f jest unormowany, to f jest wyznaczony w sposéb jednoznaczny.

Przypomnijmy, ze elementy pierscienia sa ze soba stowarzyszone, jesli jeden rozni sie
od drugiego czynnikiem odwracalnym. W pierscieniu wielomianéw K[z] elementami od-
wracalnymi sa wszystkie niezerowe elementy ciata K. Zatem wielomiany f,g € Klz| sa
stowarzyszone, gdy f = ag dla pewnego niezerowego a € K.

Whiosek 1. f € K[x] bedzie wielomianem minimalnym elementu algebraicznego a €
E. Jezeli g € Klx| jest wielomianem nierozkladalnym takim, Ze g(a) = 0, to g jest
stowarzyszony z [ w K[z] 1 w konsekwencji st g = st f.

Dowdéd. 7 twierdzenia 1 (2) wiemy, ze f dzieli g, a poniewaz ¢ jest nierozkladalny, to g
jest stowarzyszony z f, a wiec st g = st f. O

Widzimy wiec, ze f € K[z]| jest wielomianem minimalnym elementu algebraicznego
a € F wtedy i tylko wtedy, gdy
1) f(a) =0,
2) f jest nierozkladalny,
3) wspotezynnik przy najwyzszej potedze z w f jest rowny 1.

Przyktad 1. Niech f(z) = 2™ — 2 € Q[z]. Z kryterium Eisensteina zastosowanego dla
p = 2 wynika, ze f jest wielomianem nierozkladalnym w Q[z]. Zatem f jest wielomianem
minimalnym liczby algebraicznej a = /2.

Niech E bedzie rozszerzeniem ciata K'i M C E. Przez K(M) oznaczmy iloczyn mno-
gosciowy wszystkich rozszerzen ciata K zawartych w E i zawierajacych zbiér M. Ciato
K (M) jest najmniejszym podciatem ciala F bedacym rozszerzeniem K i zawierajacym
zbiér M. W przypadku, gdy M = {ay, ..., a,} jest zbiorem skonczonym, zamiast K (M)
piszemy K (ay, ..., apn). Jesli M = {a} jest zbiorem jednopunktowym, to

f(a)
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Rozszerzenie K (a) jest wigc cialem, ktérego elementami sa wartosci w punkcie a funkeji
wymiernych %, gdzie f,g € K|[z].



Uwaga 1. Jezeli M, N sa podzbiorami ciata E, to K(MUN) = K(M)(N). W szczegdl-
nosci jesli a,b € E, to K(a,b) = K(a)(b).

Nastepne twierdzenie pokazuje, ze jezeli a € E jest elementem algebraicznym nad K,
to we wzorze (1) zamiast funkcji wymiernych wystarczy bra¢ wielomiany.

Twierdzenie 2. Jezeli a € E jest elementem algebraicznym nad K, to
K(a) = {f(a): f € Klz]}.
Dowdd. Oznaczmy Kla| = {f(a) : [ € K|x]}. Oczywiscie K[a] C K(a). Ponadto wielo-
miany state naleza do Kla|, czyli K C K]lal, za$ biorac f(x) = = widzimy, ze a € K]a].
Zatem wystarczy wykaza¢, ze K[a| jest cialem. W tym celu nalezy wykazaé, ze jesli
[ € K[x] jest taki, ze f(a) # 0, to f(a)™* = h(a) dla pewnego wielomianu h € K|[z].
Niech g € K[x] bedzie wielomian minimalnym elementu a. Poniewaz f(a) # 0, wiec

g nie dzieli f. Ponadto g jest nierozktadalny, wiec g, f sa wzglednie pierwsze. Stosujac
algorytm Euklidesa mozna zatem znalezé wielomiany h, k € K|x] takie, ze

hf+kg=1.
Zatem
1= h(a)f(a) + k(a)g(a) = h(a)f(a),
a wiec f(a)™! = h(a) € K[a]. Stad K[a] jest ciatem, a wiec Kla] = K(a). O

Uwaga 2. Element a € F jest algebraiczny nad K wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje n
takie, ze elementy 1,a,...,a" sa liniowo zalezne nad K. Rzeczywiscie, fakt, ze 1,a,...,a"
sg liniowo zalezne nad K oznacza, ze istnieja ag,aq,...,a, € K, nie wszystkie rowne 0
takie, ze ag + aya + ... + a,a”™ = 0, czyli a jest pierwiastkiem niezerowego wielomianu
f(z) = a0+ a1z + ... + aa™ € Klz].

Jesli wiec a € E jest elementem przestepnym nad K, to dla kazdego n elementy
1,a,...,a" sa liniowo niezalezne. Wynika stad, ze (K(a) : K) = oco. W szczegblnosci
biorac dowolna liczbe przestepna a € R widzimy, ze Q(a) C R, wiec

(R:Q) = (Qa): Q) = .

Twierdzenie 3. Niech a € E bedzie elementem algebraicznym nad K i h € Klx| be-
dzie wielomianem minimalnym dla a. Jezeli n = sth, to (K(a) : K) = n i elementy
1,a,...,a" ! tworzq baze rozszerzenia K (a).

"=l 53 liniowo niezalezne nad K. Za-

Dowdd. Wykazemy najpierw, ze elementy 1,a,...,a
tozmy w tym celu, ze
ap + a1a + ... + ap_1a” "t =0,

gdzie ag,ai,...,a,—1 € K. Oznacza to, ze a jest pierwiastkiem wielomianu ¢ = ag +
T+ ...+a, 12" eK [x] stopnia mniejszego od n = st h. Poniewaz h jest wielomianem
minimalnym dla a, wiec g = 0, czyliag = a1 = ... = a,_; = 0. Zatem elementy 1, a, ..., a"
sg liniowo niezalezne nad K.

Z twierdzenia 2 wiemy, ze K(a) = {f(a) : f € K[z]}. Niech b € K(a). Wtedy b = f(a)
dla pewnego wielomianu f € K|z|. Dzielimy f przez h z reszta i otrzymujemy f = qgh+r,
gdzie ¢,r € K[z] i str < sth =mn. Zatem r = by + byz + ... + b, 12" ' i

b= f(a) = q(a)h(a) +r(a) = r(a) = by + bia+ ... + b,_1a" .
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Pokazuje to, ze 1,a,...,a"! tworza baze rozszerzenia K (a). [

Przyklad 2.

1. Liczba ¢ jest elementem algebraicznym nad R stopnia 2. Jej wielomianem minimalnym
jest f(x) = 2% + 1. Zatem 1,7 jest baza rozszerzenia R(i). Elementy tego rozszerzenia
maja postaé a + bi, gdzie a,b € R. Zatem R(i) = C.

2. 7 przyktadu 1 wiemy, ze a = /2 jest liczbg algebraiczna i jej wielomian minimalny ma
stopiefi n. Stad (Q(/2) : Q) = n i baza rozszerzenia Q({/2) jest ciag

1,2, (V/2)%, ..., (/2)" L.

Mowimy, ze rozszerzenie E ciata K jest algebraiczne, jezeli kazdy element a € E
jest algebraiczny nad K, czyli jest pierwiastkiem niezerowego wielomianu o wspotczynni-

kach z K.

Twierdzenie 4. Jezeli rozszerzenie E ciata K ma wymiar skoniczony, to E jest algebra-
czne.

Dowdéd. Niech (E : K) =n. W n wymiarowej przestrzeni liniowej dowolny uktad ztozony
z wiecej niz n wektoréw jest liniowo zalezny, wiec jezeli a € E, to uktad 1,a,a?, ..., a" jest
liniowo zalezny, czyli

ap + a1a + asa® + ... + a,a” =0,
gdzie ag, ay, ...,a, € K nie sg wszystkie rowne 0. Zatem a jest pierwiastkiem wielomianu
f(z) =ag+ a1z + ... + a,a™ € Klz], czyli a jest elementem algebraicznym. 0

Kwaterniony tworza pierscien H zawierajacy ciato liczb zespolonych C jako podpier-
Scien. Ale H nie jest pierécieniem przemiennym, wiec nie jest ciatem. Zatem nie jest to
rozszerzenie ciata C.

Okazuje sie, ze nie istnieje skonczone (czyli skoficzonego wymiaru) rozszerzenie ciata
C. Rzeczywiscie, gdyby E byto takim rozszerzeniem, to zgodnie z twierdzeniem 4 do-
wolny element a € E bytby algebraiczny nad C. Oznacza to, ze a byltby pierwiastkiem
pewnego wielomianu f € C[x]. Ale wszystkie pierwiastki wielomianu o wspdtezynnikach
zespolonych sg liczbami zespolonymi, wiec a € C. Stad F = C.

Istnieja jednak nieskoriczenie wymiarowe rozszerzenia ciata C. Takim rozszerzeniem jest
ciato C(x) wszystkich funkcji wymiernych, czyli funkcji postaci %, gdzie f,g € Clz],
97 0.

Zauwazmy, ze jesli F' jest cialem posrednim miedzy K i F oraz a € FE jest elementem
algebraicznym nad K, to f(a) = 0, gdzie f € K|[z] jest wielomianem minimalnym dla a.
Oczywiscie f € Flz|, a wiec

2) (F(a): F) <stf = (K(a) : K).

Nieréwnosci ta moze by¢ ostra. Np. jesli F' = FE, to (F(a) : F) = (E : E) =1, za$ K(a)
moze by¢ rézne od K.

Uwaga 3. Jedli ¢ € F jest elementem algebraicznym nad K, to
(K(c): K) < o0,

wiec z twierdzenia 4 wynika, ze K(c) jest algebraicznym rozszerzeniem K.



Bardziej ogélnie, jezeli aq, ..., a, € E sa algebraiczne nad K, to

K(ay,...,a,) = ((K(a1))(az)...)(ay)
i korzystajac z nier6wnosci (2) otrzymujemy
(K(a1,...,an) : K) = (K(a1) : K)(K(a1,a2) : K(ay))...(K(ay,...,a,) : K(a1,...,an_1)) <
< (K(ap) : K)(K(ag) : K)...(K(a,) : K) < 0.

Rozszerzenie K (ay, ..., a,) jest wiec skonczone i z twierdzenia 4 wynika, ze jest ono alge-
braiczne.

Whniosek 2. Niech E bedzie rozszerzeniem ciata K. Jezeli a,b € E sq algebraiczne nad
K, to réwniez elementy a + b, —a, ab i a™' (jesli a # 0) sq algebraiczne nad K. W
konsekwencji zbior wszystkich elementow ciata E algebraicznych nad K jest ciatem.

Dowdd. Jezeli a,b € E sa elementami algebraicznymi nad K, to K (a,b) jest rozszerzeniem
algebraicznym ciata K. Zatem kazdy element ciala K(a,b) jest algebraiczny nad K. W
szczegbdlnosdei a + b, —a, ab i a™t (jesli a # 0) sa algebraiczne nad K. O

7 wniosku 2 wiemy, ze jezeli a,b € E sg algebraiczne nad K, to a + b jest elementem
algebraicznym nad K. Powstaje pytanie, jak znalezé¢ wielomian o wspoétczynnikach z K|
ktorego a + b jest pierwiastkiem. Wiemy, ze f(a) = 01 g(b) = 0 dla pewnych niezerowych
wielomianéw f,g € Klz|. Zalézmy, ze ag = a,ay,as, ..., a, sa wszystkimi pierwiastkami
f,za$ by = b, by, b, ..., b, sa wszystkimi pierwiastkami g w pewnym rozszerzeniu ciata K.
Wtedy a + b jest pierwiastkiem wielomianu
(3) h(z) =]1(@ - a; = bj)

1,J
i wielomian ten ma wspotczynniki z ciata K. Podobnie wielomian
k(z) = [[(z — aiby),
1,
ktorego jednym z pierwiastkow jest iloczyn ab ma wspoétczynniki z ciata K.

Wielomiany otrzymane w ten sposéb nie musza by¢ wielomianami minimalnymi dla

a+0biab.

Przyktad 3. Niech K = Q, a = v/2, b = v/3. Wtedy ab = v/6 ma wielomian minimalny
h(z) = 2*> — 6. Wielomianem minimalnym dla a jest f(z) = 2% — 2 = (z — v/2)(z + v/2),
za$ wiclomianem minimalnym dla b jest g(z) = 2% —3 = (z — v/3)(z +V/3), wiec powyzsza
konstrukcja daje nam wielomian

k(x) = (z - V2V3) (@ — (~V2VE)(@ — VZ(~V3))(z — (~V2)(~V3)) =
— (¢ — V2V3) (¢ + V2V3) = (z — VB)(x + V6)’ = («* - 6)*.

Korzystajac z wniosku 2 mozemy takze stwierdzi¢, ze pewne liczby sa przestepne. Jak
wiemy 7 jest liczba przestepng i dla dowolnej liczby wymiernej g liczba m + ¢ jest prze-
stepna. Fakt ten mozna wzmocnié¢: dla dowolnej liczby algebraicznej a suma b = a + 7
jest liczba przestepna. Rzeczywiscie, gdyby b byto liczba algebraiczna, to m = b — a by-
toby liczbg algebraiczna, a tak nie jest. Podobnie dla dowolnej liczby algebraicznej a # 0
iloczyn b = ar jest liczba przestepna. Prawdziwy jest jednak znacznie mocniejszy wynik.



Twierdzenie 5. Niech E bedzie rozszerzeniem ciata K i a € E bedzie elementem prze-
stepnym nad K. Wtedy kazdy element b € K(a) \ K jest przestepny.

Dowdd. Jesli b € K(a)\ K, to b ma postaé¢ b = f(";, gdzie f,g € K[x] sa wzglednie

g(a
pierwsze i st f > 0. Gdyby b nie byt przestepny, to istniatby wielomian
h(z) = ao+ a1z + ... + 2™ € Klx],

taki, ze n > 1, a, # 01 h(b) = 0. Podstawiajac b = % otrzymujemy

f(a) +a2f(a)2 Ly f@
g9(a)

g(a)? “gla)m
Mnozac obie strony przez g(a)™ dostajemy
aog(a)” + a1 f(a)g(a)" ' + azf(a)?g(a)" " + ... + anf(a)" = 0.
Oznacza to, ze a jest pierwiastkiem pewnego wielomianu o wspotczynnikach z K. Ale a

jest elementem przestepnym, wiec jedynym takim wielomianem jest wielomian zerowy.
Zatem

CLO—|—611

apg" +arfg" t +asfig" i+ .t anf" =0.
Stad f dzieli g" i g dzieli f". Poniewaz f, g sa wzglednie pierwsze, wiec f dzieli g i g
dzieli f. Oznacza to, ze wielomiany f, g sa stowarzyszone, co jest sprzeczne z zalozeniem,
ze s one wzglednie pierwsze. O

Twierdzenie 6. Jezeli E jest rozszerzeniem ciala K ia € E jest elementem przestepnym
nad K, to rozszerzenie K(a) jest izomorficzne z cialem funkcji wymiernych K(x).

(o) -

Wzoér ten definiuje homomorfizm ® : K(x) — K(a). Mamy ®(K(z)) = K(a) i aby
wykazaé, ze @ jest izomorfizmem wystarczy sprawdzi¢, ze funkcja ® jest réznowartosciowa.
W tym celu wystarczy wykazaé, ze Ker ® = {0}.

Zalozmy, ze 5 € Ker ®. Wtedy ’; EZ; = 0, wiec f(a) = 0. Poniewaz a jest elementem

przestepnym, wiec f = 0, czyli % = 0. Zatem Ker ® = {0}, co dowodzi, ze ¢ jest izomor-
fizmem. O

Dowéd. Dla 5 € K(z) przyjmujemy

Whiosek 3. Jezeli a,b € E sq elementami przestepnymi nad K, to rozszerzenia K(a),
K(b) sq izomorficzne.

W szczegblnoscei rozszerzenia C(m) 1 C(e) sa izomorficzne ze soba i izomorficzne z ciatem
funkcji wymiernych C(z).

7 wyktadu 9 wiemy, ze rozszerzenia ciala K mozna konstruowac jako pierscienie ilo-
razowe postaci K|x]/(f), gdzie f € KJz] jest wielomianem nierozktadalnym. Nastepne
twierdzenie podaje inny model takiego pierscienia ilorazowego.

Twierdzenie 7. Niech a € E jest elementem algebraicznym nad K. Wtedy rozszerze-
nie K(a) jest izomorficzne z K|x]/(f), gdzie f € Klz]| jest wielomianem minimalnym
elementu a.



Dowdd. 7 twierdzenia 2 wiemy, ze K(a) = {g(a) : g € K[z]}. Dla g € K[x] oznaczamy
®(g) = g(a). Funkcja @ : K[x] — E jest homomorfizmem pierscienia K[z| na ciato K(a).
Zatem K (a) jest izomorficzne z pierdcieniem ilorazowym Kz|/ Ker .

Warunek g € Ker & oznacza, ze g(a) = 0. Z twierdzenia 1 wiemy, ze g dzieli si¢ przez
wielomian minimalny f, czyli g € (f). Stad Ker ® = (f). O

Whniosek 4. Jezeli elementy algebraiczne a,b € E majg ten sam wielomian minimalny,
to rozszerzenia K(a), K(b) sq izomorficzne.

Przyktad 4.

1. Ciato liczb zespolonych C jest rozszerzeniem ciata R o jednostke urojong i, ktéra jest
elementem algebraicznym nad R, przy czym jej wielomian minimalny to f(z) = z% + 1.
Twierdzenie 7 pokazuje, ze ciato C jest izomorficzne z pierscieniem ilorazowym R[z]/(f).
2. Moze si¢ zdarzy¢, ze dwa elementy algebraiczne majg rézne wielomiany minimalne,
ale rozszerzenia o te elementy sa identyczne. Np. h(x) = 2% — 2z + 2 jest wielomianem
minimalnym liczby 1 + 7. Zatem liczby ¢ oraz 1 + ¢ maja rézne wielomiany minimalne,
ale R(7) = R(1 +¢) = C. Rzeczywiscie, 1 +i € C, wiec R(1 + i) C C = R(7), a ponadto
i=(1+1i)—1eR(1+1i), wiec R(7) C R(1 +1).

Cialo rozkladu wielomianu

Konstrukcja pierscienia K[z|/(f) prowadzi tez do nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 8. Niech K bedzie ciatem i f € K[z], st f > 0. Istnieje rozszerzenie E
ciata K, w ktorym wielomian f ma pierwiastek.

Dowdd. Zastepujac ewentualnie f jednym z jego czynnikéw w rozktadzie na czynniki
nierozktadalne, mozemy zaltozy¢, ze f jest nierozkltadalny. Wtedy ideal (f) generowany
przez ten wielomian jest maksymalny, a wiec pierécien ilorazowy E = K[x]/(f) jest ciatem.
Dla wielomianu g € K|[x] przez [g] oznaczamy jego klase abstrakcji wzgledem relacji
odpowiadajacej ideatowi (f).

Dla a € K klasa abstrakcji wielomianu statego [a] nie zawiera innego elementu ciata
K. Jesli bowiem b € K ib € [a], to b — a dzieli si¢ przez wielomian f. Ale st f > 1, wiec
b—a =0, czyli b = a. Zatem funkcja ¢ : K — K{z|/(f) okreslona wzorem ¢(a) = [a] jest
réznowartosciowa i jest to homomorfizm. Ciato E zawiera wiec podciato ¢(K) izomorficzne
z K i utozsamiajac a € K z ¢(a) = [a] mozemy uwazaé E za rozszerzenie ciata K.

Niech f(z) = ag + a1z + ... + a,x"™. Mamy

0= [f] = [ao] + [a][z] + ... + [an][z]" = ao + ar[ax] + ... + an[2]",
zatem [z] € F jest pierwiastkiem wielomianu f. O

Jedli wielomian f ma pierwiastek a, to f(z) = (¢ — a)g i pozostate pierwiastki f sa
pierwiastkami wielomianu g. Ta uwaga w potaczeniu z twierdzeniem 8 pozwala otrzymac
nastepujacy wynik.

Twierdzenie 9. Niech K bedzie cialem i f € K[x], st f > 0. Istnieje rozszerzenie E
ciata K zawierajgce wszystkie pierwiastki wielomianu f, czyli takie, Ze

f(z) =alx —a1)(z — az)...(z — ay,),

gdzie a € K, ay,as,...,a, € E.



Cialo K (ay, as, ..., a,) nazywamy ciatem rozktadu wielomianu f. Jest to wiec naj-
mniejsze podciato ciata E zawierajace K i wszystkie pierwiastki wielomianu f. Jesli f
jest wielomianem statym, to uznajemy K za ciato jego rozktadu.

Cialo rozkltadu wielomianu zalezy od rozszerzenia E ciata K, ale jest w pewnym sensie
wyznaczone w sposob jednoznaczny. Jezeli F'i F) sg cialami rozktadu wielomianu f €
K|z], to istnieje izomorfizm & : ' — F) taki, ze ®(a) = a dla a € K. Taki izomorfizm
nazywamy K -izomorfizmem.

Ogodlna konstrukcja ciat skoniczonych

7 wyktadu 9 wiemy, ze jesli K jest cialem skonczonym, to liczba jego elementow ma
postaé p", gdzie p > 1 jest liczbg pierwsza i n € N. PoznaliSmy takze pewna szczegdlng
metode konstrukeji takich ciat. Dowdd nastepnego twierdzenia opisuje ogélng konstrukceje.

Twierdzenie 10. Dia dowolnej liczby pierwszej p > 1 + n € N istnieje ciato K o p”
elementach.

Dowdéd. Rozwazmy wielomian
flz) =2 —x € Z,[x].

Zauwazmy, ze f'(x) = p"aP" 7t — 1, czyli f'(x) = —1 w Z,[z]. Stad f nie ma pierwiast-
kéw wielokrotnych. Niech K bedzie ciatem rozktadu f. Zatem K = Z,(ay, ..., apn), gdzie
ai, ..., ape g pierwiastkami f i jak wiemy a; # a; dla ¢ # j.

Mamy f(0) = f(1) =0, wiec 0 i 1 sa pierwiastkami f. Ponadto

= (p k
(a; +a;)" = <k)afa§_ :
k=0
Ale (i) dzieli sie przez p dla 0 < k < p, zatem
(ai + Clj)p = af + CLZ;
w ciele K. Nastepnie
(0 03" = (@ + )P = (@ + @) = (@ + )y =

- Pt
=..=a +a; =a+aj,

—1

a wiec f(a; +a;) = 0. Poniewaz 1 jest pierwiastkiem f, wiec wynika stad w szczegdlnosci,
ze dowolne k € Z, jest pierwiastkiem f. Dalej
(aia; )" = af"a§" = Qiay,

awiec f(a;a;) = 0. Ponadto jesli a; # 0, to f (a;1> = 0. Zatem {ay, ..., apn } jest podciatem
ciata K i zawiera Z,. Poniewaz K jest najmniejszym cialem zawierajacym Z, i wszystkie
pierwiastki aq, ..., apn, wiec K = {ay, ..., apn }. Widzimy wiec, ze cialo K ma p™ elementow.

O

Uwaga 4. Dwa ciata skonczone majace taka samg liczbe elementéw sg izomorficzne.



