PIERSCIENIE I CIALA
Wyktad 9

Niech F': A — B bedzie homomorfizmem pierscieni. Dla wielomianu
f=a+az+..+aa" € Alx]
definiujemy
F(f) = F(ap) + F(a1)x + ... + F(a,)x".
Otrzymujemy w ten sposéb funkcje F' : A[z] — Blz], ktéra jest homomorfizmem, przy
czym st F'(f) <st f.

Twierdzenie 1 (kryterium redukcyjne). Niech A bedzie pierscieniem Gaussa, B be-
dzie pierscieniem catkowitym, zas U(A), U(B) bedq odpowiednio ich ciatami ulamkow.
Zaldzimy, ze istnieje homomorfizm F : A — B. Jezeli f € Alx] jest taki, ze st F(f) = st f
i wielomian F(f) jest nierozkladalny w U(B)[z], to f jest nierozkladalny w U(A)[z].

Przyktad 1. Niech f(x) = 2°+32%+1. Poniewaz Z, jest cialem, wigc mozemy zastosowac
kryterium redukcyjne dla homomorfizmu ry : Z — Zs. Mamy

ro(f)(x) = 2° + 2* + 1.
Zgodnie z kryterium redukcyjnym wystarczy wykazaé, ze wielomian 7o(f) jest nieroz-
ktadalny w Zs[z]. Gdyby taki nie bylo, to mielibySmy rozktad ro(f) = gh dla pewnych
wielomianéw f, g € Zs|x] stopnia mniejszego niz 5. Poniewaz st g + st h = st f = 5, wiec
mamy dwa przypadki:
(1) Jeden z wielomianéw ¢, h ma stopien 1. Ale wtedy wielomian ten ma postaé¢ = —a,
gdzie a € Zsy, co oznacza, ze r3(f) ma pierwiastek w Zs. Ale

ra(f)(0) =1, m(f)(1) =1 1S 1 =1,

czyli ten przypadek jest niemozliwy.
(2) Jeden z wielomianéw g, h ma stopien 2. Z (1) wiemy, ze wielomian ten nie moze
mie¢ pierwiastka w Zy. Jedynymi wielomianami stopnia 2 w Zs[x] sa:

22, P41, 2+z, 4o+l

przy czym tylko ostatni z nich nie ma pierwiastka w Z,. Zatem wystarczy spraw-
dzi¢, ze ro(f) nie dzieli sie przez z* + x + 1. Wykonujac dzielenie z reszta otrzy-
mujemy

ro(f)(x) =2+ 2+ 1= (2 + ) (@a® +x+1)+1,
wiec ro( f) nie dzieli sie przez 22+ x+ 1. Takze ten przypadek jest wiec niemozliwy.

Rozszerzenia cial

Niech K bedzie podciatem ciala E. Wtedy F nazywamy rozszerzeniem ciata K.
Poniewaz elementy ciata F mozemy dodawa¢ i mnozy¢ przez elementy ciata K, wiec
rozszerzenie E ciala K mozna traktowaé jako przestrzen liniowa (wektorowa) nad K.
Wymiar tej przestrzeni nazywamy stopniem rozszerzenia i oznaczamy przez (E : K).
Mozliwe sg dwa przypadki:



I. Stopien (£ : K) = n jest liczba skoniczona. W tym przypadku méwimy, ze E jest roz-
szerzeniem skonczonym ciata K. Istnieje wtedy baza skonczona eq, ..., e, € E przestrzeni
wektorowej E nad cialem K. Oznacza to, ze

(1) wektory ey, ..., e, sa liniowo niezalezne nad K, czyli jezeli

n
Z a;€; = 0,
i=1

gdzie ay,...,a, € K, toa; = ... = a, =0,
(2) kazdy wektor u € E jest kombinacja liniowa

(1) U= Zuiei
i=1

dla pewnych uq,...,u, € K.

Rozktad (1) jest jednoznaczny i elementy uy, ..., u, € K nazywamy wspotrzednymi wek-
tora u € F w bazie ey, ..., €,.

II. Stopien (E : K) = oo jest nieskonczony. W tym przypadku méwimy, ze E jest
rozszerzeniem nieskonczonym ciata K. Wtedy rowniez istnieje baza przestrzeni E, ale jest
to zbiér nieskonczony {e;}ier C E. Dowolny skonczony uktad wektoréw ey, ..., e, jest
liniowo niezalezny nad K i kazdy wektor v € E' ma rozwiniecie postaci

(2) U= Z UiCt;
=1

dla pewnych wektoréw ey, , ..., e; 1 wspotczynnikéw ugy, ..., u,, € K zwanych wspotrzednymi
wektora u. Jesli u # 0, to rozkltad taki jest jednoznaczny.

Przyktad 2.

I. Przyktadem rozszerzenia skonczonego jest ciato liczb zespolonych C jako rozszerzenie
ciala R. Mamy (C : R) = 2 i baza tego rozszerzenia sa elementy 1, i. Rozwinieciem
elementu z € C w tej bazie jest zapis z = a + bi, gdzie a,b € R.

IT. Przyktadem rozszerzenia nieskonczonego jest ciato liczb rzeczywistych R jako rozsze-
rzenie ciala Q.

Niech E bedzie cialem skonczonym. Gdyby char(E) = 0, to E mialoby podpierscien
izometryczny z Z, co jest niemozliwe. Zatem char(E) = p > 0 jest liczba pierwsza (patrz
wyktad 8).

Twierdzenie 2. Jezeli E jest ciatem skonczonym, to liczba jego elementow jest postaci
p", gdzie p = char(FE) jest liczbg pierwszq 1 n € N.

Dowdd. Poniewaz char(E) = p, wigc E zawiera podciato K izomorficzne z Z, (patrz
wyktad 8). Zatem F jest rozszerzeniem K i stopien tego rozszerzenia jest skonczony, gdyz
E nie moze zawiera¢ nieskorniczonej bazy. Niech n = (E : K) i ey, eq, ..., €, bedzie baza
rozszerzenia F ciata K. Wtedy kazdy element u € F ma jednoznaczne przedstawienie

U = U1e] + Ueo + ... + Upey,

gdzie uy, ug, ..., u,, € K. Zatem liczba wszystkich elementéw u ciata E jest rowna liczbie
wszystkich ciagow (uq, ug, ..., u,,), ktorych wyrazy naleza do p-elementowego ciata K. Stad
E ma p"™ elementow. O



Z twierdzenia 2 wynika np. ze nie istnieje ciato o szesciu elementach, ale twierdzenie to
nie rozstrzyga problemu istnienia cial skonczonych o p™ elementach. Dla dowolnej liczby
pierwszej p > 1 istnieje cialo Z, o p elementach. W dalszej czeéci wyktadéw zobaczymy,
ze dla dowolnej liczby pierwszej p > 1 i dowolnej liczby naturalnej n istnieje ciato majace
p" elementow.

Rozszerzenia cial mozemy otrzymac przy uzyciu pierscieni ilorazowych pierscienia wie-
lomianéw. Konstrukcja ta jest analogiczna do konstrukcji pierscieni Z,, jako pierscieni ilo-
razowych Z/(n). Dla danego ciata K i wielomianu w € K|x] otrzymujemy ideal I = (w)
pierscienia wielomianéw K [x]. Elementami pierécienia ilorazowego E = K|x]/I sa klasy
abstrakcji wzgledem relacji

f~g & wdzeli f—g,
gdzie f,g € K|[x].

Zatézmy, ze w ma stopienn n. Dla dowolnego f € K|[z] stosujac wzér na dzielenie z
reszta dostajemy

f=qu+r,(f),
gdzie r,(f) € K|[z] jest reszta z dzielenia f przez w, a wiec st r,(f) < n. Otrzymujemy w
ten sposob funkcje r,, okreslona na pierscieniu K[z| o warto$ciach w zbiorze K|[z], wszyst-
kich wielomianéw z K[z]| stopnia mniejszego niz n. Zbiér K[z, ze zwyklym dodawaniem
wielomiandéw i mnozeniem okreslonym wzorem

f@gzrw(fg)

jest pierscieniem.
Funkcja 7, jest homomorfizmem, gdyz jesli f = pw+r,(f), g = qu+1,(g) sa wzorami
na dzielenie z resztg f i g, to

(3) fHo=@+aw+re(f)+ru(g)
i st(ru(f) + rw(g)) < max{str,(f),str,(g)} < n, wiec (3) jest wzorem na dzielenie z
reszta f + g przez w. Stad
Tw(f + g) = 7dw(f) + rw(g)'
Ponadto

(4) fg = (pqw + qro(f) + pru(g))w + ruv(f)rw(g),
skad wynika, ze
Tw(f9) = Tw(Tw(f)Tw(9)) = ru(f) © rw(g).

Zatem r,, jest homomorfizmem i w konsekwencji obraz r,,(K[z]) = K|[x], jest izomorficzny
z pierécieniem K |x]/(w).

Jezeli w jest wielomianem nierozkladalnym, to ideat (w) jest idealem maksymalnym,
a wiec Klz]/(w) jest cialem (patrz wyktad 6). Zatem réwniez K|[z], jest cialem i jest to
rozszerzenie ciata K. Elementami ciata K|z|, sa wielomiany postaci

-1
f=a+axz+...+a, 12" ",

gdzie ag, ay, ...,a,_1 € K, przy czym jesli f =0, to ap = a; = ... = a,_1 = 0. Zatem ciag
1,2, ...,2"1 jest bazg rozszerzenia K|z|,, czyli (K|[z], : K) = n.



Przyklad 3. Niech K = R i w(z) = 2? + 1. Wielomian w jest nierozkladalny w R[z],
gdyz nie ma pierwiastkow rzeczywistych. Stad E = R[], jest rozszerzeniem ciata R. Jego
elementy majg posta¢ a + bz, gdzie a,b € R, przy czym x* = w(z) — 1, wiec

T Ox=ry,(r?) = -1
Ciato FE jest wigc izomorficzne z ciatem liczb zespolonych C.

Jesli wielomian w nie jest nierozkladalny, to K[x], nie jest ciatem.

Przyklad 4. Niech K = Zy i w(x) = 2 + 1. W ciele Z; mamy w(z) = (z + 1)?, wiec w
nie jest nierozkladalny. Elementami pierscienia Zs[z]s sa: 0, 1, x, 1 4+ z, przy czym
(14+2)0 1+ 2)=r,((x+1)?) =ry(w) =0,

zatem 1 + x jest dzielnikiem zera.

Przyklad 5. Aby otrzymaé cialo, ktore jest rozszerzeniem ciata K = Zy bierzemy wielo-
mian w(z) = 2%+ x + 1. Jest to wielomian nierozktadalny, gdyz nie ma w Z, pierwiastka.
Zatem w tym przypadku Zs[z]s = {0,1, 2,1+ z} jest cialem. W odrdznieniu od poprzed-
niego przyktadu mamy

(1+2)0 (1+2)=ru((z+1)?) =r,(2>+1) = 2.
Otrzymalismy w ten sposob ciato czteroelementowe.

Stosujac te konstrukcje do ciata K = Z,, gdzie p jest liczba pierwsza i wielomianu
nierozktadalnego w € Z,|x] stopnia n otrzymujemy ciato skoficzone o p™ elementach.

Ciagi rozszerzen
Bedziemy rozwazac¢ rozszerzenia ,pietrowe”. Przyktadem sa ciata Q, R, C, z ktérych
kazde nastepna jest rozszerzeniem poprzedniego.

Twierdzenie 3. Jezeli E jest rozszerzeniem skonczonym ciata K 1 F jest rozszerzeniem
skonczonym ciata E, to F jest rozszerzeniem skonczonym ciata K oraz

(5) (F:K)=(F:E)(F:K).

Dowdd. Niech uq, ..., u, € E bedzie baza rozszerzenia F ciata K, za$ vy, ..., v, bedzie baza
rozszerzenia I ciala E/. Wystarczy wykazac, ze iloczyny u,;v; tworzg baze [’ nad K.
Sprawdzamy najpierw liniowa niezaleznos¢ tych wektoréw. W tym celu zatézmy, ze

m

Z Z a;;u;v; = 0,

gdzie a;; € K. Mamy

Z <Z iju ) vj = jéijﬁ

7j=1
przy czym b; = >, a;;u; € E, gdyz a;; € K C E oraz u; € E. Ale wektory vy, ..., vy, 53
liniowo niezalezne nad ciatem F, wiec by = ... = b,, = 0. Zatem

n
> aiu; =0
=1



dla j = 1,...,m i z liniowej niezaleznosci wektoréw uq, ..., u, nad ciatem K wynika, ze
a;; = 0 dla wszystkich 1, j.
Niech teraz a € F. Istniejg b4, ..., b, € E takie, ze

m
a = Z bj’Uj.
7j=1

Nastepnie kazde b; mozna zapisa¢ jako

by = Z CijUi,
i=1
gdzie ¢;; € K. Zatem

m n
a = Z Z CijUiVj. O

j=14i=1

Korzystajac kilkakrotnie z tego twierdzenia widzimy, ze jesli K; C Ky C ... C K, jest
ciggiem rozszerzen skonczonych, to K, jest rozszerzeniem skonczonym ciata K oraz

(6) (K, : K1) =(K,: K, 1)(K,_1: K, 2)...(Ky: Ky).

Elementy algebraiczne i elementy przestepne

Niech E bedzie rozszerzeniem ciala K. Element a € E jest algebraiczny nad ciatem K,
jesli istnieje wielomian f € K|z] taki, ze st f > 11 f(a) = 0. Elementy ciala F, ktére nie sa
algebraiczne nazywamy elementami przestepnymsi nad K. Liczbamzi algebraicznyms
(lub przestepnymsi) nazywamy elementy ciata liczb zespolonych C, ktére sg algebraiczne
(lub przestepne) nad cialem Q.

Przyktady

1. Liczby wymierne sg liczbami algebraicznymi. Liczba a € Q jest pierwiastkiem wielo-
mianu z — a € Q|x].

2. Pierwiastki z liczb wymiernych sg liczbami algebraicznymi. Liczba a, gdzie a € Q
jest pierwiastkiem wielomianu z" — a € Qlz].

3. Wartodci funkcji cos i sin dla katéw postaci a = ==, gdzie n,m € Z, m # 0 sa
liczbami algebraicznymi. Dla przyktadu pokazemy, ze cos %” jest liczbg algebraiczng. Aby
to wykazac¢ korzystamy ze wzoru De Moivre’a:

o0r . 2m\° .
(cos5+zsm> = cos2m + 1sin 27 = 1.

5)
Ale
2 27\ ° 2 2 2 2 2
(cos g + 7sin ;) = cos’ g — 10 cos® g sin? g + 5 cos % sin? g
2 2 2 2 2
+1 (5 cos’ il sin i 10 cos? il sin® il + sin® W) ,
5 5 5 5 5



a wiec

2 2 2 2
1 = cos® g—lOCOS gsm g+5cos%sm %
2 2 21 2 2
:COSB;—10C08357T<1 cos? 5) +5cos5<1—cos ;)

— 1608 2T 2008 2T 4 5eos T
COS 5 COS 5 COS 5

Zatem cos & = Jest pierwiastkiem wielomianu 1625 — 2023 + 5z — 1 € Qlz].
Twierdzenie 4. Zbior liczb algebraicznych jest przeliczalny.

Dowdd. Zbiér Q,[x] wszystkich wielomianéw o wspotezynnikach wymiernych stopnia co
najwyzej n jest zbiorem ciagéw postaci (ag, ay, ..., an,0,0,...), gdzie ag,ay,...,a, € Q, a
wiec jest réwnoliczny z Q™. Zatem Q,[z] jest zbiorem przeliczalnym. Stad zbior wszyst-
kich wielomianow

jest réwniez zbiorem przeliczalnym. Kazdy Wlelomlan f € Q stopnia n > 1 ma skonczony
zbior pierwiastkow zespolonych Z;. Zatem zbiér wszystkich liczb algebraicznych

A= U 7%
feQlz)\{0}

jest przeliczalny. O

Whiosek 1. Zbior wszystkich rzeczywistych (a wiec tym bardziej zespolonych) liczb prze-
stepnych jest nieprzeliczalny.

Wiadomo, ze liczby 7 oraz e sa przestepne. Stad réwniez dowolne potegi tych liczb o
wyktadniku naturalnym sg liczbami przestepnymi. Ponadto liczby m 4 ¢ i e 4+ ¢ oraz qm
i ge, gdzie ¢ € Q sa przestepne. Nie wiadomo, czy liczby m + e i 7 - e sa niewymierne, a
wigc tym bardziej nie wiadomo, czy sg one przestepne.

Zatozmy, ze ciato E jest rozszerzeniem ciala K i a € E jest elementem algebraicz-
nym nad K. Istnieje niezerowy wielomian f € K[z| najmniejszego stopnia, dla ktérego
f(a) = 0. Méwimy, ze f € Klz| jest wielomianem minimalnym elementu a, jesli
f € K]lz] jest niezerowym wielomianem najmniejszego stopnia takim, ze f(a) =01 f jest
unormowany, czyli wspotezynnik przy najwyzszej potedze x w f jest réwny 1. Stopien
takiego wielomianu f nazywamy stopniem elementu a.

Twierdzenie 5. Niech a € E i f € K[z] bedzie niezerowym wielomianem najmniejszego
stopnia, dla ktérego f(a) = 0. Wtedy

(1) wielomian f jest nierozkladalny w K|x],

(2) jesli g(a) =0 dla pewnego g € K|z|, to f dzieli g,

(3) jesli wielomian [ jest unormowany, to f jest wyznaczony w sposéb jednoznaczny.

Dowdd. (1) Aby wykazaé, ze f jest nierozkladalny, zat6zmy, ze tak nie jest, czyli f = gh,
gdzie g, h € Klz],stg <st fisth <stf. Wtedy 0 = f(a) = g(a)h(a), zatem g(a) = 0 lub



h(a) = 0. Jest to sprzeczne z zalozeniem, ze f jest niezerowym wielomianem najmniejszego
stopnia, dla ktérego f(a) = 0. Zatem [ jest wielomianem nierozktadalnym w K|z].

(2) Zalézmy, ze g(a) = 0 dla pewnego wielomianu g € K[z]. Dzielac g przez f z reszta
otrzymujemy g = qf + r gdzie q,r € K[z, str < st f. Zatem

0=yg(a) = q(a)f(a) +r(a) = r(a).
Poniewaz f jest niezerowym wielomianem najmniejszego stopnia, dla ktérego f(a) = 0 i
str < st f, wiec r =0, czyli f dzieli g.
(3) Zatézmy, ze fi € K[x] jest réwniez wielomianem minimalnym elementu a. Wtedy
przyjmujac h = f — fi otrzymujemy wielomian h € K|[z] taki, ze h(a) = f(a) — fi(a) =0
isth <stf.Zzalozenia, ze f jest wielomianem minimalnym dla a wynika, ze h = 0, czyli

=1 O



