PIERSCIENIE I CIALA
Wyklad 8

Charakterystyka pierscienia
Niech P bedzie pierécieniem przemiennym z 1 # 0. Dla a € P oznaczamy 0 - a = 0,

n-a=a+a+---+a

n sktadnikéw

dla n € N oraz
n-a=—((-n)-a)=—a—a—--—a

—n skladnikéw
dlan € Z, n < 0. Nalezy zwrdci¢ uwage, ze we wzorach tych a jest elementem pierécienia
P, zas n jest liczba catkowita, wiec - nie oznacza mnozenia w pierscieniu. Zauwazmy, ze

(1) (n4+m)-a=n-a+m-a, nm-a=(n-a)(m-1)
dla dowolnych n, m € Z. Ponadto
(2) n-a=a+a+---+a=al+1+---+1)=a(n-1).

n sktadnikéw n sktadnikéw

Zbiér G = {n-1:n € Z} jest podgrupa cykliczng grupy (P,+) generowang przez 1.
Jesli rzad tej podgrupy jest liczba skoniczona n, to nazywamy ja charakterystykaq pier-
$cienia P i piszemy char(P) = n. Wtedy n jest najmniejsza liczba naturalng taka, ze

1+1+--4+1=0.

n sktadnikéw

Jezeli k jest wielokrotnoscia n, czyli & = mn dla pewnego m € Z, to z drugiego wzoru
w (1) wynika, ze k-1 = mn -1 = 0. Ze wzoru (2) wynika, ze wtedy takze k-a = 0 dla
kazdego a € P.
Jesli podgrupa G jest nieskonczona, to méwimy, ze P ma charakterystyke 0 i piszemy
char(P) = 0. Oznacza to, ze
1+1+---4+1+#0

n sktadnikéw

dla kazdego n € N.
Dla n € Z przyjmujemy f(n) = n-1. Wzory (1) pokazuja, ze funkcja f : Z — P jest
homomorfizmem. Mamy dwa przypadki:
e char(P) = 0. Wtedy homomorfizm f jest réznowartosciowy, a wiec P zawiera
podpierécien f(Z) ={n-1:n € Z} izomorficzny z Z.
e char(P) =n > 0. Wtedy

Kerf={meZ:m-1=0}={kn:keZ}=(n)

jest idealem w Z generowanym przez n. Zatem P zawiera podpierscien f(Z) izo-
morficzny z Z/(n) = Zy,.

Przyktad 1. Oczywiscie char(Z) = 0 i char(Z,) =n dlan e N, n > 1.



Twierdzenie 1. Jezeli P jest pierscieniem catkowitym i char(P) = p > 0, to p jest liczbg
DIETWSZ(.

Dowdd. Gdyby p nie byto liczba pierwsza, to p = kl, gdzie 1 < k,l < p. Mamy
O=p-1=(kl)-1=(k-1)(I-1),

a poniewaz P jest pierscieniem calkowitym, wiec k-1 =0 1lub /-1 = 0. Jest to sprzeczne
z zalozeniem, ze p jest najmniejsza liczbg naturalna, dla ktérej p-1 = 0. 0

W dowolnym pierscieniu przemiennym P mamy wzér dwumianowy:

(3) (a+0)" = zn: (Z) akpr,

k=0
gdzie a,b € P, n € N. Np.

(a+b)?=a>+2-ab+b*, (a+b)?>=0a>+3-ab*+3-a%b+ b’

Uwaga 1. Jezeli p > 1 jest liczba pierwsza, to dla k = 1,...,p— 1 wspotezynnik (g) dzieli
sie przez p.

Jezeli wiec char(P) = p, to p jest liczba pierwsza i powyzsza uwaga oznacza, ze (Z) 1=0
dla k =1,...,p — 1, co daje nastepujaca uproszczong wersje wzoru dwumianowego:

(4) (a+ D) =a” + bP.

Z twierdzenia 1 wynika, ze wzor ten zachodzi w dowolnym pierscieniu catkowitym P
takim, ze char(P) = p.

Cialo utamkéw
Niech P bedzie pierécieniem catkowitym i P* = P\ {0}. W zbiorze P x P* definiujemy
relacje
(a,u) ~ (byw) & aw = bu,
gdzie a,b € P, u,w € P*. Jest to relacja réwnowaznosci. Klase abstrakcji pary (a,u) €
P x P* wzgledem tej relacji nazywamy utamkiem o liczniku a i mianowniku u. Oznaczamy
go przez 2. W zbiorze U(P) wszystkich takich utamkéw definiujemy dziatania:

a b aw + bu a b ib

U w ww | ou w  uw

Dziatania te sa dobrze okreslone, gdyz jezeli (a,u) ~ (aj,uq) i (b,w) ~ (by,wy), to
(aw 4 bu)ujw, = augww; + bwiuu, = auww; + bywuu; = (ayw; + byug )uw,
wiec
a b aw +bu  aywy + biuy ax N ﬁ

@ fy- - -

u w uw U1wWq U1 w1

oraz abu;w, = aybyuw, wiec

(6)

Zbior utamkow U(P) z tymi dzialaniami jest cialem. Nazywamy go cialem utamkoéw

pierécienia catkowitego P. Jego zerem jest %, a jedynka jest % Funkcja f : P — U(P)

b _ab_a b

a b
oW ww  ww; U W
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okreslona wzorem f(x) = { jest réznowartosciowym homomorfizmem. Utozsamiajac x z

f(z) = ¢ mozemy uwaza¢ P za podpierscien ciata U(P).

Przyklad 2. Powyzsza konstrukcja ciata utamkéw jest uogodlnieniem konstrukeji ciata
liczb wymiernych Q. Jest to ciato utamkéw pierécienia Z.
Dla dowolnego d € C ciato Q[v/d] jest ciatem utamkéw pierdcienia Z[v/d).

Dla dowolnego pierscienia catkowitego P cialo utamkéw pierécienia wielomianéw Px]
nazywamy ctatem funkcji wymiernych.
Pierwiastki wielomianu

Niech P bedzie pierscieniem przemiennym z 1 # 01 f € Plx]. Element a € P jest
pierwiastkiem wielomianu f, jesli f(a) = 0.

Twierdzenie 2 (twierdzenie Bézouta). Element a € P jest pierwiastkiem wielomianu
f € Plx] wtedy i tyko wtedy, gdy [ dzieli sie przez x — a.

Dowdd. Zatézmy, ze a jest pierwiastkiem wielomianu f. Dzielac f z reszta przez x — a
otrzymujemy reszte r = f(a) = 0, czyli f dzieli si¢ przez x — a.

Zatozmy teraz, ze f dzieli sie przez x — a. Wtedy f = (x — a)q dla pewnego ¢ € P[z] i
wstawiajac a w miejsce x otrzymujemy f(a) = (a — a)gq(a) = 0. O

Liczbe k nazywamy krotnosciqg pierwiastka a wielomianu f jesli f dzieli sie przez
(x—a)* i f nie dzieli si¢ przez (z —a)**!. Jedli krotnosé pierwiastka a jest wieksza niz 1, to
mowimy, ze a jest pterwiastkiem wielokrotnym. Pierwiastek o krotnosci 1 nazywamy
pierwiastkiem pojedynczym.

Twierdzenie 3. Niech a € P bedzie pierwiastkiem wielomianu f € Plx]. Pierwiastek a
ma krotnosé k wtedy i tyko wtedy, gdy f = (x — a)*g dla pewnego g € Plx] takiego, Ze
g(a) # 0.

Dowéd. Zatbézmy, ze pierwiastek a ma krotnoéé ki f = (x — a)*g przy czym g(a) = 0.
Wtedy ¢ dzieli si¢ przez x — a, a wiec ¢ = (z — a)h dla pewnego h € Plx]. Stad f =
(x — a)*'h, zatem krotno$é¢ a jest wieksza niz k, co jest sprzeczne z zalozeniem. Stad
g(a) # 0.

Na odwrét, zatézmy, ze f = (z — a)¥g i g(a) # 0. Gdyby pierwiastek a mial krotnosé
wieksza niz k, to mielibyémy f = (z — a)**1h dla pewnego h € P[z]. Wtedy

(x —a)fg = (& — a)**'h,

a poniewaz (z — a)” nie jest dzielnikiem zera w P[z], wiec g = (x — a)h, co jest sprzeczne
z zalozeniem ze g(a) # 0. O

k

Zalézmy, ze P jest pierscieniem catkowitym i niezerowy wielomian f € P[z| ma parami
rozne pierwiastki aq,...,a,, € P o krotnosciach odpowiednio ki, ..., k,,. Z twierdzenia 3
wiemy, ze wtedy f = (z — a;)* g; dla pewnego wielomianu g; € Plx], a zatem

0= f(as) = (a2 — a1)" g1 (az).

Poniewaz ay # a; 1 P jest pierécieniem caltkowitym, wiec g1(az) = 0. Stad as jest pier-
wiastkiem wielomianu ¢;, przy czym jego krotnosé¢ jest réowna ko. Widzimy wiec, ze



g1 = (v — ay)*gy dla pewnego ¢g» € Plx], czyli f = (v — a1)® (z — as)*2gy. Postepu-
jac dalej w ten sposob dochodzimy do wzoru
f=(x—a)"(x—a)*. . (x—an) g
dla pewnego g € Plz|. Ze wzoru tego wynika nieréwnosé
(7) kv + ko + ... + kpp < st f.

Zatem liczba pierwiastkow niezerowego wielomianu f liczonych wraz z ich krotnosciami
nie przekracza stopnia tego wielomianu.

Whiosek ten stosuje sie w szczegélnosei do pierscienia Z[z]. Zalozenie, ze P jest pier-
Scieniem catkowitym jest tu istotne, co wida¢ w nastepujacym przyktadzie.

Przyktad 3. Niech f = 222+ 2x. Rozpatrujac ten wielomian w pierscieniu Z4[x] widzimy,
ze f(0) = f(1) = f(2) = f(3) = 0. Zatem wielomian f stopnia 2 ma 4 pierwiastki. Funkcja
wielomianowa f jest identyczna z funkcjg zerowa, chociaz f nie jest wielomianem zerowym.
Pochodng wielomianu f =" ja;x" € Plz], gdzie a, # 0 nazywamy wielomian
ff=a1+2 ax+..+n-az" "
Przypomnijmy, ze dla a € P, k € N symbolem k£ - a oznaczamy sume a + ... + a, gdzie

liczba sktadnikow jest rowna k. Dla uproszczenia bedziemy takze pisa¢ krétko ka zamiast
k - a. Zamiast f’ piszemy tez fO).

Uwaga 2. Jezeli char(P) nie dzieli n, ton-a, # 0, a wiec st f' =n—1=st f — 1. Zatem
gdy char P = 0, to réwnos¢ st f' = n — 1 = st f — 1 zachodzi dla kazdego wielomianu
f € Plz].

W przypadku, gdy char(P) =nistf=mn >0, mamy st f/ <stf— 1.

Dla dowolnych wielomianéw f, g € P[x] mamy
(8) (f+9)=f+d, (f-9=f-9+f7.

Twierdzenie 4. Niech a € P bedzie pierwiastkiem wielomianu f € Plx]. Wowczas a jest
pierwiastkiem wielokrotnym wtedy i tylko wtedy, gdy f'(a) = 0.

Dowéd. Zatbézmy, ze a jest pierwiastkiem wielokrotnym. Wtedy f = (z—a)*g dla pewnego
g € Plz], gdzie k > 1. Wtedy

f'=k@—a) g+ (z —a)y,

wige f'(a) = k(a —a)*g(a) + (a — a)*q¢'(a) =0, gdyz k — 1 > 0.

Zat6zmy teraz, ze a jest pierwiastkiem jednokrotnym. Wtedy f = (z —a)g dla pewnego
g € P[z] takiego, ze g(a) # 0. Mamy

f/:g+(x_a)g/a

wiee f'(a) = g(a)+ (a —a)g'(a) = g(a) # 0. Jezeli wige f'(a) = 0, to a jest pierwiastkiem
wielokrotnym. 0J

Jedli char(P) = 0, to krotnosé¢ pierwiastka mozna wyznaczy¢ przy uzyciu kolejnych

pochodnych wielomianu. Dla f € P[x] pochodne wyzszych rzedéw definiujemy jako: f(2) =
f// — (f/)l7 f(3) — (f(?))/ i ogélnie f(kJrl) — (f(k))/ dla k € N.
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Twierdzenie 5. Niech char(P) =0 ia € P bedzie pierwiastkiem wielomianu f € P[x].
Jezeli fD(a) =0 dlai=1,2,...k—11i f®)(a) #0, to pierwiastek a ma krotnosé k.
Przyklad 4. Niech f(z) = 2® — 52% + Tz — 3 € Z[z]. Mamy
fl(z) =322 —10c +7, f"(z)=6z—10, f3(z)=6,
wiec f(1) = f'(1) =01 f’(1) = =4 # 0. Stad 1 jest dwukrotnym pierwiastkiem f.
Pierwiastki ulamkowe

Twierdzenie 6. Niech P bedzie pierscieniem Gaussa i U(P) bedzie jego ciatem ulamkdow.
Jezeli wielomian

f=ay+az+..+a2" € Plz],
gdzie a, # 0, ma pierwiastek § € U(P) taki, zZe a,b sq wzglednie pierwsze, to a | ag i
b| ay.

Przyktad 5. Niech f = 32 — 2® + 3z — 1. Jesli ¢ € Q jest pierwiastkiem wielomianu f,
przy czym a,b € Z sa wzglednie pierwsze, to a | 1, czylia = +11ib| 3, czyli b = +1 lub
b = £3. Zatem mozliwe pierwiastki wymierne § wielomianu f to: £11i j:%.

Mamy f(1) =4, f(—1) = -8, f (%) =01if (—%) = —%. Zatem jedynym wymiernym
pierwiastkiem f jest %
Rozklad wielomianéw na czynniki nierozkladalne

Jesli K jest ciatem, to K[z] jest pierScieniem Gaussa. Zatem kazdy wielomian f € K|z]
taki, ze st f > 0 ma jednoznaczny rozktad na czynniki nierozktadalne.

Twierdzenie 7. Niech K bedzie cialem i char(K) = 0. Jesli
f = Lo gl

jest rozkladem wielomianu f € K[x] na czynniki nierozkladalne, czyli fi, fa, ..., fn € K|x]
sq nierozktadalne @ f; o f; dla © # j oraz ki, ko, ..., k, €N, to

f/ — {Cl—l é{:g—l”'fkn—lg
dla pewnego g € Klx| takiego, ze g nie dzieli si¢ przez Zaden z wielomianow fi, fa, ..., fu.
Dowéd. Niech h = f3>...f* Wtedy f = fF'h, wicc
fr=kf P i+ R = R,

gdzie hy = ki f{h+ fih'. Wielomian h; nie dzieli si¢ przez fi, gdyz w przeciwnym przypadku
f1 dzielitby fih. Ale f nie dzieli h, wiec dzielitby f7, co jest niemozliwe, gdyz st f] < st fi.

Powtarzajac to rozumowanie dla pozostalych wielomianow f, ..., f,, stwierdzamy, ze
fl=firtfhemt  fhe=lg i zaden z wielomianéw fi, fa, ..., fn nie dzieli g. O

Wnhiosek 1. Niech K bedzie ciatem i char(K) = 0. Jesli
F= g gl g

jest rozktadem wielomianu f € K|x] na czynniki nierozkladalne, to

himl o=l sl O NWD(S, ).
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Stqd

f/ NWD(f7 f/) ~ f1f2"-fn7
czyli wielomian otrzymany przez podzielenie f przez NWD(f, f') ma te same czynniki w
rozktadzie na wielomiany nierozkiadalne, co f ale w pierwszej potedze.

Rozwazmy szczegdlny przypadek, gdy czynniki w rozktadzie maja posta¢ x — a;, czyli

f ma postac

f=a(x—a)" (z —a)™.. (v — a,)k,
a wiec a; jest pierwiastkiem wielomianu f o krotnosci k;, i = 1, ...,n. Wtedy f/ NWD(f, )
ma te same pierwiastki ay, as, ..., a,, ale pojedyncze.

Niech P bedzie pierscieniem Gaussa. Jak wiemy, dla dowolnych niezerowych elementéw
ai, as, ..., a, € Pistnieja NWD(ay, as, ..., a,) iNWW (ay, ag, ..., a,,). Elementy ay, as, ..., a, €
P sa wzglednie pierwsze, gdy 1 ~ NWD(ay, as, ..., a,).

Niech K bedzie ciatem utamkéw pierscienia P. Jezeli f € Klz|, f # 0, to

Qo a1 Qp o,
=2 —x e+
/ by by by,
gdzie ag, ...,a, € P, by,....,b, € P\ {0}, a,, 011 ~ NWD(ay, by), jesli ax # 0. Zawar-
toscig wielomianu [ nazywamy element
NWD(ay, ..., an)
co(f) =
NWW by, ..., by)

Jezeli f = 0, to przyjmujemy c(f) = 0. Oczywiscie zawartosé c(f) jest okreslona z do-
ktadnoscig do stowarzyszenia.

Wielomian g € P|x] taki, ze ¢(g) ~ 1 nazywamy wielomianem pierwotnym. Ozna-
cza to, ze niezerowe wspoétczynniki wielomianu g sg wzglednie pierwsze. Dla dowolnego
niezerowego wielomianu f € K|x] mamy f = ¢(f)fi, gdzie fi € P[z] jest wielomianem
pierwotnym.

€ K.

Twierdzenie 8. Niech K bedzie ciatem utamkow piericienia Gaussa P. Jezeli wielomian
f € Plx] jest nierozkladalny w Plz|, to f jest nierozkladalny w K|x].

W przypadku, gdy f € Plx] jest wielomianem pierwotnym, f jest nierozkladalny w P|x]
wtedy i tylko wtedy, gdy f jest nierozkladalny w K[x].

Przyktad 6. Wielomian f = 222 — 4 ma jedynie pierwiastki niewymierne, wiec jest nie-
rozktadalny w Q[z]. Jednak ma on rozklad f = 2(x*—2), ktéry jest rozktadem wlasciwym
w Z[x], gdyz 2 jest elementem nieodwracalnym w Z. Nie jest to rozktad whasciwy w Q[z],
gdyz 2 jest odwracalne w Q.

Twierdzenie 9. Jezeli P jest pierscieniem Gaussa, to Plz| jest pierscieniem Gaussa.
Elementami nierozkladalnymi w Plx] sq elementy nierozkladalne w pierscieniu P oraz
wielomiany pierwotne, ktore sq nierozkladalne w K|x].
Rozklad wielomianéw na czynniki nierozkladalne w C[z| i Rz]
Rozwazmy pierscien wielomianéw C[z] o wspélezynnikach zespolonych.

Twierdzenie 10 (zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy wielomian f € C[z] taki, ze
st f > 1 ma co nagmniej jeden pierwiastek zespolony.



Whiosek 2. Kazdy wielomian f € Clx] taki, ze st f > 1 mozna przedstawié¢ w postaci
9) f=alx—2)" @ —2)2. (x—z,)",
gdzie a, 21, 29, ..., zn € Clz] @ 2; # 2j dla i # j.

Oczywiscie wielomian postaci © — z; jest nierozktadalny, wiec (9) jest rozktadem f na
czynniki nierozktadalne.

Niech teraz f € R[z|, f = ap + a1z + ... + a,a™. Jedli z jest zespolonym pierwiastkiem
wielomianu f, to poniewaz ag, ai, ..., a, sa liczbami rzeczywistymi, wiec

0=f(z)=ap+a1Z+ ... +a,z",

czyli liczba sprzezona Z jest rowniez pierwiastkiem f. Wielomian f mozna roztozy¢ na
czynniki nierozktadalne w C[z] zgodnie ze wzorem (9), ale jesli z; € C\ R, to istnieje j
takie, ze z; = Z;. Mamy

(z—2)(z—2)=(x—2)(x—7) =2° — (2 + Z)x + 2% = 2* — (2Re z)x + |z]%.

Jest to wielomian o wspotezynnikach rzeczywistych, ktéry nie ma pierwiastkéw rzeczywi-
stych, wiec jest nierozkladalny w R[z].

Zatem wielomianami nierozktadalnymi w R[z| sa wielomiany pierwszego stopnia i wie-
lomiany drugiego stopnia bez pierwiastkéw rzeczywistych i taczac w rozkladzie (9) pary
postaci (z— z;)(z —Z;) otrzymujemy nastepujacy rozktad wielomianu f € R[z] na czynniki
nierozktadalne:

f=alr—a)"(x—ay)*. . (x — ay,) forfl. fir

S
gdzie aq, as, ..., a,, € R s parami réznymi pierwiastkami wielomianu f, zas f1, fo, ..., fn €
R[z| sa parami niestowarzyszonymi wielomianami drugiego stopnia bez pierwiastkéw rze-
czywistych i ki, ko, ..o, b, Uiy Lo, .. 1, € N

Kryteria nierozkladalnosci wielomianéw

Omowimy kilka metod sprawdzania nierozktadalnosci wielomianéw. Zacznijmy od naj-
prostszego przypadku, gdy wielomian f € P[z] ma stopien 2 lub 3. Wtedy f moze sie
rozktada¢ jedynie na iloczyn, w ktérym co najmniej jeden czynnik ma stopien 1. Jest to
wiec czynnik postaci ax + b. Wtedy —b/a jest pierwiastkiem f w ciele utamkéw K pier-
Scienia P. Zatem jesli f nie ma pierwiastka w K, to f jest nierozkladalny w Kz|. Jesli
dodatkowo f jest wielomianem pierwotnym, to f jest nierozkladalny takze w P[x]. Dla
sprawdzenie, czy f ma pierwiastki utamkowe wystarczy uzy¢ twierdzenia 6.

Twierdzenie 11 (kryterium Eisensteina). Niech P bedzie pierscieniem Gaussa i K
bedzie ciatem jego utamkow. Jezeli dla wielomianu

f=ao+ax+ ...+ aa" € Plz],

gdzie a, # 0 istnieje element nierozkladalny p € P taki, ze p | a; dlai=0,1,...n—1,p
nie dzieli a, i p* nie dzieli ag, to f jest nierozktadalny w K|x].

W pewnych przypadkach aby zastosowac kryterium Eisensteina nalezy zmieni¢ zmien-
na.



Przyklad 7. Niech f(x) = 2% + 42 + 1. Zastepujemy ten wielomian przez
fe+) =@+ )" +4(z+1)+1=2"+42° + 62 + 82 +6

dla ktérego mozemy zastosowaé kryterium Eisensteina z p = 2. Zatem wielomian f(z+1)
jest nierozktadalny w Q[z]. Gdyby f nie byl nierozkladalny w Q|z], to istniatby rozktad

f(z) = g(z)h(),
gdzie g, h € Q[z] sa wielomianami stopnia mniejszego niz 4. Ale wtedy
flz+1) =gz + 1Dh(z +1),

co jest sprzeczne z nierozktadalnoscig wielomianu f(x + 1).



