PIERSCIENIE I CIAEA
Wyktad 7

Najwiekszy wspolny dzielnik i najmniejsza wspélna wielokrotnosé

Niech aq,as, ..., a, beda niezerowymi elementami pierécienia catkowitego P. Element
d € P jest najwiekszym wspdlnym dzielnikiem aq,as, ..., a,, jesli

(1) A d|ak

k=1,....,m
(2) cé\P ((k:{\n c| ak) = c | d).
Warunek (1) oznacza, ze d jest wspélnym dzielnikiem ay, as, ..., a,, zas warunek (2), ze
kazdy wspélny dzielnik aq, as, ..., a, dzieli d. Najwigkszy wspolny dzielnik nie jest wy-
znaczony jednoznacznie, a jedynie z dokladnoscia do stowarzyszenia, tzn. jezeli dy,ds
sg najwigkszymi wspélnymi dzielnikami aq, as, ..., a,, to dy = ud; dla pewnego elemen-
tu odwracalnego v € P. Dla najwiekszego wspolnego dzielnika d elementéw aq, as, ..., a,
piszemy wiec d ~ NWD(ay, as, ..., ay,).

Moéwimy, ze elementy a,b € P sa wzglednie pierwsze, jesli 1 ~ NWD(a,b).

Dla P = Z za najwigkszy wspoélny dzielnik niezerowych liczb ay, as, ..., a, € Z uznajemy
dodatni najwiekszy wspolny dzielnik d i piszemy d = NWD(ay, as, ..., a,). W tym przy-
padku mamy doktadna zgodno$é¢ z nazwa, gdyz d jest najwieksza liczbg wsréd wszystkich
wspolnych dzielnikow aq, as, ..., a,.

Podobnie definiujemy najmniejsza wspélng wielokrotno$é réznych od zera elementéow
ai, as, ..., a, pierscienia catkowitego P. Element w € P jest najmniejszqg wspdlnag wie-
lokrotnosciqg ay,as, ..., a,, jesl

(1) A | w
(2) Cé\P ((k:{\n ar | c) = w | c).

Piszemy wtedy w ~ NWW (ay, as, ..., a,), gdyz najmniejsza wsp6lna wielokrotnosé nie jest
wyznaczona jednoznacznie.

Dla P = 7Z za najmniejsza wspolng wielokrotno$é¢ niezerowych liczb aq,as,...,a, € Z
uznajemy dodatnia najmniejsza wsp6lng wielokrotnosé w i piszemy w = NWD(ay, as, ..., a,).
Jest to najmniejsza liczba wérod wszystkich dodatnich wspélnych wielokrotnosci aq, as, ..., ay,.

W pierscieniu Gaussa istnieje najwiekszy wspolny dzielnik i najmniejsza wspélna wie-
lokrotnos¢ skonczenie wielu niezerowych elementow. Korzystajac z rozktadéw na czynniki
nierozktadalne otrzymujemy nastepujace wzory na NWD(a, b) i NWW(a, b) dla elementow
a, b pierécienia Gaussa.

Twierdzenie 1. Niech a,b bedg elementami pierscienia Gaussa P, ktorych rozktady na
czynniki nierozkladalne majg postac

(1) a:uHafi, b:vHafi,



gdzieu ~ 1, v~ 1, p1,.cc,Pn, q1, -, gn € NU{0}. Wtedy

(2) [1ai" ~NWD(a,b), []a;" ~NWW(a,b),

i=1 i=1
gdzie r; = min{p;, ¢;}, s; = max{p;,¢;} dlai =1,...,n. Poniewaz r; + s; = p; + q;, wiec w
konsekwencji otrzymujemy wzor

n

(3) ab = uv [[ a? "% ~ NWD(a, b) NWW(a, b).
i=1

Jesli 1 ~ NWD(a,b), to wynika stqd, Ze

(4) ab ~ NWW (a,b).

Przyktad 1. Niech
a=2-32.7.13", b=2°.3%.5.7%2.11%
Wtedy
NWD(a,b) =2-3*-7%, NWW(a,b) =2°-3%-5-7%.11° . 13,

Wzory (2) mozna uogélni¢ na przypadek, gdy wyznaczamy NWD i NWW dla wiecej
niz dwoch elementéw pierscienia Gaussa. Mamy wtedy takze wzory

NWD(aq, asg, ..., a,) ~ NWD(NWD(NWD(ay, as), as), -..), a,)

NWW (ay, ag, ..., a,) ~ NWW(NWW(NWW ((ay, as), as), ...), an),
ktore sprowadzajg problem wyznaczania najwiekszego wspoélnego dzielnika i najmniej-
szej wspolnej wielokrotnosci dla n elementéw do wyznaczania najwiekszego wspolnego
dzielnika 1 najmniejszej wspolnej wielokrotnosci dla dwoch elementow.

Wzér analogiczny do (3) nie jest prawdziwy dla wiecej niz dwoch elementéw, na przy-
ktad NWD(2,3,4) =1, NWW(2,3,4) = 12, wiec
NWD(2,3,4) NWW(2,3,4) =12 #£2-3-4.

Jednak (4) ma sw6j odpowiednik dla n elementéw.

Twierdzenie 2. Niech ay,as,...,a, bedg parami wzglednie pierwszymi elementami pier-
scienia Gaussa P. Wtedy

ajasy . ..a, ~ NWW(ay,aq,...,a,).

Zgodnie z definicja elementu pierwszego, jesli taki element dzieli iloczyn, to dzieli ktorys
z czynnikow. W nastepnym twierdzeniu mamy uogdélnienie tej wtasnosci.

Twierdzenie 3. Jezeli a,b, c sq niezerowymi elementami pierscienia Gaussa P, a | bc i

1 ~NWD(a,b), toa|c.

Dowdéd. Poniewaz a | be, wiec be jest wspdlng wielokrotnoscia a i b. Zatem NWW (a, b) | be.
Ale zgodnie z (4) mamy ab ~ NWW(a, b). Stad ab | bc i w konsekwencji a | c. O



PiersScienie euklidesowe

Definicja 1. Pierscien catkowity P jest pierScieniem euklidesowym jesli istnieje
funkcja N : P — N U {0} taka, ze
(1) AN Nla)=0<a=0
acP
(2) AN a|b= N(a)<N(b)
a,beP\{0}
(3) Jezeli a,b € P, b +# 0, to istnieja ¢, € P takie, ze N(r) < N(b) i

(5) a=gb+r (wzdr na dzielenie z reszta).

Uwaga 1. Jedli a,b € P\ {0} ia | b, to z warunku (2) wiemy, ze N(a) < N(b). Przy
dodatkowym zalozeniu, ze a nie jest stowarzyszone z b mamy ostrg nier6wnosc

N(a) < N(b).

Rzeczywiscie, poniewaz a | b, wiec b = ac dla pewnego ¢ € P, przy czym jesli a nie
jest stowarzyszone z b, to ¢ nie jest elementem odwracalnym. Dzielac a przez b z reszta
otrzymujemy a = gb+r, przy czym N(r) < N(b). Mamy a = gac+r, czyli a(l — gc) = r.
Poniewaz ¢ nie jest elementem odwracalnym, wiec gc # 1. Stad r # 0 i z warunku (2)
otrzymujemy nieréwnos¢ N(a) < N(r) < N(b).

Element r € P ze wzoru (5) nazywamy reszta z dzielenia a przez b. Reszta ta nie musi
by¢ wyznaczona jednoznacznie.

Przyklad 2.

1. Pierécien Z jest pierécieniem euklidesowym dla N(a) = |a|. Mamy tutaj dwie mozliwe
reszty z dzielenia: jedng nieujemna i druga niedodatnia. Zwykle za reszte z dzielenia liczby
m € Z przez n € Z przyjmuje sie nieujemng reszte, ktéra oznaczmy przez r,(m).

-n 0 n qn m  (q+1)n

>

2. Pierécien Z[i] jest pierécieniem euklidesowym dla N(z) = |z|?. Tutaj |z| oznacza modut
liczby zespolonej z.

Twierdzenie 4. Kazdy pierscien euklidesowy P jest pierscieniem ideatow gtownych.

Dowdd. Niech I bedzie ideatem w P. Jedli I = {0}, to I = (0). Jesli I # {0}, to wybieramy
b € I taki, ze

(6) N(b) = min{N(a) : a € I, a # 0}.

Dla a € I mamy a = gb+ r, gdzie ¢, € P i N(r) < N(b). Poniewaz b € I, wiec gb €
i stad takze r =a —qb € 1. Ale N(r) < N(b), co wobec wzoru (6) jest mozliwe jedynie
wtedy, gdy r = 0. Zatem a = ¢b dla kazdego a € I, czyli I = (b). O

W szczegolnosci pierscien Z jest pierscieniem ideatéw gtownych, przy czym generatorem
ideatu I # {0} w pierscieniu Z jest liczba

n=min{k >0: ke I}

3



Twierdzenie 5. Jezeli P jest pierScieniem euklidesowym, to P jest pierscieniem Gaussa.

Nie kazdy pierécien Gaussa jest pierscieniem euklidesowym. Na przyktad pierscien Z[x]
wielomianéw o wspotezynnikach catkowitych jest pierécieniem Gaussa, ale nie jest ideatow
glownych (patrz wyktad 6), a wiec nie jest pierécieniem euklidesowym.

Algorytm Euklidesa

Poniewaz pierscien euklidesowy P jest pierécieniem Gaussa, wiec dla dowolnych nieze-
rowych elementéw a,b € P istnieja NWD(a,b), NWW (a,b) i mozna je wyznaczy¢ korzy-
stajac z rozktad6w na czynniki nierozktadalne. W tym przypadku NWD(a, b) mozna takze
wyznaczy¢ przy uzyciu algorytmu Euklidesa. Jego podstawa jest nastepujaca obserwacja.

Uwaga 2. Zalézmy, ze w pierscieniu catkowitym P zachodzi réwnosé a = qb + r. Wtedy
zbior wszystkich wspolnych dzielnikow elementow a, b jest taki sam, jak zbiér wszyst-
kich wspélnych dzielnikéw elementéw b,r. Wynika stad, ze jesli istnieja NWD(a,b) i
NWD(b,r), to NWD(a, b) ~ NWD(b, r).

Dowdd. Zatézmy, ze d | aid | b. Poniewaz r = a — ¢b, wiec d | r. Zatem d jest wspdlnym
dzielnikiem b i r. Na odwrdt, jesli d | bid | r, to z réwnosci a = ¢b + r wynika, ze d | a.
Zatem r jest wspolnym dzielnikiem a i b. O

Niech a,b beda niezerowymi elementami pierscienia euklidesowego P. Wykonujemy
kolejne dzielenia z reszta:

a=qob+ro, N(ro) <N(b),
b= q17o —|—7"17 N(Tl) < N(T‘Q),
To = (271 + T2, N(Tz) <N(T1),

Tn—2 = qnTn-1 + Tn, N(rn) < N(Tn_l),

'n—1 = qn+1"n-

Ze wzgledu na to, ze N(b) > N(rg) > ... > N(r,—1) > N(r,) sa liczbami naturalnymi, nie
moze by¢ to ciagg nieskonczony, a wiec po skonczonej liczbie krokéw dostajemy reszte 0.

Twierdzenie 6. Ostatnia niezerowa reszta w algorytmie FEuklidesa jest najwiekszym
wspolny dzielnikiem a i b, czyli r,, ~ NWD(a, b).

Dowdd. 7 ostatniego wzoru wynika, ze r,, ~ NWD(r,,r,_1). Stad i z uwagi 2 otrzymujemy

T ~ NWD(r,, 7,_1) ~ NWD(r,_1,72) ~ ...
.. ~ NWD(r1, 75) ~ NWD(rg, b) ~ NWD(a, b). O



Roéwnania diofantyczne

Twierdzenie 7. Dla dowolnych niezerowych elementow a,b pierscienia euklidesowego P
istniejqg elementy x,y € P takie ze

(7) ax + by ~ NWD(a, b).

Dowaéd. Stosujac algorytm Euklidesa otrzymujemy ro = a — qob = axo + byo, gdzie xq = 1,
Yo = —qo. Nastepnie

1 =0b—qro="0— q(axy + byo) = —axoq + b(1 — yo) = axy + by,

gdzie x1 = —xoq1, y1 = 1 — Yo.
Postepujac w ten sposob otrzymujemy kolejne rownosci ry, = azy+by, dlak =0,1,...,n.
Ostatnia z nich daje wzor ax,, + by, = r, ~ NWD(a,b). O

Obie strony przystawania (7) mozna pomnozy¢ przez dowolny element ¢ € P. Prowadzi
to do nastepujacej obserwacji.

Uwaga 3. Niech a, b, d beda niezerowymi elementami pierscienia euklidesowego P. Row-
nanie

(8) ar +by =d
ma rozwiazanie z,y € P wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(a,b) | d.

Twierdzenie 8. FElementy a,b pierscienia euklidesowego P sq wzglednie pierwsze wtedy
1 tylko wtedy, gdy istniejg x,y € P takie, Ze

9) ar +by =1

Dowdd. Jezeli elementy a,b sa wzglednie pierwsze, to réwnanie (8) ma rozwiazanie dla
kazdego d € P, a wiec w szczegdlnosci dla d = 1. Na odwrét, jesli istniejg z,y € P, dla
ktorych zachodzi réwnosé (9) i ¢ € P jest wspOlnym dzielnikiem a i b, to ¢ dzieli lewa
strong w (9). Stad ¢ dzieli prawa strone, czyli 1, wiec ¢ ~ 1. O

Rozwiazujac réwnanie (8) mozna zawsze przej$¢ do postaci (9). Rzeczywiscie, niech
do ~ NWD(CL, b) Wtedy d = dodl, a = d0a1 ib= d0b1 dla pewnych dl,al,bl e P.
Skracajac obie strony réwnania (8) przez dy otrzymujemy

amx + by =dy,
przy czym elementy aq, b; sa wzglednie pierwsze. Stad rownanie
ar+biy=1
ma rozwigzanie x1,y; € P. Zatem ayx,d; + byy1dy = dy i dalej
doarz1dy + dobyyrdy = dod;,

czyli axqd; +bydy = d, co oznacza, ze rozwiazaniem réwnania (8) jest x = x1dy, y = y1d;.
Réwnanie (9) nie ma jednoznacznego rozwiazania i zbiér wszystkich rozwigzan opisuje
nastepujace twierdzenie.



Twierdzenie 9. Niech a,b bedg wzglednie pierwszymi elementami pierscienia euklideso-
wego P. Jesli axg+ byy = 1, gdzie xg,yg € P, to dowolne rozwigzanie rownania

ar +by =1
ma postaé¢ x = xg+ cb 1y = yo — ca, gdzie c € P.
Dowad. Niech ax + by = 1, gdzie x,y € P. Odejmujac stronami od tej rownosci rownosé
axg + byo = 1 otrzymujemy a(z — x¢) + b(y — yo) = 0. Zatem
a(x —xo) = b(yo — y),

a poniewaz elementy a, b sa wzglednie pierwsze, wiec a | (yo — y), czyli yo — y = ca dla
pewnego ¢ € P. Stad y = yy — ca.
Ponadto a(x — zg) = bca i stad x — x¢ = be, czyli x = g + cb. O

Réwnania postaci (8) otrzymujemy chcac wyznaczyé element odwrotny do danego ele-
mentu pierscienia Z,.

Twierdzenie 10. Niezerowy element k pierscienia Z,, jest odwracalny wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba k jest wzglednie pierwsza z n.

Dowdd. Fakt, ze | € Z, jest elementem odwrotnym do k oznacza, ze k ®, [ = 1, czyli
rn(kl) = 1, wiec kl = gn + 1 dla pewnego ¢ € Z. Z twierdzenia 8 wynika wiec, ze aby
istnial element odwrotny k= do k w Z,, liczby k i n musza by¢ wzglednie pierwsze.

Na odwrot, jesli ki n sa wzglednie pierwsze, to zgodnie z twierdzeniem 8 istniejg z,y € Z
takie, ze kxz + ny = 1, czyli kx = n(—y) + 1. Oznacza to, ze

L =rp(kz) = rp(ro(k)ro(z)) = rp(kry(x) = k ©, o).
Zatem k jest elementem odwracalnym i k= = r,(x). O
Pierscien wielomianéw
Niech P bedzie pierscieniem przemiennym z 1 # 0. Przez C'(P) oznaczmy zbiér wszyst-

kich ciagéw (ag, a1, ...) o wyrazach z P. W C(P) definiujemy dzialania:

(10) (an) + (bn) = (an +bn),  (an) - (bn) = (cn),
gdzie
Cp = Z Clibj,
i+j=n
czyli
co = apby, ¢1 = apby + aiby, co = agby + a by + asbo, ...

Zbior C(P) z tymi dzialaniami jest pierscieniem przemiennym z 1 # 0.

Wielomianem nazywamy ciag (a,) € C(P), ktéry jest od pewnego miejsca zerowy,
czyli istnieje m € N takie, ze a,, = 0 dla wszystkich n > m. Zbiér wszystkich wielomiandw

z dziataniami (10) jest réwniez pierscieniem przemiennym z 1 # 0.
Oznaczamy = = (0, 1,0, ...). Wtedy

z* =(0,0,...,0,1,0,...)



dla k = 1,2..., gdzie 1 wystepuje na k-tym miejscu. Niech f = (ag, a1, ...,a,,0,0,0,...).
Wtedy

(11> f = (CLQ, 0, ) =+ (O,al,O, ) + (0,0,CLQ,O, ) + ...+ (0,0, ...,O,Gn,o,o, ) =

= (ao,0,...) + (a1,0,0,..)x + (az,0,0,..)2* + ... + (a,, 0,0, ...)z"

Pierscien wszystkich wielomianéw o wspétezynnikach z P oznaczmy przez P|x].
Poniewaz

(@,0,0,..) + (5,0,0,..) = (a +b,0,0,...), (a,0,0,...) - (b,0,0,...) = (ab,0,0,....)

wiec wielomian postaci (a,0,0,0, ...) mozemy utozsamiaé z elementem a € P. Przy takim
utozsamieniu wzér (11) przyjmuje postaé

n
2 k
f=a0+ a1z +ax”+ ... +a,x" = E apx”.
k=0

Jedli f jest wielomianem zerowym, czyli a; = 0 dla kazdego ¢, to za stopien wielomianu
f przyjmujemy —oo i piszemy st f = —oo. Jesli f nie jest wielomianem zerowym, to jego
stopien definiujemy jako
st f = max{k : a; # 0}.
Dla f, g € Plx| mamy
st(f +¢g) < max{st f,stg}, st(fg) <stf+stg.

We wzorach tych moze pojawia¢ si¢ —oo. Przyjmujemy, ze —oo < m i —oco +m = —o0
dla wszystkich m € NU {0}.
Jesli wspotezynniki przy najwyzszej potedze  w f 1 g nie sg dzielnikami zera, to

st(fg) =st f+stg.

W szczegolnosci jezeli P jest pierscieniem calkowitym, to wzoér ten jest prawdziwy dla
dowolnych niezerowych wielomianéw f, g € Plz].

Niech f = S0, ap2® € Plx], gdzie st f > 0. Wstawiajac zamiast = element ¢ € P
otrzymujemy element pierscienia

fle) = Zn: apc®
k=0

Funkcje ktéra elementowi ¢ € P przyporzadkowuje f(c) nazywamy funkcja wielomianowa
odpowiadajacg wielomianowi f. Funkcje te rowniez oznaczmy przez f, chociaz dla pew-
nych pierscieni nie ma jednoznacznej odpowiednio$ci miedzy wielomianami, a funkcjami
wielomianowymi.

Przyktad 3. Niech P = Zy i f = o + 2% Wtedy f(0) =01 f(1) = 1@ 1 = 0, wiec
wielomianowi f odpowiada zerowa funkcja wielomianowa.

W tym przypadku nie jest wigc prawda, ze jesli funkcje wielomianowe dwoch wielomia-
néw sg identyczne, to wielomiany te sg sobie réwne, czyli maja takie same wspétczynniki.

Przyktad ten pokazuje dlaczego definiujemy wielomian jako ciag wspotczynnikow, a nie
jako funkcje. Jesli jednak P jest nieskonczonym pierscieniem catkowitym, to dwie funkcje
wielomianowe sa identyczne wtedy i tylko wtedy, gdy wielomiany te sa sobie rowne. W tym



przypadku nie ma potrzeby rozrézniania wielomianéw i funkcji wielomianowych. Jest tak
np. dla wielomianéw o wspotczynnikach w R albo C.

Dzielenie wielomianéw

Twierdzenie 11. Niech P bedzie pierscieniem przemiennym, f,g € Plx] i wspdlczynnik
przy najwyzszej potedze x w wielomianie g jest odwracalny. Wtedy istniejg jednoznacznie
wyznaczone wielomiany q,r € Plx] takie, Ze str < stg i

(12) f=qg9g+r.

W szczegolnosci dzielenie jest wykonalne, jesli g jest wielomianem unormowanym, czyli
wspotczynnik w g przy najwyzszej potedze x jest rowny 1. Jesli P jest cialem, to wspot-
czynnik przy najwyzszej potedze x w g jest niezerowy, a wiec odwracalny i z twierdzenia 11
otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whniosek 1. Jezeli P jest cialem, to Plz| jest pierscieniem euklidesowym dla funkcji
N : P — NU {0} okreslonej wzorem N(f) = 2%/, gdzie przyjmujemy 2= = 0. Zatem
Plz] jest pierscieniem Gaussa.



