PIERSCIENIE I CIAEA
Wyktad 6

Przypomnijmy, ze niepusty podzbiér [ pierécienia P jest idealem, gdy

(1) Na-bel
a,bel
(2) N Naxel, zael.

a€l zeP
Ideatowi I odpowiada relacja réwnowaznosci = zdefiniowana wzorem:

(1) r=y (mod ) z—yel,

gdzie x,y € P. W zbiorze P/I wszystkich klas abstrakcji wzgledem relacji = okreslamy
dzialania wzorami

[a] + [b] = [a+ 0], a][b] = [ab],
gdzie a,b € P i w ten sposéb P/I staje sie pierScieniem, ktéry nazywamy pierscieniem
ilorazowym. Jego elementem zerowym jest [0] = I i je$li w P istnieje jedynka, to [1] jest
jedynka w P/I. Jesli P jest pierscieniem przemiennym, to réwniez P/I jest pierScieniem
przemiennym.

Dla tego, zeby pierécien ilorazowy P/I byl pierscieniem catkowitym, czyli pierscieniem
przemiennym z 1 # 0 nie zawierajacy niezerowych dzielnikow zera konieczna jest dodat-
kowa wtasnos¢ ideatu 1. Méwimy, ze ideat [ pierscienia P jest ideatem pirerwszym, jesli
I jest idealem wlasciwym i

N\ zyel=(zellubycel).
z,yeP
Warunek ten przenosi si¢ na wigksza liczbe czynnikow, wiec jesli iloczyn skonczenie wielu
elementéw pierscienia P nalezy do ideatu I, to co najmniej jeden z nich nalezy do I.

Twierdzenie 1. Niech I bedzie wlasciwym ideatem pierscienia P. Pierscien ilorazowy
P/1 nie zawiera niezerowych dzielnikow zera wtedy i tylko wtedy, gdy I jest idealem pierw-
szym.

Whniosek 1. Niech I bedzie ideatem wlasciwym pierscienia przemiennego Pz 1 # 0.
Wowczas I jest idealem pierwszym wtedy i tylko wtedy, gdy P/I jest pierscieniem calko-
witym.

Réwniez dla tego, zeby pierscien ilorazowy P/I byt ciatem konieczna jest dodatkowa
wtlasnosc¢ ideatu 1.

Moéwimy, ze ideal I pierécienia P jest maksymalny, jesli jest on elementem maksy-
malnym w zbiorze W wszystkich idealéw wlasciwych pierécienia P. Zatem ideal I jest
maksymalny wtedy i tylko wtedy, gdy I # P i nie istnieje ideal J taki, ze I C J, I # J
oraz J # P.

Twierdzenie 2. Niech I bedzie ideatem wlasciwym pierscienia przemiennego P z 1 # 0.
Pierscien ilorazowy P/ jest cialem wtedy i tylko wtedy, gdy I jest ideatem maksymalnym.

Poniewaz ciato jest pierscieniem catkowitym, wiec z wniosku 1 i twierdzenia 2 otrzy-
mujemy nastepujacy rezultat.



Whniosek 2. Niech I bedzie ideatem wlasciwym pierScienia przemiennego Pz 1 # 0.
Jezeli ideat I jest maksymalny, to I jest pierwszy.

Przyktad 1. W pierécieniu Z[z]| wielomianéw o wspolezynnikach catkowitych zbiér
I'={f €Zlz]: f(0) =0}

jest ideatem. Jesli fg € I, to f(0)g(0) = 0, wiec f(0) =0, czyli f € I lub g(0) =0, czyli
g € 1. Zatem [ jest ideatem pierwszym.
Nie jest to jednak ideal maksymalny, gdyz

J ={f € Z[x] : f(0) jest liczba parzysta}
jest ideatem w Z[z| takim, ze [ C J, J # I oraz J # Z[z].

Twierdzenie 3. Niech P bedzie skonczonym pierscieniem przemiennym z 1 # 0. Dowolny
element a € P jest albo elementem odwracalnym, albo dzielnikiem zera.

Dowdd. Dla a € P, a # 0 rozwazmy funkcje f(x) = ax, gdzie x € P. Jezeli f jest funkcja
réznowartosciowa, to zbidr f(P) C P ma tyle samo elementéw, co P, a wiec f(P) = P.

Zatem dla kazdego y € P istnieje x € P taki, ze y = f(z) = ax. W szczegdlnosci dlay = 1

dostajemy z € P taki, ze ax = 1, co pokazuje, ze element a jest odwracalny i a=! = z.

Zalbézmy teraz, ze funkcja f nie jest réznowartosciowa. Wtedy istnieja x1, x5 € P takie,
ze 1 # w9 i axy = f(x1) = f(x2) = axy. Zatem

a(xy —x3) = ax; —axrg =0
i poniewaz z7 — x5 # 0, wiec a jest dzielnikiem zera. O

Dla pierécienia Z,, n > 1, niezerowy element a € Z, jest dzielnikiem zera wtedy i
tylko wtedy, gdy a nie jest wzglednie pierwszy z n, za$ liczby a € Z,,, ktore sa wzglednie
pierwsze z n sa elementami odwracalnymi.

Przyklad 2. W pierécieniu Zg mamy
2@6327'6(6):0, 4@63:T6(12):O,

wiec 2, 3, 4 sa dzielnikami zera. Natomiast 1 i 5 sg elementami odwracalnymi. W szcze-
gblnosci

5®b =1(25) =1,
czyli 571 = 5.
Z twierdzenia 3 wynika nast¢pujacy wniosek.

Whniosek 3. Skonczony pierscien przemienny z 1 # 0 jest ciatem wtedy 1 tylko wtedy, gdy
jest pierscieniem catkowitym.

W szczegdlnosci pierscien Z,,, n > 1, jest cialem wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba
pilerwsza.



Teoria podzielnosci w pierscieniach catkowitych

Niech P bedzie pierscieniem catkowitym. Dla a,b € P mowimy, ze a dzieli b jesli istnieje
c € P takie, ze b = ca. Piszemy wtedy a | b.

Elementy a,b € P sa stowarzyszone, jeslia | bib | a. Piszemy wtedy a ~ b. Warunek ten
jest rownowazny temu, ze istnieje element odwracalny u € P taki, ze b = ua. W szczegdl-
nosci warunek a ~ 1 oznacza, ze a jest elementem odwracalnym. Relacja stowarzyszenia
jest relacja rownowaznosci w pierécieniu P.

Przyklad 3.

1. Jedynymi elementami odwracalnymi w pierscieniu Z sa: —1 i 1. Zatem liczby a,b € Z
sa stowarzyszone, gdy a = +b, czyli |a| = |b|.

2. Liczby —1, 1, —i, ¢ sa elementami odwracalnymi w pierscieniu Z[i]. Sa to jedyne ele-
menty odwracalne. Aby sie o tym przekona¢, zauwazmy, ze jesli z = a + bi, gdzie a,b € Z
jest elementem odwracalnym w pierscieniu Z[i], to zw = 1 dla pewnego w € Z[i]. Zatem

1 =|ew]® = 2w,
przy czym |z|? i |w|? sa liczbami naturalnymi. Stad |z|? = a® + b* = 1. Ale a® i b? sa
liczbami naturalnymi, wiec a® =11 b* =0 lub a®> = 01 > = 1. W pierwszym przypadku
z = =+1, zas w drugim 2z = 4.
Zatem dla z € Z[i] elementami pierscienia Z[i] stowarzyszonymi z z sa iz, —z, —iz. Te
cztery punkty plaszczyzny zespolonej sa wierzchotkami kwadratu osrodku 0.

Dla liczby catkowitej n nastepujace warunki sa rownowazne:
e n jest liczba pierwsza, czyli jedynymi dzielnikami n sg £1 i +n,
e jesli n dzieli iloczyn ab, gdzie a,b € Z, to n dzieli a lub n dzieli b.
Moéwimy, ze niezerowy element a € P jest pterwszy, jesli a nie jest odwracalny oraz
jezeli
N albc= (alblubalc).
b,ceP
Oznacza to, ze jezeli a dzieli iloczyn dwoch elementéw, to a dzieli ktorys z czynnikow.
Warunek ten mozna przenies¢ na wieksza liczbe czynnikow.
Moéwimy, ze niezerowy element a € P jest nierozktadalny, jesli a nie jest odwracalny
oraz
/\ a=bc= (b~1lubec~1).
b,ceP
Warunek ten jest rownowazny temu, ze
/\ bla= (b~ 11lub b~ a),
beP
a wiec nierozktadalnos$é elementu a mozna interpretowaé¢ w ten sposob, ze a nie ma dziel-
nikéw wtasciwych, czyli niestowarzyszonych ani z 1, ani z a.

Twierdzenie 4. Kazdy element pierwszy jest nierozktadalny.

W pierscieniu Z dla liczby m € Z r6znej od 0 i &1 nastepujace warunki sg rownowazne:
m jest liczba pierwsza < m jest nierozktadalny < m jest pierwszy.

W pewnych pierécieniach istnieja jednak elementy nierozktadalne, ktore nie sa pierwsze.



Idealy gtéwne
Niech P bedzie pierécieniem przemiennym. Dla ay, as, ..., a, € P zbior

(a1, a9, ...,a,) = {a121 + agxe + ... + anx, : 1, T2, ..., T, € P}

jest idealem. Nazywamy go ideatem generowanym przez elementy ag,as, ..., a,. W naj-
prostszym przypadku otrzymujemy ideal generowany przez pojedynczy element a € P:

(a)={ax:z e P}={be P:a|b}

Nazywamy go ideatem glownym generowanym przez a. Mowimy, ze P jest pierscieniem
ideatow gltownych, gdy P kazdy ideal w P jest idealem glownym.

Przyklad 4.

1. Pierdcien Z jest pierscieniem ideatow gtéwnych.

2. Pierscien Z[z] wielomianéw o wspotezynnikach catkowitych nie jest pierscieniem idealow
gtownych. Rzeczywiscie, rozwazmy idealt

I=(2,z) ={29(x) +zh(x) : g, h € Z[z]}.

Zauwazmy, ze wielomiany nalezace do I maja parzyste wyrazy wolne. Gdyby I byl ideatem
gléwnym, to istnialtby wielomian f € Z[z] taki, ze

I'=(f) ={f(@)w(z) : w € Z[x]}.
Poniewaz 2 € I, wiec 2 = f(xz)w(x), co pokazuje, ze f jest wielomianem statym, czyli
f(x) =ag € Z. Ale x € I, wiec x = f(z)w(x) dla pewnego wielomianu w € Z[x]. Stad
1= f(D)w(l) = apw(l), zatem f(x) = ag = £1. Jest to sprzeczne z zalozeniem, ze f € I,
gdyz wielomiany nalezace do I maja parzyste wyrazy wolne.

Dla I = (a) warunek ¢ € I jest rébwnowazny temu, ze a | ¢. Zatem warunek z =
y (mod I) oznacza w tym przypadku, ze a | (z — y). Méwimy wtedy, ze = przystaje do y
modulo a.

Uwaga 1. Niech a,b beda elementami pierécienia catkowitego P. Rozwazmy ideaty I =
(a), J = (b) generowane przez te elementy. Wtedy

(1) warunek a | b jest réwnowazny temu, ze J C I,
(2) warunek a ~ b jest réwnowazny temu, ze J = I.

Twierdzenie 5. Niezerowy element a pierscienia catkowitego P jest pierwszy wtedy 1
tylko wtedy, gdy I = (a) jest ideatem pierwszym.

Dowdd. Zaldzmy, ze a jest elementem pierwszym. Jezeli bc € I, to al|bc i z zalozenia

wynika, ze alb, czyli b € I lub alc, czyli ¢ € I. Zatem I jest idealem pierwszym.
Zat6zmy teraz, ze I = (a) jest idealem pierwszym. Jezeli albc, to be € I i z zatozenia
wynika, ze b € I, czyli alblub ¢ € I, czyli a|c. Pokazuje to, ze a jest elementem pierwszym.
O

Powyzsze twierdzenie w potaczeniu z wnioskiem 1 daje nam nast¢pujacy wniosek.

Whniosek 4. Niech a bedzie niezerowym elementem pierscienia catkowitego P. Pierscien
ilorazowy P/I, gdzie I = (a) jest pierscieniem calkowitym wtedy i tylko wtedy, gdy a jest
elementem pierwszym.



Twierdzenie 6. Niech P bedzie pierScieniem catkowitym ideatow glownych. Element a €
P jest nierozkladalny wtedy 1 tylko wtedy, gdy I = (a) jest ideatem maksymalnym.

Dowod. Zatézmy, ze a € P jest elementem nierozktadalnym i J jest ideatem w P takim,
ze I = (a) C J. Poniewaz P jest pierScieniem ideatéw gtéwnych, wiec J = (b) dla pewnego
b€ P. Mamy a € J = (b), zatem b | a i poniewaz a jest elementem nierozkladalnym,
wiec b ~ 1 lub b ~ a. W pierwszym przypadku 1 = b1b € J, czyli J = P, za$ w drugim
J = 1. Stad I jest ideatem maksymalnym.

Na odwroét, jesli I jest ideatem maksymalnym i b | a, to I C J = (b), a zatem J = P
lub J = I. W pierwszym przypadku 1 € J, czyli b | 1, wiec b ~ 1, za$§ w drugim a | b,
wiec a ~ b. 0

7 twierdzen 6 i 2 wynika nastepujacy wniosek.

Whniosek 5. Niech P bedzie pierscieniem catkowitym ideatéow glownych 1 a € P. Pier-
Scien ilorazowy P/I, gdzie I = (a) jest cialem wtedy i tylko wtedy, gdy a jest elementem
nierozktadalnym.

Whiosek ten uogdlnia fakt znany dla pierscienia liczb catkowitych, w ktérym n € N\
{1} jest liczba pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy pierscien ilorazowy Z/(n), ktory jest
izomorficzny z Z,, jest ciatem.

7 twierdzenia 4 wiemy, ze w dowolnym pierscieniu catkowitym kazdy element pierwszy
jest nierozkltadalny. Jesli P jest pierscieniem ideatéw gtownych, to korzystajac z twierdze-
nia 6, wniosku 2 i wniosku 4 otrzymujemy zaleznos¢ odwrotna.

Whniosek 6. Niech P bedzie pierScieniem catkowitym ideatow glownych. Element a € P
jest pierwszy wtedy 1 tylko wtedy, gdy a jest nierozktadalny.

Pierscienie Gaussa

RYSUNEK 1. Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

Gauss juz jako mate dziecko wykazywal nieprzecietne zdolno$ci matematyczne — w wie-
ku 3 lat umiat dodawac i wytknatl ojcu btad podczas naliczania dniéwki dla pomocnikéw
przy pracy ogrodniczej. Jak sam zartobliwie twierdzit, nauczyt sie rachowaé, zanim jeszcze



zaczal mowic. W 1784 roku Gauss zostal postany do szkoty. Po dwéch latach rozpoczat
nauke arytmetyki i objawil swoj nieprzecietny talent, rozwigzujac z miejsca zadanie, jakie
nauczyciel podat w klasie. Zadanie polegato na dodaniu do siebie liczb od 1 do 100. Gauss
jako pierwszy oddatl tabliczke, na ktoérej nie byto zadnych obliczen a jedynie prawidtowe
rozwigzanie koncowe, a nastepnie wyttumaczyt nauczycielowi, w jaki sposéb doszedt do
wyniku. Na uniwersytecie w Getyndze Gauss studiowal matematyke, astronomie, fizyke,
filologie i historie. Poczatkowo wahat sie, czy zajmowaé sie gléwnie jezykami starozyt-
nymi, czy matematyka — w koncu zdecydowal sie na druga opcje. Po studiach zostat
profesorem astronomii i dyrektorem obserwatorium astronomicznego na uniwersytecie w
Getyndze. Przystuzyt sie dla teorii liczb, geometrii, algebry, analizy, probabilistyki, me-
tod numerycznych, statystyki i fizyki matematycznej; jest uwazany za jednego z pionieréw
geometrii nieeuklidesowej. Krotko po $mierci pobrano mézg Gaussa i prowadzono nad nim
badania naukowe majace stwierdzi¢, czy geniusz naukowy Gaussa ma odzwuerciedlenie w
budowie mozgu. W 2013 roku odkryto, ze jeszcze w XIX w. doszto do pomytki — mozg
przechowywany jako Gaussa okazal sie mozgiem innego cztowieka.

Moéwimy, ze pierscien caltkowity P jest pierScieniem Gaussa, jesli kazdy element
niezerowy i nieodwracalny a € P mozna przedstawi¢ w postaci

a = ai1as...ay,

gdzie ay,as, ...,a, € P sa elementami nierozktadalnymi, przy czym rozktad ten jest jed-
noznaczny w tym sensie, ze z rownosci

aias...Qy = blbg...bm,

gdzie ay,as, ..., ap, by, ba, ..., by, € P sa elementami nierozktadalnymi wynika, ze n = m i
istnieje permutacja o zbioru {1,2,...,n} taka, ze a; ~ by dlai =1,2,...,n.

Twierdzenie 7. Pierscien catkowity P jest pierscieniem Gaussa wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy element nierozkladalny w P jest elementem pierwszym.

Standardowym przyktadem pierscienia Gaussa jest pierécien liczb catkowitych Z.

Oznaczenie: dla elementéw ay, as, ..., a, pierscienia P iloczyn ajas...a, zapisujemy tez
jako [T, a;.

W pierscieniu Gaussa kazdy niezerowy i nieodwracalny a € P mozna zapisaé¢ jako
a = I, ¢, gdzie ¢y, o, ..., c, € P sa elementami nierozkladalnymi. Czynniki w rozkta-
dzie moga si¢ powtarza¢ w tym sensie, ze moga by¢ ze soba stowarzyszone. Laczac sto-
warzyszone czynniki otrzymujemy rozklad a = w [, a*, gdzie p1,...,p, € N, u ~ 1, za$
ai, as, ...,a, € P sa elementami nierozktadalnymi wzajemnie niestowarzyszonymi, czyli
takimi, ze a; ¢ a; dla @ # j. Inny element b € P moze w rozktadzie mie¢ inne czynni-
ki nierozktadalne, ale dostawiajac ewentualnie w rozktadach a i b brakujace czynniki w
potedze 0 mozemy zapisacé

2 a=ulla?, b=v]]a¥,
2 [ld [1a

gdzieuw ~ 1, v~ 1, p1, e, Pn, @1y - G € NU{0}.



Twierdzenie 8. Niech a,b bedg elementami pierScienia Gaussa, ktérych rozkiady na
czynniki pierwsze majq postaé (2). Wtedy warunek a | b jest rownowazny temu, ze p; < g;
dla kazdego i =1,...,n.



