PIERSCIENIE I CIALA
Wyklad 5

Kwaterniony

Konstrukcja kwaternionéw jest analogiczna do konstrukeji liczb zespolonych. Kwater-
niony definiujemy jako uporzadkowane czwoérki liczb rzeczywistych (po, p1, pe2, ps). Zbiér
wszystkich takich czwérek oznaczamy przez H. Czworke postaci (a,0,0,0) utozsamiamy
z liczba a. Oznaczajac i = (0,1,0,0), j = (0,0,1,0), k = (0,0,0,1) otrzymujemy zapis

(Po,P1,p2,P3) = po +pri+paj+psk.

Dodawanie kwaternionéw p = pg+p1i+p2j+p3k, ¢ = qo+ @11+ ¢2j + q3 k definiujemy
wzorem

p+qg=po+q+ P+ q)i+ (p2+q)j+ (ps+ @)k
Mnozenie jednostek i, j, k definiujemy wzorami

2=i2=k2=-1, ij=—ji=k, jk=-kj=i, ki=—ik=j.

Do zobrazowania tych wzoréw stosujemy nastepujacy diagram.

RYSUNEK 1. Mnozenie kwaternionéw

Stosujac te wzory i zwykte reguly dziatan mozemy wykonywaé¢ mnozenie dowolnych
kwaternionow:

pqg= (po+pii+pj+psk)(@o+ai+aeit+aeak) =

(1) = pogo — (P1q1 + P2ga + p3gs) + po(@ii + @2j + gsk) + qo(p1i + p2j + psk)+
+ (p2q3 — p3q2)i+ (P31 — p1g3)j + (P1g2 — P21 )k
Przyklad 1.

(1+i)2+k)=2+k+i-2+ik=2+k+2i+(—j)=2+2i—j+k
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Zbioér H z tak zdefiniowanymi dzialaniami jest pierscieniem. Zerem tego pierscienia jest
liczba 0, za$ jedynka liczba 1. Pierscien H nie jest przemienny, gdyz np.

ik = —j # j = ki.

Utozsamiajac kwaterniony postaci a + bi z liczbami zespolonymi a + bi uwazamy C za
podpierscien pierscienia H. W szczegdlnosci R uwazamy za podpierscien pierscienia H.
Ogolnie mnozenie kwaternionéw nie jest przemienne, ale w przypadku, gdy s € R, dla
dowolnego kwaternionu ¢ = qo + ¢1 1+ ¢2 j + ¢3 k mamy przemienno$¢ mnozenia

5q = sqo + sq1 i+ sq2j + sqz k = gs.

Wzér (1) mozna zapisaé w prostszej postaci uzywajac iloczynu skalarnego i iloczynu
wektorowego. W tym celu w kwaternionie ¢ = qo + ¢11 + ¢2j + g3 k wyrdézniamy czesé
rzeczywista Rq = qo 1 cze$¢ wektorowa Vg = q11+ ¢2j + g3k, ktérg utozsamiamy z
wektorem (q1, g2, q3) € R®. Zatem ¢ = Rq + Vq.

Wzér (1) mozemy teraz zapisaé jako

(2) pq = RpRq—Vp-Vqg+ RpVqg+ RqVp+Vp x Vyq,
gdzie

Vp-Va=piqi + p2g2 + p3qs
jest euklidesowym iloczynem skalarnym wektorow Vp, Vq, zas

i, J, k
Vp x Vq=det |p1, p2, p3
d1, 42, Q3

jest iloczynem wektorowym tych wektorow.

Przyktad 2. Niech p = 3+i—-2j+k, ¢=2—1i+2j+ 3k Wtedy Vp = (1,-2,1),
V(] = (_17 2, 3)7 WIQC Vp : Vq = —2 oraz

i J k
VpxVg=det| 1, =2, 1| =
1, 2, 3
. -2, 1 . 1, 1 1, =2
:1det[ 9 3] — jdet l_L 3] + kdet l_lv 2] =
= —8i — 4j.

Stad
pg=6—(=2)+3(—-i+2j+3k)+2(i—2j+k)+ (-8 —4j) =8—-9i—2j + 11k.
Zatézmy, ze Rp =0 = Rq, czyli p=Vp, ¢ = Vq. Wtedy wzér (2) przyjmuje postaé

(3) pg=-Vp-Vqg+VpxVqg=—-p-q+pxq.

Poniewaz dla dowolnych wektoréw v, w € R®* mamy

(4) vew=w-v, UXW=—w XU,

wiec ze wzoru (2) wynika, ze jesli Rp = 0 = Rg, to

(5) Pg—qp=-p q+pxXq+q-p—qgxp=2pxgq



oraz

(6) Pg+ap=-p-q+pxq—q-p+qgxp=-2p-q.

Analogicznie jak dla liczb zespolonych kwaternion sprzezony do ¢ = qo+¢1i+q2j+¢s k
definiujemy wzorem

¢ =q-—qi—qj— gk,
co mozna tez zapisa¢ jako
¢ =Rq—Vq
Mamy
P+q) =Rp+q-Vp+a=Rp+Rg-Vp-Vqg=p"+¢

i analogiczny wzor zachodzi dla wigkszej liczby sktadnikéw. Korzystajac z tego wzoru,
wzoru (2) oraz wlasnosci iloczynu skalarnego i iloczynu wektorowego dostajemy

(pq)" = (RpRq —Vp-Vq+ RpVq+ RqVp+ Vp x Vq)* =
=RpRq—Vp-Vq—RpVq—RqVp—-VpxVqg=
= RpRq — (=Vp) - (=Vq) + Bp(—=Vq) + Rq(=Vp) + (=V¢q) x (=Vp).
Poréwnujac ostatnie wyrazenie ze wzorem (2) widzimy, ze
(pg)" = (Rg —Vq)(Rp—Vp) = q¢"p".

Inny model pierécienia kwaternionéw otrzymujemy uzywajac macierzy postaci

Z, W
—w, Z|’

gdzie z,w € C. Oznaczmy zbior wszystkich takich macierzy przez S. Wzoér
Qo+ qit, g2+ qsi zZ, w
F = . S| = = )
(@ [—(h +qst, qo — qw] [_wa Z]
gdzie q =q+qi+qj+ g3k, 2 = qo + q11, w = ¢ + q3t, definiuje izomorfizm pierscienia
H na pierécien macierzy S. Wynika to z faktu, ze

F(q) = @U + gl + ¢2J + ¢sK,

gdzie
1

, 0 14, O 10, 1 10, 1

o-n=y ) el O o= ] w- i)

maja wtlasnosci analogiczne do jednostek i, j, k, czyli
P=J"=K’=-U, IJ=-JI=K, JK=-KJ=1I, KI=-IK=1J.
Zauwazmy ponadto, ze
det F(q) = (qo+q11) (g0 — q1i) + (02 +as0) (g2 — g37) = |qo+q1i]* + |2+ gsi]” = @6+ ¢ + a5+ 3
i modutem kwaternionu ¢ nazywamy liczbe
gl = \Jdet F(q) = /@ + ¢} + @3 + &3

Poniewaz |Vq|> = ¢ + ¢3 + ¢, wiec wzér ten mozna tez krétko zapisaé jako
gl = /(Rq)* + |Vl
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Dla dowolnych p,q € H mamy
Ipq| = \/det F(pq) = \/det(F(p)F(Q)) - \/det F(p)det F(q) =
= \/det F(p)y/det F(q) = [p||q.

Oznaczajac z = qo + qii, w = ¢z + g3t mamy |q|* = |z|> + |w|? oraz

Qo+ q1%, G2+ g3t zZ, w
Flq) = . =Y
(@ l—(h +qst, qo — Q1’l] [_wu Z]

N — q11, —Qo — Q31 zZ, —w
F<q>:[% q1 q2 %]:[ ]’

G2 — q3t, Qo+ qit w, z
wiec
Flag") = F(q)F(q") = 2Z+ww, —zwtwz| |22+ wf? 0 B
W)=5DNC) = | _pzrzw, wo+2z | 0, |22 + |w)|?

=% ] = )

Stad qq¢* = |q|* i podobnie ¢*q = |g|*. Zatem jesli q # 0, to

| —¢ ) =—¢)a=1,
|q|? |q)?

cO oznacza, ze ﬁq* jest elementem odwrotnym do ¢q. Zatem kazdy niezerowy kwaternion

¢ ma element odwrotny w pierscieniu H, co w szczegdlnosci pokazuje, ze w H nie ma
niezerowych dzielnikow zera.

Kwaterniony i obroty w przestrzeni tréjwymiarowej

Dzigki liczbom zespolonym mozemy w zwiezty sposob zapisa¢ wzor na obrot na ptasz-
czyznie. Dla punktu z € C jego obraz przy obrocie wokét punktu 0 o kat o > 0 przeciwnie
do ruchu wskazowek zegara wyraza sie wzorem

Onz = €2 = (cosa + isina)z.
Przechodzac do zapisu z = x + 1y, gdzie z,y € R otrzymujemy wzor
Onz = (cosa +isina)(x + iy) = xcosa — ysina + i(zsina + y cos «)
lub w zapisie wektorowym
Onz = (xcosa — ysin o, xsina + y cos a).

Wzér ten obowiazuje przy tradycyjnej orientacji osi uktadu wspotrzednych.
Wzor ten mozemy tez zapisa¢ w postaci macierzowej:

cosa, —sinal| |T
Oz =1
sina, cosa | |y
a wiec takiemu obrotowi odpowiada macierz

O =

cosa, —sina
sina, cosa



RYSUNEK 2. Obroét na ptaszczyznie

Aby jednoznacznie okresli¢ obrot na plaszczyznie wystarczy zadeklarowaé, czy jest on
zgodny, czy przeciwny do ruchu wskazéwek zegara. W przestrzeni tréjwymiarowej kazdy
obrot jest wykonywany wokot pewnej prostej i aby go jednoznacznie okresli¢ nalezy zadacé
zwrot tej prostej i okresli¢, czy patrzac wzdtuz tej prostej zgodnie z jej zwrotem obrot od-
bywa sie zgodnie, czy przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara. Dla uproszczenia bedziemy
rozwazacé jedynie obroty wokét osi przechodzacej przez poczatek uktadu wspétrzednych.

W przeciwienstwie do obrotéw na plaszczyznie nie ma prostego wzoru na obrot w
przestrzeni tréjwymiarowej wokot dowolnej osi przy uzyciu wspoétrzednych kartezjanskich
x,1, z. Proste wzory uzyskujemy jedynie dla obrotow wokot osi uktadu wspotrzednych.

Najpierw nalezy jednak ustali¢ orientacje uktadu wspotrzednych. Standardowo stosuje
sie orientacje zgodna z reguly trzech palcéw. Wyprostowany palec wskazujacy prawej dtoni
pokazuje zwrot osi OX. Zgiety palec srodkowy pokazuje zwrot osi OY . Odwiedziony kciuk
wskazuje wowczas zwrot osi OZ.

Stosujac regute, ze

(1) uktad wspétrzednych jest zgodny z reguta trzech palcow prawej dloni;
(2) o$ obrotu kieruje sie w strone obserwatora,;

(3) kat obrotu « jest dodatni;

(4) obrot jest przeciwny do ruchu wskazéwek zegara

otrzymujemy nastepujace macierze obrotu wokét osi OX, OY i OZ:

1, 0, 0 cosa, 0, sina cosa, —sina, 0
Oz0 =10, cosa, —sina|, Oy, = 0, I, 0 |,0,q=|sina, cosa, 0
0, sina, cosa —sina, 0, cosa 0, 0, 1



RYSUNEK 3. Obroty wokot osi w R?

Dowolny obrét w przestrzeni trojwymiarowej mozna otrzymac jako ztozenie obrotéw
wokoét osi uktadu wspoétrzednych. Przy takim podejsciu moze jednak dojs¢ do sytuacji
zwanej w jezyku angielskim jako ,gimbal lock”.

Przyklad 3. Rozwazmy ztozenie obrotu wokoét osi OZ o kat v z obrotem wokét osi OY
o kat 7 i obrotem wokot osi OX o kat . Takiemu ztozeniu odpowiada iloczyn macierzy:

1, 0, 0 0, 0, 1|]|cosy, —sinvy, O
R=10, cosa, —sina|| 0, 1, Of|siny, cosvy, O0].
0, sina, cosa ||—1, 0, O 0, 0, 1
Mamy
[0, 0, 1| |cosy, —sinvy, 0
R=| sina, cosa, Of|siny, cosvy, O0f=
|—cosa, sina, 0 0, 0, 1
I 0, 0, 1
= | sinacosy+ cosasiny, —sinasiny-+cosacosy, 0| =

—cosacosy +sinasiny, cosasiny+sinacosy, 0

0, 0, 1
= | sin(e+7), cos(a+7) ,0
|—cos(a+7), sin(a+7v) ,0

W wyjsciowym wzorze na R mieliémy dwa niezalezne parametry « i vy, ktore w koncowym
wzorze s3 potaczone. W jezyku technicznym okresla sie to jako utrate jednego ze stopni
swobody. Po angielsku jest to ,gimbal lock”.



RysuNEK 4. Gimbal lock. Po prawej tablica rozdzielcza w statku kosmicz-
nym misji Apollo 11 z lampka ostrzegajaca przed ,gimbal lock”

Kwaterniony umozliwiajg inny sposob zapisu obrotéw w przestrzeni troéjwymiarowe;j.
Zatézmy, ze q jest dowolnym kwaternionem takim, ze |q| = 1. Niech v = (z,y,2) € R®.
Wektor ten utozsamiamy z kwaternionem z i+ yj+ z k. Oznaczamy

L,v = quq”.

Znajdziemy bardziej uzyteczny wzor na Lgv. Niech r = Rq i w = Vq. Zgodnie ze wzorem
(5) mamy wv —vw = 2w X v. Ponadto ze wzoru (3) wynika, ze wv = —w - v + w X v, za$
ze wzoru (6) wynika, ze wv = —vw — 2w - v. Korzystajac z tych wzoréw otrzymujemy
Ly = (r+w)u(r —w) =rvr — row + wor — wow =
= 7?0+ r(wv — vw) — wow =
=120+ 2r(w X v) — (—vw — 2w - V)w =

= r?v + 2r(w X v) + vww + 2(w - V)w.
Ale wzér (6) daje réownosé ww = —w - w = —|w|?, a wigc ostatecznie dostajemy
(7) Lo =7r*v+2r(w xv) — [w]*v+ 2w - v)w = (r* — |w]*)v + 2r(w x v) + 2(w - v)w.

Zauwazmy, ze trzy wektory, ktére sa sktadnikami sumy po prawej stronie maja czesci
rzeczywiste rowne 0, co pokazuje, ze funkcja L, przeksztalca zbiér kwaternionéw o czedci
rzeczywistej 0 w siebie. Mozemy wiec traktowa¢ L, jako przeksztalcenie przestrzeni R3.
Jest to przeksztatcenie liniowe, gdyz

L,(sv 4+ tw) = q(sv + tw)q" = (gsv + qtw)q" =
= qsvq” + qtwq” = squq” + tquq® = sLyv + tL,w

dla dowolnych liczb s,¢ € R i dowolnych kwaternionéw v, w o czesci rzeczywistej rowne;j 0.



Twierdzenie 1. Niech q € H, |q| = 1. Istnieje kqt 6 € [0, 27] taki, Ze
0 6
(8) cos 5 = Rq, sin 5= V4|

i przeksztatcenie Ly jest obrotem przestrzeni R? 0 kgt 0 wokdt osi wyznaczonej przez wektor
Vyq.
Dowdd. Poniewaz
(Ra)* +|Vql* = lq* = 1,
wigc istnieje kat 6 € [0, 27] spelniajacy warunki (8). Wykazemy teraz, ze L, zostawia na

miejscu punkty na prostej wyznaczonej przez wektor Vq. Taki punkt ma postac¢ w = tVy,
gdzie t € R. Poniewaz |q| = 1, wiec ¢~! = ¢* i w konsekwencji ¢g¢* = 1. Stad

Lyw = q(tw)q” = tq(q — Rq)q" = t(qqq” — q(Rq)q") =
= t(qg — (Rq)qq") = t(q — Rq) = tVq = w.
Wystarczy jeszcze wykazaé, ze jedli v € R? jest wektorem prostopadtym do w = Vg, to

L,v jest réwniez prostopadty do w i kat miedzy v i Lyv jest réwny 0. Zatem w - v = 0.

Przyjmujac u = ﬁw otrzymujemy wektor taki, ze |u| =11

w = |w|u = usin <.
2

Stad
6 .0
(9) q:Rq+Vq:cos§+us1n§.
Oznaczamy r = Rq. Wtedy r = cos g. Ponadto |w| = |u] ’sing‘ = ’sing‘ i korzystajac z

(7) dostajemy
L= (r2 — ]w[z)v +2r(w X v) + 2(w - v)w =

= COS2Q—Sin2Q v—|—2cosg singuxv =
N 2 2 2 2 N

0
= (cosf)v + 2 cos B sin i(u X V) =
= (cosf)v + sinf(u x v).
Wektor v; = u X v jest prostopadty do u i v, wiec v i v; tworza baze ortogonalng w

plaszczyznie prostopadlej do wektora uw. W bazie tej L,v ma wspoélrzedne cosé, sinf, a
wiec kat miedzy L,v i v jest rowny 6. 0

W dowodzie wyprowadzilismy wzér na L,v dla wektora v prostopadtego do w = Vg =
u sin g. Dla dowolnego wektora v € R* mamy

6

w~v=sm§(u-v),



wiec

cosO)v + sinf(u x v) + 2(w - v)w =

Ly = (r* — |w|*)v + 2r(w x v) + 2(w - v)w =
=
10
(10 B

cos 0)v + sin O(u x v) + 2sin? Z(u cv)u =
= (cos@)v + sinf(u x v) + (1 — cos ) (u - v)u.

Przyktad 4. Rozwazmy obrét wokot osi wyznaczonej przez wektor w = (1,1,1) = i+j+k
o kgt 0 = 2. Mamy |w| = V3, wiec u = %(1 +j + k) i w konsekwencji
0 ) T o7 1 1. 1. 1
q:cos§+usm§ :cos§+u31n§ = §+§1+§J+§k.
Sprawdzimy, jakie sg obrazy wektorow jednostkowych na osiach: i, j, k przy tym obrocie.
Korzystajac ze wzoru (10) otrzymujemy

1 3 3
(11) qu:—fvjti(uxv)—i—f(u-v)u.
2 2 2
Dlav=1i,u= %(iqu—l—k) mamy
g k]
uxv=det |7 =, | =-—=(—k)
V3 V31 V3
L0 o V3

_ 1
oraz u-v = z. Stad

Lji= —;i+;(j —k) +;(i+j+k) =]
Podobnie Lyj = k oraz Lk = i.
Poniewaz L, jest przeksztalceniem liniowym, wiec dla dowolnego v = zi+yj+ 2k, gdzie
x,1y, 2z € R otrzymujemy

Ly =xLji+yLyj+ zLsk = zi+ xj + yk.

Zauwazmy, ze we wzorze (10) wystepuje kat obrotu 6 i wektor u wyznaczajacy o$
obrotu taki, ze |u| = 1, a wiec wektor, ktérego koniec lezy na sferze o §rodku w punkcie
0 i promieniu 1. Taki wektor jest jednoznacznie okreslony przez wspotrzedne sferyczne,
czyli dwa katy bedace odpowiednikami szerokosci i dtugosci geograficznej. Zatem obrot
zapisany przy uzyciu kwaternionéw jest jednoznacznie okreslony przez trzy katy, ale w
odroznieniu od sposobu zapisu obrotu jako ztozenia obrotéw wokot osi wspotrzednych nie
wystepuje tutaj ,gimbal lock”.



