PIERSCIENIE I CIAEA
Wyktad 4

Pierscienie
Przypomnijmy podstawowe definicje dotyczace pierscieni.

Definicja 1. Pierscieniem nazywamy zbior P z okreslonymi w nim dwoma dziataniami
+, - spetniajacymi warunki:

(1) A (x4y)+z=2+ (y+ 2) (facznos¢ dodawania)
z,y,zeP
(2) A z+y=y+x (przemiennoé¢ dodawania)
z,yeP
(3) V A e+ x = x (istnienie elementu neutralnego dodawania)
ecP xecP
(4) AN V x+y = e (istnienie elementu przeciwnego)
zeP yeP
B5) A (z-y)-z==x-(y-2z) (lacznosé mnozenia)
x,y,2€P
6) A (r+y)-z=x-2+y-z (rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania)
x,y,2€P
(7) AN z-(r+y) =2z -2+ z-y (rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania).
z,y,2€P

Element neutralny dodawania e z warunku (3) nazywamy zerem pierscienia P i oznacza-
my przez 0. Element y z warunku (4) nazywamy elementem przeciwnym do z i oznaczmy
przez —x. Aby uniknaé¢ nieporozumien co do dziatan czesto pierécien zapisuje sie jako
trojke (P, +, ) zlozona ze zbioru i rozwazanych dziatan.

Warunki od (1)—(4) oznaczaja ze (P, +) jest grupa przemienna.

Mowimy, ze pierscien P jest przemienny, jesli mnozenie - jest przemienne, czyli

/\ TYy=1y-x.
z,yeP

Jezeli istnieje element neutralny mnozenia -, to nazywamy go jedynka pierécienia P i
oznaczamy przez 1. Zwykle dla uproszczenia zapiséw pomijamy znak mnozenia - i zamiast
T -y piszemy xy.

Przyktady
1. Zbior liczb catkowitych Z ze zwyklym dodawaniem i mnozeniem jest pierscieniem prze-
miennym.
2. Niech Z' oznacza zbior liczb catkowitych Z ze zwyklym dodawaniem, ale z mnozeniem
okreslonym wzorem

axb=—ab

dla a,b € Z. Jest to pierécien przemienny z jedynka, ale jego jedynka jest liczba —1.

3. Zbiér Z[x] wszystkich wielomiandéw o wspélezynnikach catkowitych ze zwyktymi dzia-
taniami jest pierscieniem przemiennym. Podobnie pierscieniami przemiennymi sa:

Q[z] — zbiér wszystkich wielomianéw o wspdtezynnikach wymiernych,

R[x] — zbi6r wszystkich wielomianéw o wspoétezynnikach rzeczywistych,

C[x] — zbiér wszystkich wielomianéw o wspétezynnikach zespolonych.



3. Dla zbioru niepustego X niech M (X) oznacza zbiér wszystkich funkcji f : X — R.
zbiér M (X) ze zwyktymi dziataniami:

(f +9)(x) = f(x) +9(z), (fg)(x) = fz)g(z)

jest pierscieniem przemiennym. Jego elementem zerowym jest funkcja stale réwna 0, zas
jedynka jest funkcja stale réwna 1.
4. Niech d € Z, d # 0. Jedli d > 0, to przez v/d rozumiemy dodatni pierwiastek z d, a jesli

d < 0, to przez v/d rozumiemy liczbe zespolong iy/|d|. W obu przypadkach (\/6_1)2 =d.

W drugim przypadku wynika to ze wzoru
2
(7; ydy) — _ld=d

ZWVd = {a+bVd:a,be L}

Rozpatrujac ten zbiér ze zwyklym dodawaniem i mnozeniem otrzymujemy pierscien prze-
mienny. Poniewaz dzialania w tym zbiorze sg zwykltymi dziataniami na liczbach zespolo-
nych, wigc oczywiscie spetniaja one warunki z definicji pierécienia przemiennego. Nalezy
jednak sprawdzi¢, ze sa to dzialania wewnetrzne. Bierzemy w tym celu dwa dowolne ele-
menty: v = a + bV/d, v = ay + biVd, gdzie a,b, a1, b; € Z. Mamy

Oznaczamy

u+v=a+bVd+a, +bVd=a+a;+ (b+b)Vd

i poniewaz a + a; € Z oraz b+ by € Z, wiec u + v € Z[\/d]. Ponadto

uv = (CL + b\/g) (CLl + bl\/a) = aay + ab1\/8+ alb\/a+ bbl (\/8)2 =
= aay + bbyd + (aby + a1b)Vd

i poniewaz aa; + bbid € Z oraz aby + a1b € Z, wiec uv € Z[\/c_l]
5. Niech n € N, n > 1. Dla a € Z przez r,(a) oznaczamy (nieujemna) reszte z dzielenia a
przez n. Zbiér Z, = {0,1,...,n — 1} z dziataniami modulo n:

T@py=ro(r+y), xO,y=r,(zy)

dla z,y € Z, jest pierécieniem przemiennym. Elementem przeciwnym do 0 jest 0. Dla
x € Ly, elementem przeciwnym do x w Z, jest n —x, gdyzn —z € Z, i

r®, (n—x)=r(r+ (n—12)) =r,(n) =0.

6. Niech n € N, n > 1. Zbiér M,(C) wszystkich macierzy kwadratowych stopnia n
o wyrazach zespolonych ze zwyklymi dziataniami dodawania i mnozenia macierzy jest
pierécieniem. Pierécien ten nie jest przemienny, gdyz np.

0, 1]fo, o] o, 1 0, 0]fo, 1] Jo, 0
0, 0/lo, 1| ~ o, o[’ o, 1|]o, o] o, o]

2



Elementem zerowym M, (C) jest macierz samych zer, a jedynka jest macierz jednostkowa

1, 0, ... 0, 0
01, ... 0, 0
Ly=1|: + -
0,0, ... 1, 0
0, 0, ... 0, 1

Element z pierscienia P jest dzielnikiem zera, jesli istnieje y € P, y # 0 taki, ze
xy = 0 lub yx = 0. Oczywiscie 0 jest dzielnikiem zera.

Przyktady
1. Liczba 2 jest dzielnikiem zera w pierécieniu Z,. Rzeczywiscie

2042 =r44) =0.
Ogolnie jesli n € N nie jest liczba pierwsza, to n = ki, gdzie 1 < k,l < n, a wiec
k©pl=r,(n)=0.

Zatem k, [ sa dzielnikami zera w Z,.

2. Funkcja
(z) 0, dlazxz<0,
xTr) =
I 1, dlaz>0

jest dzielnikiem zera w pierscieniu M (R) wszystkich funkcji f : R — R. Rzeczywiscie, dla

hz) = {1, dla z < 0,

0, dlaz>0

mamy (gh)(z) = g(z)h(z) = 0 dla kazdego = € R.

Ogolnie, jesli funkcja g zeruje sie na pewnym niepustym podzbiorze A C R, to g jest
dzielnikiem zera w M (R).
3. W piersécieniu macierzy Ms(C) mamy

0, 0]fo, 1] fo, 0
0, 1|0, o]~ |o, o’
0, 0 0, 1
0, 1| |0, 0

Dla elementéw, ktére nie sg dzielnikami zera mamy nastepujacag regute skracania.

wiec macierze

sg dzielnikami zera.

Twierdzenie 1. Jezeli x € P nie jest dzielnikiem zera i ar = bx lub xa = b dla pewnych
a,be P, toa=0.

Dowdd. Jezeli ax = bz, to (a — b)x = 0 i poniewaz x nie jest dzielnikiem zera, wiec
a—b=0, czylia=0. 0



Definicja 2. Méwimy, ze P jest pierScieniem catkowitym (albo dziedzina calkowi-
tosci), jesli P jest pierscieniem przemiennym z 1 # 0 i P nie ma niezerowych dzielnikow
zera. Warunek 1 # 0 oznacza po prostu, ze P # {0}.

Definicja 3. Pierscien P nazywamy ctatem, jesli P jest pierScieniem przemiennym z
1 # 0, w ktérym kazdy element z # 0 jest odwracalny, czyli
/\ \/ ry = 1.
zeP\{0} yEP

Element y nazywamy elementem odwrotnym do z i oznaczmy przez z 1.

Jedli P jest ciatem, to nie tylko (P,+) jest grupa przemienna, ale réwniez (P \ {0}, )
jest grupa przemienna.

Twierdzenie 2. Jezeli element x pierscienia P jest odwracalny, to x nie jest dzielnikiem
zera.

Dowdd. Zatézmy, ze zy = 0 dla pewnego y € P. Wtedy

y= (@ '2)y=a"ay) =27'0=0
i podobnie jesli yxr =0, to y = 0. 0J
Whiosek 1. Kazde ciato P jest pierscieniem catkowitym.

Przyktad 1.

1. Pierécien Z ze zwykltym dodawaniem i mnozeniem jest pierscieniem catkowitym. Pier-
Scienie liczb wymiernych Q, liczb rzeczywistych R i liczb zespolonych C ze zwyklymi
dzialaniami sa ciatami.

2. Pieréciei Z[/d] jest piericieniem catkowitym, za$

QVd) ={a+bVd:abeQ}

ze zwyktym dodawaniem i mnozeniem jest ciatem.
3. Niech n € N, n > 1. Dla pierscienia Z,, nastepujace warunki sa rownowazne:

Z, jest cialem < Z,, jest pierscieniem catkowitym < n jest liczbg pierwsza.

Podpierscienie i ideaty
Niepusty podzbioér A pierécienia P nazywamy podpierscieniem, jesli

(1) AN a—-0beA

a,be A

(2) A abe A

a,beA
Warunek (1) oznacza, ze (A, +) jest podgrupa grupy (P, +).
Niepusty podzbiér A ciala P nazywamy podciatem, jesli
(1) N a—beA

a,beA

(2) A ableA
a,be A, b£0

Oznacza to, ze A jest podpierécieniem P i A jest ciatem. Wtedy (A\ {0}, ) jest podgrupa

grupy (P\{0},-).
Jesli A jest podciatem ciata P, to méwimy, ze P jest rozszerzeniem ciala A.



Przyklad 2. Ciato R jest rozszerzeniem ciata Q, za$ C jest rozszerzeniem ciata R.

Ciato Q[v/d] jest rozszerzeniem ciata Q. Jedli d > 01 vd € Q, to Q[/d] jest podciatem
ciata R, za$ jedli d < 0, to Q[v/d] jest podciatem ciata C. Np. dla d = —1 mamy vd =1, a
wiec Q[vV/d] = Q[i] jest ciatem liczb zespolonych, ktérych czesé rzeczywista i cze$é urojona
sg liczbami wymiernymi.

Definicja 4. Ideatem piericienia P nazywamy niepusty zbiér I zawarty w P taki, ze

(1) Na—-bel

a,bel
(2) N Naxel, zacl.
a€l zeP
Zbiory {0} i P sa ideatami. Ideal I rézny od {0} i P nazywamy ideatem wtasciwym.

Uwaga 1. Ideat [ pierdcienia z jedynka jest wlasciwy wtedy i tylko wtedy, gdy 1 nie
nalezy do 1.

Dowdéd. Oczywiscie, jesli I = P, to 1 € I. Na odwrét, jesli 1 € I, to dla dowolnego x € P
mamy r =1-z € listad [ = P. 0

Whiosek 2. Jezeli P jest cialem, to jedynymi ideatami w P sq {0} i P.

Dowdéd. Jezeli I # {0} jest ideatem ciata P, to istnieje a € I, a # 0. Zatem 1 = aa™! € I,
a wiec [ = P. 0]

Kazdy ideal jest podpierscieniem, ale nie kazdy podpierécien jest ideatem.

Przyklad 3. Pierscien liczb catkowitych Z jest podpierscieniem ciata R. Nie jest to ideat,
gdyz np. 1 € Z, ale % =1- % ¢ 7. Fakt, ze Z nie jest ideatem ciata R wynika takze z
ostatniego wniosku.

Dla ideatu I pierscienia P definiujemy relacje réwnowaznoséci = wzorem:
(1) r=y (mod ) z—yel,

gdzie z,y € P. Relacje te nazywamy relacja przystawania modulo I. Przez [x] lub
x + I oznaczmy klase abstrakcji elementu x € P wzgledem tej relacji, czyli

z]=x+1={a€ P:a=xz (modI)}.

Relacja = jest zgodna z dzialaniami w pierécieniu P, co oznacza, ze jesli a = b (mod I) i
x =y (mod ), to (a+z)=(b+y) (mod I) i ax = by (mod I). Dzieki temu w zbiorze
P/I wszystkich klas abstrakeji wzgledem relacji = mozemy okresli¢ dziatania wzorami

[a] + [b] = [a + 0], [a][b] = [ab],

gdzie a,b € P. Zbiér P/I z tymi dzialaniami jest pierscieniem. Nazywamy go pierscie-
niem tlorazowym.



Homomorfizmy pierscieni

Niech P, P, beda pierscieniami z jedynkami. Funkcje f : P, — P, nazywamy homo-
morfizmem, jesli

O A, f(fc+y) f(@)+ f(y)
(2) /\ ' Jey) = f(@)f ()
(3) f(l) =1

Jadro homomorfizmu
Kerf={ze P : f(z) =0}
jest ideatem pierscienia P, zas obraz f(P;) jest podpiericieniem pierécienia P,.
Homomorfizm f : P, — P, nazywamy tzomorfizmem jesli f jest réznowartosciowy
i f(P) = P,. Mowimy, ze pierscienie Py, Py sa izomorficzne jesli istnieje izomorfizm
przeksztatcajacy P, na P,. Piszemy wtedy P, = Ps.

Twierdzenie 3. Niech f : P| — P, bedzie homomorfizmem pierscieni. Wtedy pierscienie
f(P) @ P/ Ker f sq izomorficzne.

Przyktad 4. Niech n € N, n > 1. Dla a € Z przez r,(a) oznaczamy nieujemna reszte z
dzielenia a przez n. Dla dowolnych a,b € Z mamy

(@ +0) = ru(ra(a) +1ru(b)) = ru(a) ® ru(b),  1n(ab) = ru(ru(a)ra(b)) = ro(a) © r,(b),

co oznacza, ze funkcja r, : Z — Z, jest homomorfizmem. Ponadto r,(Z) = Z,, a wiec

pierscien Z/ Kerr,, jest izomorficzny z Z,,. Zauwazmy, ze
Kerr,={a€Z:r,(a) =0} ={mn:m e Z}

i ideal ten oznaczamy przez (n). Stad Z,, = Z/(n).

Kwaterniony

William Rowan Hamilton byt irlandzkim matematykiem i fizykiem. Zajmowat si¢ m.in.
problemem, czy mozna skonstruowac rozszerzenie ciata liczb zespolonych, co doprowadzito
go do konstrukeji kwaternionow.

Rysunek 1. Sir William Rowan Hamilton (1805-1865)



Juz jako dziecko Hamilton mial nadzwyczajna pamie¢. Z poczatku wykorzystat to do
nauki martwych badz egzotycznych jezykéw: taciny, greki i hebrajskiego w wieku pigciu
lat, do tego w wieku lat dziewieciu doszty: perski, arabski, sanskryt, chaldejski, syryjski,
hindi, bengalski, malajski itd. Tak przynajmniej twierdzit jego ojciec, ktéry go zreszta
nie wychowywal, od trzeciego roku zycia chtopiec mieszkal bowiem i uczyt sie u swojego
wujka pastora (rodzice zmarli, zanim William dorést).

Hamilton potrafit réwniez wykonywaé¢ w pamieci skomplikowane obliczenia matema-
tyczne. We wrzesniu 1813 r. uczestniczyt w konkursie pamieciowych obliczen, w ktérym
jego przeciwnikiem byt dziewiecioletni Amerykanin Zerah Colburn, reklamowany jako
,<American calculating boy”. Hamilton przegral te zawody i by¢ moze urazone ambicje
spowodowaty, ze zajat si¢ bardziej intensywnie matematyka i fizyka matematyczna.

Konstrukcja kwaternionéw jest analogiczna do konstrukeji liczb zespolonych. Przypo-
mnijmy, ze liczby zespolone to uporzadkowane pary (a, b) liczb rzeczywistych. Pare postaci
(a,0) utozsamiamy z liczba a € R i w ten sposob zbior liczb rzeczywistych R uwazamy
za podzbidér zbioru liczb zespolonych. Oznaczajac ¢ = (0, 1) zapisujemy liczbe zespolona
w postaci a 4+ bi. Dodawanie w zbiorze C definiujemy zgodnie ze wzorem na dodawanie
wektorow:

(a,b) + (a1,b1) = (a+ a1, b+ by).
Mnozenie mozna zdefiniowaé przyjmujac, ze i = —1 i stosujac zwykle reguly dziatan. W
ten sposob

(a + bz)(a1 + bll) = aay + abli + albi + bb1i2 = aa; — bbl + (ab1 + alb)i.

Inny model ciata liczb zespolonych C to model macierzowy. Niech M bedzie zbiorem
wszystkich macierzy postaci
a, b
—b, a

gdzie a,b € R. Funkcja F', ktora liczbie zespolonej a + bi przyporzadkowuje taka macierz
jest wzajemnie jednoznacznym odwzorowaniem zbioru C na M. Jest ona homomorfizmem
ciala C na zbiér M rozpatrywany ze zwyktymi dziataniami na macierzach. Rzeczywiscie
jesli z = a + bi, 21 = ay + byi, to

o a+ ay, b+ by | a, b -CL17 bl- B
F(z 4 21) = [—b—bl, a+a1] = [—b, a] + by, ay = F(z)+ F(%).
Ponadto
o a1 00 10, 1] -1, o] _ [1, 0
FG)” = FAFGE) = [—1, 0] l—1, ol = o, -1/~ lo, 1]
przy czym
1, 0
l:= [0, 1
jest jedynka mnozenia w M. W M mamy wiec wzor F(i)? = —I, analogiczny do wzoru
i? = —1. Stad i ze wzoru
a, b la, O 0, b .
F(z) = [—b, a] = [O, a] + [—b, 0] = aly + bF (i),



wynika, ze
F(zz1) = F(2)F(z).
Zatem M jest cialem izomorficznym z C.
Zauwazmy ponadto, ze

a,

_b7

Analogicznie kwaterniony definiujemy jako uporzadkowane czwoérki liczb rzeczywistych
(a,b, c,d). Zbior wszystkich takich czwoérek oznaczamy przez H. Czwérke postaci (a, 0,0, 0)
utozsamiamy z liczba a. Oznaczajac i = (0,1,0,0), j = (0,0,1,0), k = (0,0,0,1) otrzy-
mujemy zapis

det F'(z) = det l Z] =a’+ b = |z

(a,b,c,d) =a+bi+cj+dk.
Dodawanie w zbiorze H definiujemy wzorem
(a+bi+cj+dk)+(ag+bjitcej+dik)=a+a+(b+b)i+ (c+acr)j+ (d+dy)k.
Mnozenie jednostek i, j, k definiujemy wzorami
iP=j=K>=-1, ij=—ji=k, jk=-kj=i, ki=—-ik=]j.

Do zobrazowania tych wzoréw stosujemy nastepujacy diagram.

RYSUNEK 2. Mnozenie kwaternionow
Stosujac te wzory i zwykte reguly dziatan mozemy wykonywaé¢ mnozenie dowolnych
kwaternionéw, np.
(1+i)2+k)=2+k+i-2+ik=2+k+2i+(—j)=2+2i—j+k

Zbior H z tak zdefiniowanymi dziataniami jest pierscieniem. Zerem tego pierscienia jest
liczba 0, zas jedynka liczba 1. Pierscien H nie jest przemienny, gdyz np.

ik = —j #j = ki.



