PIERSCIENIE I CIALA
Wyklad 3

Leonhard Euler byl jednym z najwybitniejszych matematykéw. Dokonat licznych od-
kry¢ w tak réznych gateziach matematyki jak rachunek rézniczkowy i catkowy oraz teoria
grafow.

RYSUNEK 1. Leonhard Euler (1707-1783)

Euler urodzit si¢ w Bazylei, w Szwajcarii w 1707 r. Majac 13 lat rozpoczat studia na
Uniwersytecie Bazylejskim, a w wieku 16 lat otrzymatl stopien magistra filozofii. Przez
pewien okres mieszkal w Petersburgu, a takze w Berlinie. Trzy lata po przejéciu nie-
mal $miertelnej goraczki, ktéra dotkneta go w roku 1735 Euler prawie catkowicie stracit
wzrok w prawym oku, a katarakta w drugim, dotychczas zdrowym oku doprowadzita go
juz w kilka tygodni po jej odkryciu do niemal caltkowitej Slepoty. Klopoty ze wzrokiem
kompensowal swoja fotograficzna pamiecig i umiejetno$ciami dokonywania obliczen pa-
mieciowych. Byl na przyktad zdolny do powtérzenia bez najmniejszego wahania stowo
w stowo Eneidy Wergiliusza, co wigcej byt w stanie wskaza¢ jakim wersem zaczyna si¢ i
jakim konczy dowolna stronica tej ksigzki.

Funkcja Eulera

Dla liczby naturalnej n > 2 przez ¢(n) oznaczamy liczbe wszystkich liczb & € N takich,
ze 1 <k <nik jest wzglednie pierwsze z n. Dodatkowo przyjmujemy (1) = 1. Funkcja
¢ : N — N nosi nazwe funkcji Fulera.

Mamy

e(1)=0(2) =1, ©B)=p()=0(6) =2, ¢(5)=¢(8) =¢(10) = p(12) =4
i ogélnie p(n) =n — 1, jesli n > 1 jest liczba pierwsza.
Twierdzenie 1. Jezeli liczby m,n € N sqg wzglednie pierwsze, to

(1) p(mn) = p(m)p(n).
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Jesli n = p* jest potega liczby pierwszej p, to
1 _
o) o) = (1-1) =00,

Stad i ze wzoru (1) wynika, ze jesli n = p’flp];?...pfnm jest rozktadem liczby n € N
na czynniki pierwsze, czyli pi,p2,...,pm € N sa parami réznymi liczbami pierwszymi i

by, Ko, o ko € N, to

(3) @(n):n<1_p11> (1_;>...<1_;n>.

Wzory na wartosci funkeji ¢ dla poczatkowych liczb naturalnych sugeruja, ze dla n > 3,
p(n) jest liczba parzysta. Jest to rzeczywiscie prawda.

Twierdzenie 2. Dla n > 3, p(n) jest liczbg parzystq.

Dowdéd. Zatézmy, ze n ma nieparzysty czynnik p w rozktadzie na czynniki pierwsze. Wtedy
n = pfm, gdzie k € N i liczba m jest wzglednie pierwsza z p. Ze wzoréw (1) i (2)
otrzymujemy
p(n) = p(p")p(m) = (p — )p* " p(m),

przy czym p — 1 jest liczba parzysta. Stad ¢(n) jest liczba parzysta.

Zalézmy teraz, ze n nie ma zadnego nieparzystego czynnika w rozktadzie na czynniki
pierwsze, czyli jedynym czynnikiem pierwszym jest 2. Oznacza to, ze n = 2* dla pewnego
k > 1. Korzystajac ze wzoru (2) dostajemy

p(n) = p(2") =2"71,
wiec jest to liczba parzysta. (]
Mamy nastepujaca charakteryzacje liczb wzglednie pierwszych.

Twierdzenie 3. Liczby m,n € Z sq¢ wzglednie pierwsze wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq
x,y € 7 takie, zZe

(4) mx + ny = 1.

Dla danych liczb wzglednie pierwszych m,n € Z rozwiazanie z,y € Z réwnania (4)
mozna znalez¢ korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczania najwiekszego wspolnego
dzielnika liczb m,n (ktory jest réwny 1). Rozwiazan tych jest nieskonczenie wiele i jesli
Zo, Yo jest jednym z nich, to pozostate rozwigzania s dane wzorami

r=2xo+kn, y=uyo—km,
gdzie k € Z.

Funkcja Eulera pojawia sie w naturalny sposob przy rozwazaniu pierwiastkéow z 1.
Przypomnijmy, ze zespolone pierwiastki stopnia n z 1 sg dane wzorem

2kmi 2]{?71' L. 2]{?71'
W =€ =CoS— +18s1m—,
n n

gdzie k=0,1,....,.n — 1.



Pierwiastkiem pierwotnym stopnia n z 1 nazywamy taki pierwiastek w,,, ze kazdy
pierwiastek jest jego potega. Zauwazmy, ze pierwiastkiem pierwotnym jest

2mi 2r .. 27
Wy =en =COoS— + 181N —,
n n
gdyz
2ki 2mi\ K k
wkzen :(6”) :wl

dlak =0,1,...,n—1. Fakt, ze w,, jest pierwiastkiem pierwotnym oznacza, ze dla dowolnego
k=0,1,..,n—1istnieje | € Z takie, ze wy = w!,. Wtedy wy, = w! = (w,.})7!, co pokazuje,
ze takze w ! jest tez pierwiastkiem pierwotnym.

Korzystajac z twierdzenia 3 mozemy otrzymac¢ charakteryzacje pierwiastkéw pierwot-
nych.

Twierdzenie 4. Niech w,, bedzie pierwiastkiem stopnia n z 1. Pierwiastek w,, jest pier-
wiastkiem pierwotnym wtedy i tylko wtedy, gdy liczba m jest wzglednie pierwsza z n. W
szezegolnosct, jesli n jest liczbg pierwszq, to dla kazdego m = 1,2, ...,n—1 pierwiastek w,,
jest pierwiastkiem pierwotnym.

Dowdd. Zalézmy, 7e w,, jest pierwiastkiem pierwotnym. Wtedy w!, = w; dla pewnego
| € Z. Z réwnosci tej wynika, ze réznica argumentéw liczb w! i w; jest wielokrotnoscig

27. Zatem
2lmnm 27

— — =2km
n n
dla pewnego k € Z, co prowadzi do rownosci Im — 1 = kn, czyli
ml —nk =1

i z twierdzenia 3 wynika, ze liczby m, n sa wzglednie pierwsze.
Zatozmy teraz, ze liczby m,n sa wzglednie pierwsze. Wobec twierdzenia istniejg liczby
x,y € Z takie, ze
mx +ny = 1.
Niech k € {1,2,...,n—1}. Wtedy mkz+nky = k i oznaczajac p = kx, ¢ = —ky dostajemy
rownos$¢ mp — ng = k, czyli mp — k = nq. Stad

2mprm 2km
~ =T g,
n n
. . 2mpmi . 2kme s . . . s 7
co oznacza, ze argumenty liczb e™» = wP ie™»n = wj réznig si¢ o wielokrotnos¢ 2.
Zatem wy, = Wl . O

Przypomnijmy, ze jesli G jest grupa z dzialaniem *, to przyjmujemy a° = e, gdzie e
jest elementem neutralnym,

a=ax*xax..xa,
—_———

n razy
gdyneNia" = (at)™, gdy n € Z, n < 0. Zbiér (a) = {a" : n € Z} jest podgrupa
grupy G, ktéra nazywamy grupa cykliczna generowana przez element a. W szczegélnosci
jesli G = (a), to dla kazdego b € G istnieje n € Z taki, ze b = a”.



Standardowym przyktadem grupy cyklicznej jest zbior Z, = {0,1,...,n— 1} dlan € N,
n > 2 rozwazany z dodawaniem modulo n, czyli dziataniem @®,, okreslonym wzorem

a®,b=r,(a+b),

gdzie r,, : Z — Z, oznacza funkcje, ktéra liczbie © € Z przyporzadkowuje reszte r,(x) z
dzielenia = przez n. Grupa Z, jest oczywiscie generowana przez liczbe 1.

Niech U,, oznacza zbior wszystkich zespolonych pierwiastkow stopnian z 1. Jesli wg, w; €
U,, to

(W)™ = wpwy =1,

wiec iloczyn wyw; nalezy do U,,. Ponadto

(wp)'=— =1

1
wi ’
wiec wp' € U,. Wynika stad, ze zbiér U, z mnozeniem jest grupa. Fakt, ze w,, jest
pierwiastkiem pierwotnym oznacza, ze w,, generuje grupe U,, czyli U, = (w,).

Grupa U, jest izomorficzna z Z,,, co oznacza, ze istnieje wzajemnie jednoznaczna funkcja

F .7, — U, taka, ze
F(z @y y) = F(z) - F(y)
dla dowolnych z,y € Z,. Funkcja ta jest

27

F(x)=e€e"n =w,.

Rzeczywiscie, © @, y = rp(x + y), wiec zgodnie ze wzorem na dzielenie z reszta = + y =
ng + x ®, y dla pewnego ¢ € Z. Zatem x @, y = (x +y) — ng

2(zPny)mi 2(z+y)mi _ 2ngmi 2z 2ymi

F(x@ny>:e n —e n .e n —e n .@T.e*m]m:F(‘r).F(y),

gdyz e 29 = cos(—2qm) + isin(—2¢m) = 1.

[zomorfizm przeprowadza generator grupy na generator grupy. Rozwazajac funkcje
F~1:U, — Z,, ktora takze jest izomorfizmem z twierdzenia 4 widzimy, ze liczba m € Z,
jest generatorem grupy Z, wtedy i tylko wtedy, gdy m jest wzglednie pierwsza z n. W
szczegolnosci jesli n jest liczbg pierwsza, to kazda liczbam = 1,2, ..., n—1 jest generatorem

grupy Zy,.
Przyklad 1. Liczby 1,5 sa generatorami grupy Zg. Dla m = 2 mamy
2P 2 =4, 2@52@62 =0, 2@a2 D2 Dg2 =2,
wiee (2) = {0,2,4}. Dla m = 3 mamy
3@63=0, 3@s3PBs3 =3,
wiee (3) = {0, 3}. Dla m = 4 mamy
ADA=2 ADADed=0, ADg4dedded—4,
wiec (4) = {0,2,4}. Widzimy wiec, ze liczby 2,3.4 nie generuja calej grupy Zg.



Wielomiany cyklotmiczne

Wielomianem cyklotomicznym nazywamy wielomian postaci

(5) Ou(r)= [ (z—e)= I (z—w).

1<k<n 1<k<n
NWD(k,n)=1 NWD (k,n)=1

gdzie n > 1 i wy jest pierwiastkiem stopnia n z 1. Liczba czynnikéw w tym iloczynie
jest réwna ¢(n), wiec st ®,, = p(n). Z twierdzenia 2 wiemy, ze dla n > 3 jest to liczba
parzysta. Dodatkowo przyjmujemy &4(x) =z — 1.

Jesli k nie jest wzglednie pierwsze z n, to d = NWD(k,n) > 1 i biorac I = % m =2

otrzymujemy liczby wzglednie pierwsze [, m. Stad et jest pierwiastkiem pierwotnym

stopnia m z 1. Mamy % = %, zatem
" n-t 2kmi Ui
(6) x—le(az—en): 11 11 (a‘:—em): I ®n(2),
k=0 1<m<n 1<i<m 1<m<n
m|n  NWD(l,m)=1 m|n

gdzie zapis m|n oznacza, ze m dzieli n. Uzywajac tego wzoru mozna rekurencyjnie wy-
znaczaé kolejne wielomiany ®,,. Mamy ®,(z) =z — 1, wiec

2t —1 -1

e N P B
Ps(x) = f;&)l = 1;7’_—11 =2’ +r+1,
4 _ 4 _
Qy(x) = <I>13(U;c)®21(x) = @ —ml)(xl—i— 0 =a2? +1,
By() = 2% —1 _ (23 = 1)(z3 +1) :(x3—1)(x3+1):$2_x+1'

Oy (2)Do(x)P3(x)  Py(z)Ps(z)(x+1) (22 —1)(x+1)
Ogdélny wzor mozemy otrzymaé¢ w przypadku, gdy p > 1 jest liczba pierwszg. Wtedy
wzér (6) przyjmuje postaé
2P —1=®1(2)0,(z) = (v — 1), (x).
Stad
P —1

=P P2 4+ 1.
x—1

Pp(z) =
Twierdzenie 5. Dla kazdego n € N, wielomian ®,, ma wspotczynniki catkowite.

Dowdéd. Zastosujemy indukcje wzgledem n. W pierwszym kroku stwierdzamy, ze ®;(z) =
x — 1 € Z[zx]. Zalézmy, ze @) € Z[z] dla k < n. Niech

flr)= ]I ®wm(@).

1<m<n
mln
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7. zatozenia wynika, ze wszystkie wielomiany wystepujace w tym iloczynie maja wspot-
czynniki catkowite, wige f € Z[z]. Ze wzoru (6) wiemy, ze

(7) 2" =1 = f(x)®n(z).

Ponadto f jest wielomianem unormowanym, wiec mozna podzieli¢ 2" — 1 przez f zgodnie
z algorytmem Euklidesa. W ten sposéb otrzymujemy wzor

ot = 1= f(x)q(x) +r(x)
dla pewnych wielomianéw g, r € Z[z] takich, ze str < st f. Zatem f(z)®,(z) = f(z)q(z)+

r(z), czyli

f(@)(®n(z) — q(z)) = r(z)
i poniewaz str < st f, wiec ®,(z) — g(z) = 0, gdyz w przeciwnym przypadku wielomian
po lewej stronie miatby stopien co najmniej st f. Stad ®,, = ¢ € Z[z]. O

Trzeba jednak zaznaczy¢, ze nie wszystkie wielomiany ®,, majg wspotczynniki rowne 1,
0 lub —1. Pierwszym wielomianem, w ktorym wystepuja takze inne wspotczynniki jest

Prps(r) =14+a+2° —2° -2 - 20" —2® —2° + 22 + 2B 4 2 2P + 210 4 2
Cp20 22 024 026 28 4 31y 32, 33, 34, 35 36
L 39 A0 9o dl 42 43 | 46 | 4T | 48
Twierdzenie 6. Dia kazdego n > 1, ®,, jest wielomianem palindromicznym.

Dowdéd. Wielomian ®,, ma stopien ¢(n) i zgodnie ze wzorem (5) liczba jego pierwiastkéw
jest takze réwna p(n). Zatem

1 1 T 1 i
G () _ ] ( _ 62’2,) - I = ( — e ) = g(),
xXr

z 1<k<n 1<k<n z
NWD(k,n)=1 NWD(k,n)=1
gdzie
2kmi
glz)= ] (l—xen).
1<k<n
NWD (k,n)=1

Zauwazmy, ze wielomian g ma tez p(n) pierwiastkéw i sg one odwrotnosciami pierwiastkow
wielomianu ®,,. Jak wiemy odwrotnosci te sa rowniez pierwiastkami pierwotnymi stopnia
n z 1. Stad g ma takie same pierwiastki jak ®,, i ich liczba jest rowna stopniowi tych
wielomianéw. Zatem g = ®,, i otrzymujemy réwnosé

2008, () = 0,(0)
s

ktora dowodzi, ze ®,, jest wielomianem palindromicznym. O



