PIERSCIENIE I CIALA
Wyklad 2

Przesledzimy metode rozwigzywania rownan trzeciego stopnia na przyktadzie.

Przyklad 1. Rozwazmy réwnanie
(1) 2% + 62% + 9z + 3 = 0.
Podstawiamy y = x + 2. Wtedy x = y — 2, wiec

v =(y—2)° =y’ — 6y + 12y -8
oraz

62? = 6(y — 2)* = 6y — 24y + 24.
Zatem

23+ 627 +92+3=1y> -6y +12y —8+6y> — 24y +24+9y — 18 +3=19> -3y + 1
i nasze rownanie przyjmuje postac
(2) v’ —3y+1=0.
Ze wzoru
(u+v)* = u® + 3uv + 3uv? + v* = 3uv(u +v) + v + v
dostajemy
(u+v)* = 3uv(u+v) — (u* +v*) =0

i poréwnujac to z réwnaniem (2) widzimy, ze jesli dobierzemy liczby u,v tak, by uv = 1,

u? +v® = —1, to y = u + v bedzie rozwiazaniem réwnania (2). Rozwiazujemy wigc uklad
rownan

udv® =1,

ud 40 = —1.

3 03 sa pierwiastkami réwnania

Korzystajac ze wzoréw Viete’a stwierdzamy, ze u
2 42+1=0.
Mamy A = —3, wiec

,;  —1+iv3 4 —1-iV3

— 03 =
2 2

J 1 /1 s 1 /3
e —_—— _ — — - - = 3
U \l 2—|— 1 2+z2 Jwr,
27

gdzie w; = e jest pierwiastkiem trzeciego stopnia z 1. Zatem mozemy przyjaé¢ u = e "

7 kolei
1 3
v =\ 5 z\é_ = Jwa.

Poniewaz w, = Wy, wiec przyjmujemy v = u. Stad jednym z rozwiazan réwnania (2) jest

Stad

2
y1:u+v:u+E:2Reu:2cos§.



Zauwazmy, ze koncowy wynik jest liczba rzeczywista, chociaz w obliczeniach uzywaliSmy
liczb zespolonych.
Pozostate dwa rozwigzania to

8
Yo = Wil + Wov = Wit + w1t = 2 Rewu = 2 cos g,
14
Y3 = Woll + W1V = watt + Wt = 2 Rewou = QCOSTW = 2cos g

Rozwiazania wyjsciowego réwnania (1) otrzymujemy ze wzoru xy =y, — 2, k = 1,2, 3.

Rozwazmy dowolny wielomian f(x) = ag + a1z + ... + a,2"™ o wspoélezynnikach rzeczy-
wistych. Jesli liczba zespolona z € C\ R jest pierwiastkiem wielomianu f, to f(z) = 0,
wiec

O=f(z)=a+a@mz+..+0,2" =G +a1-Z+ ...+, - 2" =ao+ a1Z+ ... + a,2" = f(2),

czyli réwniez liczba sprzezona Z jest pierwiastkiem wielomianu f.

W przypadku, gdy n = 31 ag > 0, mamy lim, . o, f(x) = —o0, lim,_ 1 f(x) = +o0,
wiec f ma co najmniej jedno miejsce zerowe xy € R. Jest tak rowniez w przypadku, gdy
az < 0. Zatem ogolnie f ma co najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty. Jesli f ma tez
pierwiastek z € C\ R, to trzecim pierwiastkiem jest Z # z. Mamy zatem dwie mozliwosci:
albo f ma jedynie pierwiastki rzeczywiste, albo f ma jeden pierwiastek rzeczywisty i dwa
pierwiastki zespolone, ktore sa wzgledem siebie sprzezone.

Ze wzoru Cardana

_ 4 4 AT <Q>2 5
) x_“+”_$ 2" (2> +p+J > \Yg) TP

na rozwiazanie rownania

2+ 3pr+qg=0

2
%) +p3 > 0, to = jest pierwiastkiem rzeczywistym, a pozostale dwa

pierwiastki wiu + wov, wou + wyv, gdzie wi,wy s3 zespolonymi pierwiastkami trzeciego
stopnia z 1, sa liczbami zespolonymi, nierzeczywistymi. Zatem z jest w tym przypadku
jedynym pierwiastkiem rzeczywistym.

Staboscig wzoru Cardana sg wystepujace w nim pierwiastki. Dla przyktadu, réwnanie

wynika, ze jesli (

P +3r—4=0

ma rozwiazanie x = 1, ale wzér (3) daje

r={2+V5+ {2 V5

2
Poniewaz jest to przypadek, w ktérym (%) +p2=4+1=5 >0, wicc jest to jedyny
pierwiastek rzeczywisty, czyli x = 1 ale wzor Cardana daje jedynie uwiktana postaé¢ tego

pierwiastka.



Roéwnania czwartego stopnia

Metoda rozwigzywania rownan 4 stopnia zostalta znaleziona przez Lodovico Ferrariego
— ucznia Cardana.

RYSUNEK 1. Lodovico Ferrari (1522-1565)

Lodovico Ferrari w wieku czternastu lat zostal stuzacym i pomocnikiem Cardana. Ten
ostatni, po odkryciu ze Lodovico potrafi czyta¢ i pisaé¢, uczynil go swoim asystentem i
studentem.

W 18. roku zycia Lodovico zaczal uczy¢ matematyki, a majac 19 lat objat posade wy-
ktadowcy geometrii na uczelni w Rzymie (pozycje te wezesniej zajmowat Cardano). Z racji
swojej pozycji u boku Cardana, a takze wktadu w rozwiazywanie réwnan byt uwiktany
w spor pomiedzy Cardanem i Niccolo Tartaglia. 10 sierpnia 1548, w Mediolanie, doszto
do debaty pomiedzy Tartaglig i Ferrarim. Z formalnego punktu widzenia, potyczka nie
zostala rozstrzygnieta bowiem Tartaglia opuscit miasto przed jej ukonczeniem. Jednak ob-
serwujacy zawody uznali, ze Lodovico Ferrari posiada wiedze i zrozumienie rownan stopni
3 1 4 daleko przewyzszajaca wszystkich innych. Przyniosto to spora stawe i uznanie mto-
demu Lodovico. Istnieja przypuszczenia, ze Ferrari zmart w wyniku otrucia arszenikiem
przez swoja siostre.

Niech f € C[z] bedzie wielomianem stopnia 4. Mozemy zalozy¢, ze f ma wspo6tezynnik
1 przy x*, czyli

f(z) = 2* + az2® + ax2® + ayx + ay,
gdzie as, as,aq,ag € C.

Redukujemy teraz jednomian z niewiadomag w 3 potedze. W tym celu w réwnaniu

f(x) = 0 podstawiamy x = y — %*. Poniewaz

4 2 3 4
o= (=) = (T) - (T) + (F) -
2 3 4
_ 4 3 o [ Q3 a3> <a3>
=yt — =) 4y (=2 =
a0t (F) - an () + (5

as\? a as\? asz\?
asz® = ag (y - 43> = agy’ — 3asyzz3 + 3agy (j) — ag (;) :

oraz



wiec w sumie tych wyrazen zredukuje si¢ azy® i réwnanie f(z) = 0 przyjmie postaé
(4) y' tpy' —qy+r=0

dla pewnych p,q,r € C.
Dobieramy teraz z tak, aby

(5) —82% + 4p2® + 8rz — dpr + ¢* = 0.
Oznacza to, ze z jest pierwiastkiem réwnania trzeciego stopnia, wiec mozemy go wyzna-
czy¢ ze wzoru Cardana.
Réwnanie (4) zapisujemy jako
yl=—py’ taqy -
i po dodaniu 2zy? + 22 do obu stron otrzymujemy
(6) vt 227+ 20 = (22 = p)y? +ay + (2P ).
Lewa strona jest réwna (y? + 2)?. Ze wzoru (5) otrzymujemy
q* = 82° —dpz® — 8rz +dpr = 4(22 — p)(2* — 1),
czyli

q=2\/2z—p-Vz2—r,

wiec prawa strona wzoru (6) jest réwna

z—p)y’+ay+(Z—1)=Q2z—py +2y\/22 —p- V22 —r+ (" —71) =
- (y,/?z—p—k\/Z? —7‘)2.

Zatem (6) mozna zapisa¢ w postaci

(1?4 2)* = <y\/2,z —p+ V22— r)
czyli y jest rozwigzaniem réwnania kwadratowego

vV +z=y\ /22 —p+ V21

i w konsekwencji r = y — % jest rozwigzaniem réwnania f(z) = 0.

Dla n > 5 istnieja wielomiany stopnia n, ktérych pierwiastkéw nie mozna wyrazi¢ ze
wspotezynnikow przez dziatania algebraiczne i pierwiastkowanie. Ogoélne wzory na pier-
wiastki wielomianéw stopni wigkszych niz 4 sa mozliwe do uzyskania jedynie dla pewnych
szczegblnych wielomiandw.

2
)

Wielomiany palindromiczne
Wielomianem palindromicznym nazywamy wielomian
f(@) =" apz® € Cla],
k=0
ktorego wspotczynniki tworza palindrom, czyli ap = a,_ dla k= 0,1, ..., n. Zatem

f(x) =ap+arw + ... + a;2" " + apz™.



Wielomian f jest antypalindromiczny, jesli jego wspotezynniki spetniaja warunek a, =
—a,_ dla k=0,1,....n, czyli

x) =ag+ ax + ... — ajx™ = apz™.
f(x) = ao 0

W szczegdlnosed, jesli n jest parzyste, czyli n = 2m, gdzie m € N, to a,, = —ap_pm = —apy,.
Zatem 2a,, = 0, czyli érodkowy wspoétezynnik a,, = 0.

Twierdzenie 1. Wielomian f stopnia n jest wielomianem palindromicznym wtedy i tylko
wtedy, gdy

7 ot (3) = @)

Dowdéd. Dla wielomianu palindromicznego f mamy

o1 . 1 1\ 1\"
X f() =X a0+a1—+...+a1 () +CL0 <> =
xT xT X X

n 1 1 1
=z <a0+a1+...+a1 o +aon> =
T T T

= apx" + a12" 4 . arx +ag = f(x).

Na odwrét zatézmy, ze wielomian f = ag+ a1 + ... + an_12" ' + a,2™ spelnia warunek

flz)=a"f (%) Wtedy
1

1 1
ao+ a1z + ... ¥ ap_1z" + apz = 2" (ag ta—+ .+ ap——+ an) =
z " zn
=apx" + " M+ . Fan1T + ay,
wiec a = a,_ dla k =0,1,...,n, czyli f jest wielomianem palindromicznym. UJ

Podobnie wielomian f jest antypalindromiczny wtedy i tylko wtedy, gdy
!
(®) f (2) =)
x
Whiosek 1. Jezeli f,g € Clz]| sq wielomianami palindromicznymi, to ich iloczyn fg jest
wielomianem palindromicznym.

Dowdd. Zatbzmy, ze st f =k, st g = 1. Wtedy n =st(fg) =k + [ i mamy

n N k(LY (1) _ _
(1) (5) =7 (5) 9 () = F@g@) = (o)),
co wobec twierdzenia 1 pokazuje, ze fg jest wielomianem palindromicznym. 0

Zauwazmy jesli f jest wielomianem palindromicznym, to jego wyraz wolny ag jest tez
wspotezynnikiem przy x", wiec jezeli st f = n, to ag # 0. W szczegdlnosci 0 nie moze by¢
pierwiastkiem f. Jesli a jest pierwiastkiem wielomianu palindromicznego, to ze wzoru (8)
otrzymujemy

1
@t () = @ =0,
a
czyli odwrotnosé % jest réwniez pierwiastkiem f. Podobnie dla wielomianu antypalindro-
micznego f, jesli a jest pierwiastkiem f, to % jest réwniez pierwiastkiem f.
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Przyktad 2. Rozwazmy unormowany wielomian palindromiczny f stopnia 2, czyli f(x) =
2% + bx + 1. Jego pierwiastkami sg

—b+ Vb —4 —b—Vb?—-4 1
= -— To — ——— = —,

2 o 2 )

Wstawiajac x = 1 we wzorze (8) otrzymujemy f(1) = —f(1), czyli f(1) = 0. Zatem 1
jest pierwiastkiem dowolnego wielomianu antypalindromicznego.

Z kolei dla wielomianu palindromicznego f wstawiajac £ = —1 do wzoru (7) dostajemy

(=D"f(=1) = f(=1),
a wiec jesli n = st f jest liczba nieparzysta, to f(—1) = 0. Zatem —1 jest pierwiastkiem
dowolnego wielomianu palindromicznego nieparzystego stopnia.

T

Twierdzenie 2. Jezeli f jest wielomianem palindromicznym in = st f jest liczbg niepa-
T2Yystq, to
f(@) = (z+ 1)g(x),

gdzie g jest wielomianem palindromicznym.

Dowdd. Jak wiemy f(—1) =0, wiec f dzieli sie przez = + 1. Zatem
(9) f(x) = (z+1)g(x)

dla pewnego wielomianu g stopnia n —1 i zast¢pujac w tym wzorze x przez % oraz mnozac
obie strony przez ™ dostajemy

oo () -
= (1+2)2" g (;) .

Poréwnujac to ze wzorem (9) otrzymujemy

1
n—1
x — | =g(x
9(5) =9l
co pokazuje, ze g jest wielomianem palindromicznym. O

7 twierdzenia 2 wynika, ze szukajac pierwiastkéw wielomianu palindromicznego f stop-
nia nieparzystego mozemy przejs¢ do pierwiastkow wielomianu g, ktory ma stopien o 1
mniejszy. Dla uproszczenia mozemy rozwaza¢ wielomiany unormowane, co w przypadku
wielomianu palindromicznego oznacza, ze a, = ag = 1.

Przykltad 3. Niech f bedzie unormowanym wielomianem palindromicznym stopnia 3,
czyli
f=14azx+ax®+ 2>
Wtedy rozktad (9) ma postaé
f(z) = (x+ 1)@ + (a = D+ 1),

wiec pierwiastkami wielomianu f sa:

l—a+4/(a—1)2-4 1 1l—a—/(a—1)2—-14

1
> ¥ 2 % 2



W powyzszym przyktadzie zredukowalismy problem wyznaczania pierwiastkéow wielo-
mianu palindromicznego stopnia 3 do wyznaczania pierwiastkow pewnego wielomianu
stopnia 2.

Lemat 1. Dla dowolnego n € N istnieje wielomian f € Z|x] taki, Ze

1 1
x”—l—:f(x—i-).
x" x

Dowdd. Stosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 mamy f(y) = y. Zalézmy, ze lemat
zachodzi dla wszystkich n < k. W szczegélnodei istnieja wielomiany fi,_1, fr € Z[z] takie,
ze

1 1 1 1
A “:f,“(wr), xk+k:fk<;1:+).
T T T i

Mamy
1 1 1 1
k _ k1 k—1
(7 ) (o ) = i
wiec
1 1 1 1
filz+=)(z4+=)=2""+—+ fii(z+—).
x x gk+1 x
Stad
1 1 1 1
M+ k+1:fk(x+>(x+)—fk_1<x+>.
x xr T x

Przyklad 4. Dla n = 2 mamy

1\, 11, 1
<m+> =x"+2r-—+ 5 =2"+2+
xr

r 22 a2’
wiec
5 1 1\?
Nastepnie
3 3 9 1 1 3 1 1
(m—i—) =" 4327 —+3x- 5+ =1 —|—3+3<m+>,
x x x x x x
wiec
1 1\3 1
(11) x3+3:(x+) —3(:(:—|—>.
x x x

Lemat 1 pozwala zredukowaé problem wyznaczania pierwiastkow wielomianu palindro-
micznego stopnia 2n do wyznaczania pierwiastkow wielomianu niekoniecznie palindro-
micznego stopnia n.

Przykltad 5. Niech f bedzie unormowanym wielomianem palindromicznym stopnia 4,
czyli
f(x) =1+ azx + ba® + az® + 2"
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Dzielac obie strony réwnania f(z) = 0 przez x? otrzymujemy

1 1 1 1
1'2 €T .1’2 T x2
Niech y = z + % Stosujac wzor (10) dostajemy
1
2 2

wiec réwnanie (12) przyjmuje postaé
Y+ay+b—2=0.

Dla przyktadu rozwiazemy réwnanie

(13) ot +4a® —22° +4r+1=0.
Po podstawieniu y = x + % dostajemy rownanie
(14) Y +dy —4=0,
ktorego rozwiazanie to

y— —AEAVE i;‘/ﬁ =2(-1+V2).

Zaleznos¢ miedzy x i y daje rownanie
? —yr+1=0,
wiec

+Vy2—4
(15) R
Bezposrednio z (14) widzimy, ze
y'—4=—4y=8(1+V2),

co po wstawieniu do wzoru (15) daje

+/y?—4
x=%=—1+51\/§+52\/§\/1—61\/§,

gdzie €1,e9 sa rowne 1 lub —1. Daje to cztery rozwiazania réwnania (13):
—1—V24V2V14+V2, —1-V2-V2V14 V2,
—1+vV2-V2V1 -2, —1+vV2+V2V1-V2

Przyklad 6. Rozwazmy teraz unormowany wielomian palindromiczny stopnia 6:

f(x) =1+ a17 + agx® + azz® + apa® + ay2® + 2.
Aby zastapi¢ go wielomianem zmiennej y = x + - dzielimy obie strony réwnosci f(z) =0
przez x? i otrzymujemy

1 a a
f+f1+f2+a3+a2z+a1x2+:c3:0,
o x? x

8



czyli

1, 1, 1
(16) — +tz +a1<2+x>+a2<+x>+a3:0.
x x x
Ze wzoréw (11) i (10) dostajemy
1
E + 373 = y3 — Sy,

1
ﬁ—i—xQ:yQ—Z.

Po wstawieniu tych wzoréw do (16) otrzymujemy réwnanie
v’ +ary? +(as = 3)y +az —2=0,

ktoére mozemy rozwigzaé¢ uzywajac wzorow Cardana. Nastepnie dla kazdego rozwigzania
y znajdujemy z takie, ze y = % + x, czyli x jest rozwiazaniem réwnania kwadratowego
22 —yxr+1=0.

Podobnie réwnanie z wielomianem palindromicznym stopnia 8 mozemy sprowadzi¢ do

rownania stopnia 4. Widzimy wiec, ze dla wielomianéw palindromicznych pierwiastki moz-
na wyzanaczy¢ nie tylko dla wielomiandéw stopnia 2, 3,4, ale takze stopnia 5,6, 7, 8.



