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Z kart historii matematyki

Witoski matematyk z Uniwersytetu w Bolonii, Scipione del Ferro (1465-1526) podal
metode rozwigzania pewnych typow réwnan trzeciego stopnia. Nie rozglaszal on swoich
odkry¢ i przekazat swojg metode jedynie paru osobom, w tym jego studentowi Fiorowi.
Del Ferro zapisywal wszystkie swoje odkrycia w notatniku, ktory po jego Smierci przeszed?
w posiadanie Hannibala Navego, ziecia del Ferro. (Nave byt réwniez matematykiem i po
Smierci tescia w 1526 r. przejat jego posade na Uniwersytecie Boloniskim).

Niezaleznie (ale i pézniej) metode rozwiazania takich réwnan znalazt Niccolo Tartaglia
z Wenecji. Potrafit on rozwigzaé niektore typy rownan trzeciego stopnia i w 1535 r. zaaran-
zowano mecz matematyczny pomiedzy Fiorem a Tartaglia. W czasie tej debaty kazda ze
stron podata drugiej 30 rownan do rozwiazania. Podczas gdy zadania przygotowane przez
Tartaglie byty bardzo réznorodne, te podane przez Fiora dotyczyty tylko jedynego typu
rownan, ktére Fior potrafit rozwiaza¢. Rankiem 13 lutego 1535 r. Tartaglia odkryl spo-
sOb rozwigzania tego typu réwnan i mecz wygrat. Swojej metody rozwiazywania rownan
Tartaglia nie chcial jednak oglosic.



RYSUNEK 1. Girolamo Cardano (1501-1576)

Inny wtoski matematyk, Girolamo Cardano uprosit Tartaglie w 1539 r. o wyjawienie
metody rozwigzywania rownan szeSciennych, w zamian zobowigzujac sie do dochowania
tajemnicy i nieujawniania metody. W 1540 r. Lodovico Ferrari, asystent Cardana, odkryt
metode redukcji réwnan czwartego stopnia do réwnan szesciennych. Razem z metoda
rozwigzywania tych ostatnich pozwalalo to rozwigza¢ wszystkie typy réwnan stopnia 4,
jednak odkrycie to nie mogto zosta¢ opublikowane ze wzgledu na obietnice dang Tartaglii.

W 1543 r. Cardano i Ferrari odwiedzili Navego, ziecia del Ferro, w Bolonii i dowiedzieli
sie od niego, ze to del Ferro byl pierwszym matematykiem, ktéry rozwigzal rownania
trzeciego stopnia. Cardano uznal, ze obietnica dana Tartaglii nie obowiazuje go wiecej i
opublikowal metode rozwigzywania réwnan 3. i 4. stopnia w swoim dziele Ars Magna w
1545 1.

Zagadnienie poszukiwania wzoréw, ktore pozwalatyby rozwiazywaé¢ rownania algebra-
iczne stopni wyzszych niz czwarty byto otwarte przez ok. 300 lat. Problem ten rozstrzygnat
francuski matematyk Evariste Galois.

RYSUNEK 2. Evariste Galois (1811-1832)



Galois matematyka zainteresowal sie¢ przez przypadek w wieku 15 lat podczas wizyty
w szkolnej bibliotece. Dwukrotnie nie zdat egzaminu wstepnego z matematyki do Ecole
Polytechnique, gdyz w odpowiedzi na zbyt tatwe dla niego pytania egzaminujacych ogra-
niczat si¢ do zwieztych, tylko dla niego zrozumialych stwierdzen odmawiajac szerszego
objagnienia.

Galois wykazal, ze w ogdlnym przypadku dla rownan stopnia wyzszego niz czwarty,
nie mozna znalez¢ wzoréw, ktore pozwalatyby te réwnania rozwiazywac tak, jak ma to
miejsce w przypadku réwnan stopnia nizszego, gdyz takie wzory nie moga istniec.

Galois zyt w okresie politycznego zametu we Francji i bral aktywny udzial w zyciu
politycznym nalezac do lewicowego stronnictwa ,,Przyjaciot ludu”. Przez swoja dziatalnosé
dwukrotnie trafit do wiezienia. Zakochal sie w corce lekarza wieziennego. Prawdopodobnie
z jej powodu uwiktatl sie w pojedynek i 31 maja 1832 r. zmart w paryskim szpitalu z
powodu ran odniesionych w pojedynku. Dwa dni przed Smiercig w liScie do przyjaciela tak
napisat o swoich notatkach matematycznych: Mam nadzieje, ze kiedys znajdg sie ludzie,
ktorzy uznajg za pozyteczne rozszyfrowanie catego tego bataganu.
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RYSUNEK 3. notatki Galois



Pierwiastki zespolone
Przypomnijmy, ze kazda niezerowsg liczbe zespolong z = x + 1y, gdzie x,y € R mozna
tez przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej

z = |z|(cos a + i sin ),

gdzie

2] = 22 + 32

jest modutem liczby z, zas o € R jest argumentem tej liczby. Argument nie jest wyzna-
czony jednoznacznie. Jesli a jest argumentem liczby 2, to kazda liczba postaci o + 2k,
gdzie k € 7Z jest tez argumentem z. Warto$¢ argumentu nalezaca do przedziatu [0, 27)
jest wyznaczona jednoznacznie i nazywamy ja argumentem gtownym liczby z.

Stosuje sie oznaczenie
I1e% . e
e = Ccosa + 1s1n .
Wtedy
z = |z]e*.

Jest to zgodne ze wzorem na mnozenie liczb zespolonych danych w postaci trygonome-
trycznej. Jesli liczby zespolone z i w lezg na okregu o érodku 0 i promieniu 1, czyli
z=cosa-+1isina, w = cos( +isin 3, to

e e = z.w=cos(a+ f) +isin(a + ) = gilath),



Wzor de Moivre’a na potege liczby zespolonej ma w tym zapisie postaé
(‘z’eia> — |z’n€ina7

gdzie n € N.
Dla dowolnej liczby zespolonej z # 0 1 dowolnego n € N, n > 2 istnieje n pierwiastkow
stopnia n z liczby z. Jesli z = |z|e'®, gdzie a € R, to pierwiastki te sa dane wzorami

W |z|e /2] <COS — + isin -

dla k=0,1,....n — 1. A
W szczegdlnoéei biorge 2 = 1 = € otrzymujemy n zespolonych pierwiastkéw z 1. Sa
one dane wzorami

2kmi 2]<77T L. 2]€7T
Wp=e€ n =CO0S—— + 181 ——
n n

dla k=0,1,....,n — 1. W szczegdlnosci wy = 1.
Dla n = 2 mamy dwa pierwiastki: wy = 1, w; = —1. Dlan > 3 pierwiastki wg, wy,...,wn_1
sa wierzchotkami n-kata foremnego wpisanego w okrag o srodku w punkcie 0 i promieniu 1.
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W szczegolnosei pierwiastki wy, wy, ws trzeciego stopnia z 1 sg wierzchotkami trojkata
rownobocznego. Dane sg wzorami: wy = 1,

o o or 1 V3

27
wp=es3"'"=cos— +isin— =—= +i—,
(1) ' 3 3 20 2
4%1- 47T+, . 47T 1 3 3
wy=e3"=cos— +isin— = ——= —i—.
2 3 3 2 2
Zauwazmy, ze wy = Wi, Wiec
Wiwe = Wi = |wl|2 =1,
czyli
(2) Wy =wy .
w1<
% 0 (4)()—1




Pierwiastki stopnia n z liczby z sa pierwiastkami wielomianu f(z) = 2" — z. Prawdziwe
jest nastepujace zasadnicze twierdzenie algebry.

Twierdzenie 1. Kazdy wielomian f o wspotczynnikach zespolonych stopnia co najmniej
1 ma co nagmniej jeden pierwiastek zespolony, czyli istnieje liczba z € C taka, Ze f(z) = 0.

Przez C[x] oznaczmy zbiér wszystkich wielomianéw o wspétezynnikach z ciata liczb
zespolonych C.
Wzory Viete’a
7 twierdzenia 1 wynika, ze kazdy taki wielomian f stopnia n mozna zapisa¢ w postaci

(3) flz) =clx —z)(x — z3)..(x — zp),

gdzie ¢ jest niezerowa liczba zespolona i 21, 29, ..., 2, sa pierwiastkami wielomianu f (uwa-
ga: liczby w ciagu 2y, 29, ..., 2, moga sie powtarza¢). Poréwnujac postaé (3) ze zwykla
postacig wielomianu

(4) f(z) =ap+ a1z + ... + apz”

otrzymujemy wzory Viete’a.

Dla uproszczenia mozna przyjaé, ze a, = 1. Wystarczy podzieli¢ obie strony (4) przez
a, i zastapi¢ f przez wielomian i f, ktéry ma te same pierwiastki zq, 23, ..., 2, co f. Ze
wzoru (3) wynika, ze wspotezynnik przy =™ jest réwny ¢, wiec jesli a, = 1, to ¢ = 1.

Przypadek, gdy n = 2.

Wtedy

fx)=ap+az+2>=(x—2)(x—20) = 2% — 212 — 290 + 2120 = 2129 — (21 + 29) T + 22

Stad ag = 2129, a1 = —(z1 + 22). Wzory te mozna otrzymaé rowniez ze wzoréw na
pierwiastki réwnania kwadratowego ag + a1 + 22 = 0. Mozemy przyjaé, ze

—a; + VA —a; — VA

21 = 9 Z9 = 9 ;
gdzie A = a? — dag, wiee 21 + 20 = —ay, 2122 = 1(a — A) = ay.
Przypadek, gdy n = 3.
Wtedy

fx)=ap+ar+ar® +2° = (v — 21)(x — 2) (v — 23) =
=23 — zlx2 — 22x2 — z3x2 + 21227 + 2123% + 22230 — 212223 =
= —212923 + (2120 + 2123 + 2023)x — (21 + 20 + 23)2° + 2.
Stad ag = —z12023, a1 = 2122 + 2123 + 2223, ag = — (21 + 22 + 23).
W ogélnym przypadku jesli f(z) = ag + ayx + ... + ap_12™ ' + 2", to

[ (—l)k Z i Zig---Ziy,

161 <12<... <1 <N

dlak=1,..n.
W szczegdlnosci podstawiajac k =n i k = 1 otrzymujemy wzory:

ap = (—=1)"2129...2n, 1= —(21+ 22+ ... + 2).



Pierwiastki n-tego stopnia z 1: wg,ws,...,w,_1 sa pierwiastkami wielomianu f(z) =
™ — 1. Stosujac wzory Viete’a dla tego wielomianu otrzymujemy (—1)"wow;...w,—1 = —1,
czyli

Wow1...wn_1 = (=171,
Ponadto
wo+wi +...+w,—1 =0.
Wzory Cardano

Niech f € Clz] bedzie wielomianem stopnia 3. Mnozac ten wielomian przez odwrotnosé

wspolezynnika przy x? otrzymujemy wielomian postaci
g(z) = 2 + apx® + a1z + ag € Clz],

ktory ma te same pierwiastki, co f. Zatem pierwiastki wielomianu f sa rozwigzaniami
réwnania postaci
(5) 2%+ agx® + a1 + ap = 0.

Krok I — pozbywamy sie niewiadomej w drugiej potedze. W tym celu podstawiamy
y=r+%. Wtedy v =y — %, wigc

3 2 3
as a a
x3=(y—> =y‘°’—azy2+§2y—f2

3 27’
2 2
2 a2 2 2 a3
ax” = a — = =@y — cay+ —
2 2 (Z/ 3 ) 2Y 3 2Y 9
i réwnanie (5) przyjmuje postaé
2 3 2
5 05 ay 2 as a1as
—“y——=—=a =+ a1y — ag =0
y+3y 57 32y+9+1y 3+0 ;
w ktérej nie wystepuje y2, a wiec mozna je zapisaé jako
(6) Yy’ +3py +q=0,

gdzie p,q € C.

Krok IT — redukcja do réwnania kwadratowego. Dla dowolnych liczb u,v € C zachodzi
wzor

(u+v)* = v + 3uv + 3uv® + v = 3uv(u +v) + v’ + v°,
czyli
(u+v)* = 3uv(u +v) — (u* +20*) = 0.

Poréwnujac ten wzor z (6) widzimy, ze jesli uv = —p i u® + 0> = —¢q, to y = u + v jest
rozwiazaniem rownania (6).

Szukamy zatem u, v takich, ze

(7)

Wi = —p®

ud 403 = —q.

Za wzoréw Viete’a wiemy, ze warunki powyzsze sg speltnione, jesli 3, v3 sy pierwiastkami
rownania

(8) 2 +qz—p*=0.
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Dla tego réwnania mamy A = ¢% + 4p?, wiec rozwigzania u?, v® tego réwnania wyrazaja

sie wzorem

—q £V +4p? q q\?
=L (L) 4.
2 2 2
Zatem
W= / _q <q>2 3
2 +pa 9 9 + p°,
czyli

(9) uzj—g+ (g)2+p3, U:ﬂ_g_ (g)Zpg_

Zatem jednym z rozwigzan rownania (6) jest

q q\° 3 g q\°
10 = — =2 <> 3 2z <> 3
(10) y=u+v J 2~|— 5 +p +\l 5 5 +p

Aby znalez¢ pozostate rozwiazania zauwazmy, ze jesli pomnozy¢ u i v przez pierwiastki
wy, wy trzeciego stopnia z 1, to (wpu)® = wiud = ud i (W)? = WP = V3, wiec wpu i W
sa réwniez rozwiazaniami uktadu réwnan (7), czyli wxu i wv sa rozwiazaniami réwnania
(8).

Jednakze u, v spelniaja takze warunek wv = —p i aby wpuw;v = —p musi by¢ spelniony
warunek wyw; = 1, czyli wy = w; ', Ze wzoru (2) wiemy, ze pierwiastki wy, wy sa wzgledem
siebie odwrotne, wiec otrzymujemy trzy rozwiazania réwnania (6):

U+ vV, Wil + W, Woll + wyv.

Po wstawieniu tych wartosci za y do wzoru x = y — % otrzymujemy pierwiastki wyjscio-
wego wielomianu f.

Przyklad 1. Rozwazmy réwnanie
2® =3z +1=0.

Jest to réwnanie postaci (6) z p = —1, ¢ = 1, wiec zgodnie ze wzorem (10) mamy

4 11 s 1 /3
= —_— ——1: _— ) — = 3
" J 2 V3 o Ty T Ve

gdzie w; = eFi jest pierwiastkiem trzeciego stopnia z 1. Zatem mozemy przyja¢ u = e,

7 kolei
1
v =\ 5 z£ Jws.
Poniewaz wo = Wy, wigc przyjmujemy v = u. St@d jednym z rozwigzan naszego réwnania
jest

2
xl—u+v—u+U—2Reu—QCOS§

Zauwazmy, ze koncowy wynik jest liczba rzeczywista, chociaz w obliczeniach uzywalismy
liczb zespolonych.



Pozostate dwa rozwigzania to

- &
To = Wil + wWe¥ = wiu + wiu = 2Rewiu = 2 cos 9

47 T
T3 = Wall + w1v = watt + Wl = 2Rewsu = 20087 = 2COS§.
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