Algebra - powtorzenie wiadomosci

Rozdziat 1 - Struktury algebraiczne

Dziatanie jest funkcjg 2-argumentowa.
L+ P < x(L,P)

Kazde dziatanie musi funkcjonowac w jakims zbiorze, tzn. dla dowolnych dwoch elementéw zbioru
przyporzgadkowywac trzeci element z tego zbioru.

Na przyktad, dodawanie jest dzialaniem w zbiorze liczb naturalnych — suma dwdéch liczb naturalnych
zawsze da liczbe naturalng. Z drugiej strony, odejmowanie nie jest dziataniem w zbiorze liczb
naturalnych — mozna odjg¢ od siebie dwie liczby naturalne i otrzymac liczbe ujemna, ktéra nie jest
naturalna. Odejmowanie jest dziataniem w zbiorze liczb catkowitych.

Wiasnosci dziatan

1. Przemiennos$é

Dziatanie jest przemienne, jezeli dla dowolnych dwoch elementdw zbioru, w ktorym okreslone jest
dziatanie, spetnione jest rownanie:

TxY=Y*xxT
Ponizej to samo wyrazenie z uzytym kwantyfikatorem ogoinym:
/\ TxY=Y*x
z,yeX

Przykiady dziatan przemiennych: dodawanie, mnozenie.

2. Lacznosé

/\ rzx(yxz)=(rxy)*z

z,y,z€X

3. Element neutralny

Element neutralny, jest to taki element, ktory jako operand dziatania umieszczony z lewej badz prawej
strony, nie zmienia jego wyniku. Kazde dziatanie moze posiadac tylko jeden element neutralny.

\/ /\€*£C:£C*€:£U

ecX xzeX

Co nalezy odczytywac jako: istnieje taki element neutralny e, ze dla kazdego ...



Przyktadowo, elementem neutralnym dodawania jest 0, a mnozenia — 1. O nie jest elementem

neutralnym odejmowania, poniewaz 0 — x = —x, a nie .

4. Odwracalnosé

Elementy odwracalne, jezeli zostang uzyte jako operandy dziatania (obojetnie w jakiej kolejnosci),
wynik dziatania bedzie elementem neutralnym:

ZIZ*:BI:J,'I*QIZG

Na przyktad:
1 1
zT-—=—-z=1,
z T

L. 1 .1 . .
zatem elementem odwrotnym z dla mnozenia jest -, a z (i ) sa elementami odwracalnymi.

¢ Warto zauwazy¢, ze istnienie elementu neutralnego i odwracalnos¢, to wtasnosci posiadajace cechy
przemiennosci. Dlatego nawet jesli zadanie wprost nie wymaga udowodnienia przemiennosci,
udowodnienie jej czesto okaze sie pomocne. Jednoczesnie, nie kazde dziatanie posiadajace
element neutralny czy odwracalne bedzie tez przemienne dla dowolnych elementéw zbioru.

Dodatkowe pojecia
e grupa — para (zbiédr, dziatanie) — (X, *) jezeli dziatanie jest:
1. faczne,
2. istnieje element neutralny,
3. kazdy element jest odwracalny.
e grupa abelowa — grupa, ktorej dziatanie jest dodatkowo przemienne.

o ciato - (K,®, ®), gdzie K jest zbiorem, oraz:
1. (K, ®) jest grupa abelowa,

2. (K \ {0}, ®) (K z wytaczeniem 0) jest grupg abelowa,

3. dziatanie © jest rozdzielne wzgledem &®:

N 20@We2)=(z0y o2

z,y,2€K

Rozdziat 2 - Liczby zespolone

Liczba 4 (jednostka urojona), jest to taka liczba, ze 12 = —1.

i = (0,1)
(a,b) = a+ bi

z = (a,b),Re(z) = a,Im(z) =b



Dodawanie i mnozenie liczb zespolonych

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)

Sprzezenie
z = (a,b)
> - (a’ _b)
—z = (—a,b) //dla poré6wnania
Wiasnosci:
1'z+w =:T%w
2'z—w —z  w
3w T i w
4. =z Aw=+0
5 =7

Modut (warto$¢ bezwzgledna)

1z| = va? + b?

Na pfaszczyznie Gaussa (reprezentacji liczb zespolonych na ptaszczyznie) modut oznacza odlegtosé
od punktu (0, 0).

Wiasnosci:

Lzl =z 5 =]|—2
2.|z-w| = |z| - |w]
3|2 = Awz0

N

12| = [Re(2)] > Re(2)
|zl = [Im(z)] = Im(z)

1

6. [|2] = |wl| < [z +w| < |2[ + [w]
72" = 12" ANz #0

n n
8.2 2" < > |2

n=0 n=0

Posta¢ trygonometryczna

Kazda liczbe zespolong z = a + bi mozna przedstawi¢ w postaci trygonometryczne;j:



z = |z|(cosa + i sin @)

a
cosa = —
2|

. b
sina = —
2|

Kat « (niekiedy oznaczany jako ) to tzw. argument i jest ich nieskoriczenie wiele. Argumentem
gtéwnym nazywamy najmniejszy nieujemny argument.

Geometrycznie argument jest katem pomiedzy prostg zawierajgca 0 i liczbe z, a osig rzeczywista.

Mnozenie i dzielenie

¢ Generalnie wszystkie wzory beda zawiera¢ tg sama cze$¢ w nawiasie przy cos i sin.

<

z-w = |zw|(cos(a + B) + isin(a + B))

— ﬂ(cos(oa — B) + isin(a — B))

z
w o |w|
Potegowanie

Dlan € Z
2" = |z|"(cos(na) + isin(na))
Pierwiastki

Liczba zespolona ma wiele pierwiastkéw — doktadnie tyle ile rowny jest stopien pierwiastka.

Pierwiastek n-tego stopnia z liczby z oznaczymy jako wy = {/E gdzie k jest liczba catkowitg z
przedziatu [O, n — 1]. Przewaznie musimy obliczy¢ kazdy z tych pierwiastkdw.

2k 2k

n

Nie zawsze jestesmy w stanie okresli¢ argument .. Na przyktad dla 35 + 123:

2| = /352 + 122 = 37
cosa = — = 55 //nie ma w tablicach!

|z| 37

W takim wypadku musimy wykorzysta¢ rownanie.

(a+bi)> =a, +b,i
a®+2abi —b®> =a, + b,i

Po rozdzieleniu czesci rzeczywistej i urojonej zostaje nam:



Czyli w naszym przykiadzie:

a® — b* = 35
2ab = 12
Rozwigzujac ten ukfad rownan otrzymujemy podwojne rownanie kwadratowe:

_ 6
a=y

t=5b>>0
2 +35t—36=0

{b4+35b2 —36=0

Z delty otrzymujemy t; = —36 ity = 1. Ale t jest wynikiem potegowania, zatem nie moze by¢ ujemne
(zatozywszy, ze b jest liczbg rzeczywistg bedaca czescig urojong pewnej liczby zespolonej). Czylit = 1

Zatem b bedzie réwne 1 lub -1.

b=1Vvb=-1
bp=1
{a1:6
by = —1
{a26

wyg =6+1
w1 = —6—1
Rozdziat 3 — Macierze
-a11 a2 aiz ... aln-
a1 Qa2 a3 ... Q2
A= a3 azx a3 ... as
[ Am1  Am2  Am3 QAmn |

m - liczba wierszy
n - liczba kolumn

I - numer wiersza
j - numer kolumny

¢ macierz kwadratowa - o rownej liczbie wierszy i kolumn

e macierz diagonalna - ktérej wszystkie elementy poza gtdbwna przekatng sa zerami



e macierz jednostkowa (1) - ktérej przekatna gtéwna sktada sie z samych jedynek, a reszta to zera
e macierz zerowa - ktérej przekatna gtbwna sktada sie z samych zer

e transpozycja AT - dziatanie, w ktorym wiersze stajag sie kolumnami, a kolumny wierszami
Dodawanie macierzy

Mozna dodac tylko macierze o identycznych wymiarach. Kazdy element dodajemy niezaleznie.

A — [an a'12:| B — [bn 512]

Q21 Q22 ba; b
a1 +bi1 a2+ b12}

A+ B =
+ [a21 + b1 @z + ba

Mnozenie macierzy

Mnozenie macierzy mozna wykonac tylko jezeli liczba wierszy pierwszej macierzy jest rowna liczbie
kolumn drugiej macierzy. Mnozenie nie jest przemienne.

bll b12

aiz Qa2 a3
A == 9 B == b21 b22
as1 Qo2 Q23 b b
31 32

A.B— ai1bii + ai2b21 + a13b31  a11bir + a12b2> + a13bs
a1b11 + axeba; + asgbs  as1b1s + axnby + assbs

Kazdy element nowo powstatej macierzy to suma iloczynow a;;. bkj, gdzie:

e 1 - numer wiersza,
e k - numer iteracji (ktory to sktadnik sumy),

e 7 - numer kolumny.

Analogicznie:

|_b11 512-|

o (a1 aiz2 asg

B=1bu bm, A= [021 a22 azJ
b31 b3

I-bllal + bi2a2i  birai> + bizazy  biiaiz + bi2az -|
B - A= [byay +bxpay byas + bxpazy byag; + baas
|_b3101 + b32a1  b31ar + bazaz,  b31a1; + bszan _|

Determinant (wyznacznik) macierzy

,wiersz” oznacza tu wiersz lub kolumne.
Determinant mozna obliczy¢ tylko z macierzy kwadratowych. Jest on rowny 0, jezeli:

e istnieje wiersz wypetniony zerami,

e istniejg 2 identyczne wiersze.



Macierz 1x1:

}an’ = a1

Macierz 2x2:

G a2y _ a;ja aiaa
= a11022 — A12021
a1 a2

Macierz tréjkatna:

Macierz, ktorej czes¢ pod lub nad przekatna jest wypetniona zerami

ai; aip2 aiz Aaiq

0 azp a3 au

= Q11 - Q22 * Q33 * A4
0 0 a3z asu 53
0 0 0 Qg4

Dla wiekszych macierzy mozna skorzysta¢ z metody Laplace'a.

Z definicji:
det(A) = Z alj(—1)1+jd€tA1j
j=1

1. Wybieramy dowolny wiersz — najlepiej taki z najwieksza liczba zer,
2. sumujemy kazdy element pomnozony przez:
o (—1)" (11ub-1),

o determinant minora (macierz bez wiersza i kolumny na przecieciu ktérych znajduje sie element).

Jest to wzér rekurencyjny.

3 2
1 3

—4.(3-3-1-2) =28

1
3
1

W N Ot

4
0l =4. (_1)1—1—3 .
0

)+0-...+0-... —0-z=

Dziatania elementarne

Dziatania elementarne mozna przeprowadzac na wierszach lub kolumnach. Sg pomocne przy
tworzeniu zer w wierszach, co pozwala oszczedzi€ liczenia. Niektére z nich powoduja zmiane
determinanta!

opis dziatanie determinant

dodanie wiersza pomnozonego przez liczbe wiI = w; + nwj bez zmian



dziatanie determinant

opis

. , . I _ I _
zamiana dwdch wierszy w; = wj,w; = w; det -(—1)
pomnozenie wiersza przez liczbe r6zng od zera w{ =nw; \n Vi 0 det -n

I\ Na kolokwium kazde dziatanie elementarne musi by¢ uzasadnione!



